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运筹 学 是 一 门 研 究 如 何 有 效 地 组 织 和 管理 人 机 系统 的 科学 。 由 于 它 同 管理 科学 的 紧 
密 联系 , 它 在 人 研究 解决 实际 问题 时 所 总 含 的 系统 整体 优化 思想 ,以 及 从 提出 问题 ,分 析 建 
模 、 求 解 到 方案 实施 的 一 整套 严密 科学 方法 ,使 它 对 管理 学 科 的 发 展 和 管理 人 才 的 培养 起 
到 了 重要 作用 。 运 筹 学 已 成 为 经 济 管理 类 专业 本 科普 过 开设 的 一 门 重 要 专业 基础 课 和 人 研 
究 生 层次 的 学 位 课 , 也 是 各 管理 专业 学 位 和 一 些 工 科 专 业 的 必修 课程 。 

本 书 出 版 的 守则 是 力求 根据 21 世纪 经 济 管 理 人 才 对 运筹 学 教学 的 需求 , 既 反 映 这 门 
学 科 的 新 进展 ,又 深入 浅 出 地 阐明 运筹 学 的 基本 概念 .理论 和 方法 ,各 类 模型 的 结构 特征 、 
经 济 含义 及 其 在 管理 中 的 应 用 。 本 书 主 要 对 象 是 经 济 管理 类 专业 的 大 学 本 科 生 研究生， 
同时 也 兼顾 理工 类 专业 本 科 生 、 研 究 生 和 实际 工作 部 门人 员 的 需要 。 

本 书 出 版 以 来 , 深 受 广大 读者 的 厚爱 ,从 1998 年 6 月 至 今 已 印刷 58 次 ,累计 近 60 万 
册 ,使 编者 深 受 或 舞 。 正 如 我 们 在 第 1 版 前 言 中 写 的 ,要 让 我 们 的 教材 满足 21 世纪 的 需 
要 ,不 是 一 代 人 所 能 完成 的 ,要 持续 修订 ,要 不 断 汲取 国外 经 典 教 材 和 运筹 学 实践 应 用 成 
果 的 精华 ,同时 不 断 总 结 提 人 炼 我 们 自己 的 教学 经 验 和 体会 。 本 书 是 由 国内 著名 高 校 第 一 
线 工 作 的 .已 从 事 运 筹 学 教学 数 十 年 的 教师 合作 编写 的 ,大 家 以 狠 而 不 舍 的 精神 ,力求 使 
本 教材 不 断 开 拓 创 新 ,做 到 与 时 俱 进 。 

同上 一 版 相 比 ,第 5 版 在 内 容 上 作 了 一 些 修改 ,并 利用 互联 网 和 数字 平台 增加 了 一 些 
拓展 内 容 、 即 练 即 测 题 和 自我 测试 题 。 具 体 包 括 : (1) 对 书 中 一 些 内 容 进 行 了 补充 : 在 目 
标 规 划一 章 中 ,在 求解 目标 规划 单纯 形 法 一 节 中 增加 了 对 优先 因子 给 定 权 重 的 计算 方法 
和 优先 级 分 层 优化 计算 两 种 比较 实用 的 算法 ,对 策 论 一 章 中 增添 了 合作 对 策 的 核心 和 
人 (2) 改 写 了 个 别 例题 ,增添 了 20 多 道 习 题 ; (3) 适 当 删 减 了 一 些 内 容 , 如 对 策 

论 在 信息 经 济 学 中 的 应 用 ,动态 规划 中 有 关 高 维 问 题 的 降 维 法 和 疏 密 格子 点 法 ,以 及 一 些 

ain 过 深 的 内 容 ; (4) 各 章 末 增加 了 即 练 即 测 题 ( 共 101 道 选择 题 ) ,作为 拓展 
资源 , 供 学 生 测试 学 习 效 果 ;(5) 将 原 书 绪论 第 五 节 运 筹 学 算法 与 应 用 软件 简介 作 了 较 大 
补充 ,比较 细致 介绍 了 LINDO、LINGO、WinQSB、MATLAB 等 软件 求解 运筹 学 模型 的 
步骤 和 例子 ,并 将 其 作为 拓展 资源 (附录 A); (6) 将 各 章 习 题 参 考 答案 作为 拓展 资源 ( 附 
录 B);(7) 提 供 了 3 份 自我 测试 题 和 管 案 作为 拓展 资源 (附录 C); (8) 对 一 些 内 容 的 前 后 
叙述 顺序 作 了 调整 ,以 有 利于 教学 和 自学 。 

另外 ,本 书 还 利用 在 线 学 习 平 台 提供 了 更 加 丰富 的 数字 课程 体验 , 见 书后 说 明 。 


本 书 的 编写 分 工 : 衣 运 权 ( 哈 尔 演 工 业 大 学 管理 学 院 ) 编 写 绪论 和 第 一 、 二 章 , 对 第 十 
三 章 作 了 一 些 补充 ; 郭 炊 烛 ( 西 南 交 通 大 学 经 济 管理 学 院 ) 编 写 第 三 、 六 ,十 四 草 ; 化 益 鸣 
(复旦 大 学 管理 学 院 ) 编 写 第 四 、 五 、 十 一 半 ; 程 佳 惠 ( 清 华 大 学 经 济 管理 学 院 ) 编 写 第 七 、 
八 、 九 半 ; 陈 秉 正 (清华 大 学 经 济 管 理学 院 ) 编 写 第 十 .十 二 .十 三 草 。 全 书 巾 胡 运 权 任 主 
编 , 郭 炊 焊 任 副 主编 。 本 次 修订 时 , 仍 先 由 各 作者 按 总 的 修订 原则 ,对 目 己 分 担 的 章节 进 
行 修 改 . 补 充 ,最 后 由 胡 运 权 负 责 总 各 ,并 编写 了 各 章 增 列 的 即 练 即 测 题 、 答案 和 附录 A、 
附录 C。 

本 书 前 几 版 编写 过 程 中 , 曾 得 到 清华 大 学 出 版 社 ( 运 筹 学 ) 一 书 主 编 钱 颂 迪 等 教授 的 
指导 ,受到 国内 很 多 运筹 学 精品 课程 教材 的 启示, 清华 大 学 出 版 社 的 编辑 更 为 本 书 的 编辑 
出 版 花费 了 大 量 辛 勤劳 动 ,说 在 此 一 并 表示 感谢 。 

一 本 好 的 教材 , 重 在 特色 , 吐 在 质量 。 为 此 需要 不 断 磨 大 ,反复 修改 提高 。 本 书 作 者 
将 为 此 继续 努力 。 鉴 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 妥 或 错误 之 处 , 奶 请 广大 读者 批评 
指正 。 


编 者 
2018 年 6 月 
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第 一 太 ”运筹 学 释义 与 发 展 简 史 


运筹 学 一 词 起 源 于 20 世纪 30 年 代 。 据 4 大英 百科 全 书 》 释 义 “运筹 学 是 一 门 应 用 于 
管理 有 组 织 系统 的 科学 ”运筹 学 为 掌管 这 类 系统 的 人 提供 决策 目标 和 数量 分 析 的 工 
具 ”. 《中国 大 百科 全 书 》 的 释义 为 : 运筹 学 “是 用 数学 方法 人 研究 经 济 、 民 政和 国防 等 部 门 
在 内 外 环境 的 约束 条 件 下 合理 分 配 人 力 物力、 财力 等 资源 ,使 实际 系统 有 效 运 行 的 技术 
科学 , 它 可 以 用 来 预测 发 展 趋势 ,制订 行动 规划 或 优选 可 行 方案 ”(《 自 动 控 制 与 系统 工程 》 
卷 ,1991 年 版 )。《 辞 海 )(1979 年 版 ) 中 有 关 运 筹 学 条 目的 释义 为 : 运筹 学 “主要 研究 经 济 
活动 与 军事 活动 中 能 用 数量 来 表达 有 关 运 用 、 筹 划 与 管理 方面 的 问题 , 它 根据 问题 的 要 
求 , 通 过 数学 的 分 析 与 运算 ,作出 综合 性 的 合理 安排 ,以 达到 经 济 有 效 地 使 用 人 力 ,物力 ”。 
《中 国企 业 管 理 百科 全 书 》(1984 年 版 ) 中 的 释义 为 : 运筹 学 “应 用 人 分析、 试验、 量化 的 方 
法 ,对 经 济 管理 系统 中 人 、 财 、 物 等 有 限 资源 进行 统筹 安排 ,为 决策 者 提供 有 依据 的 最 优 方 
案 , 以 实现 最 有 效 的 管理 ”。 

运筹 学 一 词 在 英国 称 为 operational research, 在 美国 称 为 operations research( 缩 写 
为 0.R. ) ,可 直译 为 “运用 研究 ”或 “作业 研究 ”。 由 于 运筹 学 涉及 的 主要 领域 是 管理 问 
题 ,人 研究 的 基本 手段 是 建立 数学 模型 ,并 比较 多 地 运用 各 种 数学 工具 。 从 这 点 出 发 ， 
有 人 将 运筹 学 称 作 “管理 数学 ”。1957 年 我 国 从 * 夫 运筹 肉 则 之 中 ,决胜 千里 之 外 ”( 见 
《史记 ， 高 祖 本 纪 》) 这 句 古 语 中 摘 取 “运筹 ”二 字 , 将 O. R. 正式 译作 运筹 学 ,包含 运用 筹 
划 ,以 策略 取胜 等 意义 ,比较 恰当 地 反映 了 这 门 学 科 的 性 质 和 内 涵 。 

朴素 的 运筹 学 思想 在 我 国 古 代 文 献 中 就 有 不 少 记 载 ,例如 齐 王 与 田 忌 赛马 和 丁 渭 主 
持 皇 宫 的 修复 等 事 。 齐 王 与 田 忌 赛马 说 的 是 一 次 齐 王 和 田 忌 赛马 ,规定 双方 各 出 上 、 中 、 
下 三 个 等 级 的 马 各 一 匹 。 如 果 按 同等 级 的 马 比 赛 , 齐 王 可 获 全 胜 , 但 田 忌 采取 的 策略 是 以 
下 马 对 齐 王 的 上 马 , 以 上 马 对 齐 王 的 中 马 , 以 中 马 对 齐 王 的 下 马 ,结果 田 尽 反 以 二 比 一 获 
胜 。 丁 渭 修复 皇宫 的 故事 发 生 在 北宋 时 代 , 旦 宫 因 火 焚 上 毁 , 由 丁 渭 主 持 修 复工 作 。 他 让 人 
在 宫 前 大 街 取 土 烧 砖 , 挖 成 大 沟 后 灌水 成 渠 , 利 用 水 渠 运 来 各 种 建筑 用 材料 ,工程 完毕 后 
再 以 废 砖 烂 瓦 等 填 沟 修复 大 街 , 做 到 减少 和 方便 运输 ,加 快 了 工程 进度 。 但 运筹 学 这 个 术 
语 的 正式 使 用 是 在 1938 年 ,当时 英国 为 解决 空 玲 的 早期 预警 ,做 好 反 侵 略 战争 准备 ,积极 
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进行 “雷达 ”的 研究 。 但 随 着 雷达 性 能 的 改善 和 配置 数量 的 增多 ,出 现 了 来 自 不 同 雷 达 站 
的 信息 以 及 雷达 站 同 整个 防空 作战 系统 的 协调 配合 问题 。1938 年 7 月 , 波 得 塞 
(Bawdsey) 雷 达 站 的 负责 人 罗 伊 人 (A.P. Rowe) 提 出 立即 进行 整个 防空 作战 系统 运行 的 研 
究 , 并 用 ”operational research ”一 词 作 为 这 方面 赋 究 的 描述 ,这 就 是 0.R. (运筹 学 ) 这 个 
术语 的 起 源 。1940 年 9 月 英国 成 立 了 由 物理 学 家 布 莱 列 特 (P. M. S. Blackett) 领导 的 第 
一 个 运筹 学 小 组 ,后 来 发 展 到 每 一 个 英 军 指挥 部 都 成 立 运筹 学 小 组 。1942 年 美国 和 加 拿 
大 也 都 相继 成 立 运筹 学 小 组 ,这 些小 组 在 确定 扩建 舰队 规模 、 开 展 反潜 艇 战 的 侦察 和 组 织 
有 效 地 对 敌 航 炸 等 方面 做 了 大 量 人 研究 ,为 取得 反 法 西 斯 战争 的 胜利 及 运筹 学 有 关 分 文 的 
建立 作出 了 贡献 。1939 年 苏联 学 者 康 托 洛 维 奇 (JI. B. KaaTropopHd) 出 版 了 《生产 组 织 与 
计划 中 的 数学 方法 ) 一 书 , 对 列宁 格 勒 胶合 板 厂 的 计划 任务 建立 了 一 个 线性 规划 的 模型 ， 
并 提出 三 解 乘 数 法 ”的 求解 方法 ,为 数学 与 管理 科学 的 结合 做 了 开创 性 的 工作 。 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,运筹 学 的 活动 扩展 到 工业 和 政府 等 部 门 , 它 的 发 展 大 致 可 分 三 
个 阶段 。 

(1) 从 1945 年 到 20 世纪 50 年 代 初 ,被 称 为 创建 阶段 。 此 阶段 的 特点 是 从 事 运 筹 学 
研究 的 人 数 不 多 ,范围 较 小 ,运筹 学 的 出 版 物 .学 会 等 窗 窗 无几 。 最 早 英 国 一 些 战 时 从 事 
运筹 学 研究 的 人 积极 讨论 如 何 将 运筹 学 方法 应 用 于 民用 部 门 ,于 1948 年 成 立 " 运 筹 学 俱 
乐 部 ”, 在 煤 训 .电力 等 部 门 推广 应 用 运筹 学 ,取得 一 些 进 展 。1948 年 美国 麻 省 理工 学 院 
把 运筹 学 作为 一 门 课程 来 进行 介绍 ,1950 年 英国 伯明翰 大 学 正式 开设 运筹 学 课程 ,1952 
年 在 美国 卡 斯 (Case) 工业 大 学 设立 了 运筹 学 的 硕士 和 博士 学 位 。 第 一 本 运筹 学 杂志 《 运 
筹 学 季刊 》(O. R. Quarterly)1950 年 于 英国 创刊 ,第 一 个 运筹 学 会 一 一 美国 运筹 学 会 于 
1952 年 成 立 , 并 于 同年 出 版 《运筹 学 学 报 》(Journal of ORSA )。1947 年 丹 齐 克 (G. B. 
Danzig) 在 研究 美国 空军 资源 的 优化 配置 时 提出 了 线性 规划 及 其 通用 解法 一 一 单纯 形 法 。 
20 世纪 50 年 代 初 用 电子 计算 机 求解 线性 规划 获得 成 功 ,1951 年 英 尔 斯 (P. M. Morse) 和 
金 博 尔 (G. EE. Kimball) 合 著 的 4 运筹 学 方法 》 一 书 正 式 出 版 。 所 有 这 些 , 标 志 着 运筹 学 这 
门 学 科 基 本 形成 。 

(2) 从 20 世纪 50 年 代 初 期 到 50 年 代 末 期 ,被 认为 是 运筹 学 的 成 长 阶段 。 此 阶段 的 
一 个 特点 是 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 使 得 运筹 学 中 一 些 方法 如 单纯 形 法 .动态 规划 方 
法 等 ,得 以 用 来 解决 实际 管理 系统 中 的 优化 问题 ,促进 了 运筹 学 的 推广 应 用 。50 年 代 末 ， 
美国 大 约 有 半数 的 大 公司 在 自己 的 经 营 管理 中 应 用 运筹 学 ,如 用 于 制订 生产 计划 ,进行 物 
资 储备 .资源 分 配 .设备 更 新 等 方面 的 决策 。 另 一 个 特点 是 有 更 多 刊物 .学 会 的 出 现 。 从 
1956 年 到 1959 年 就 有 法 国 、 印 度 、 日 本 、 答 兰 、 比 利 时 等 10 个 国家 成 立 运 筹 学 学 会 ,又 有 
6 种 运筹 学 刊物 问世 。1957 年 在 英国 牛津 大 学 召开 了 第 一 次 国际 运 宕 学 会 议 ,以 后 每 3 
年 举行 一 次 。1959 年 成 立国 际 运 筹 学 联合 会 (International Federation of Operations 
Research Societies, IFORS)., 

(3) 目 20 世纪 60 年 代 以 来 ,运筹 学 开始 普及 和 迅速 发 展 。 此 阶段 的 特点 是 运筹 学 
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进一步 细 分 为 各 个 分 文 ,专业 学 术 团 体 迅 速 增多 ,更 多 的 期 刊 创办 ,运筹 学 书籍 大 量 出 版 ， 
以 及 更 多 学 校 将 运筹 学 课程 纳入 教学 计划 之 中 。 第 三 代 电 子 数字 计算 机 的 出 现 , 促 使 运 
筹 学 得 以 用 来 研究 一 些 大 的 复杂 的 系统 ,如 城市 交通 、 环 境 污染 、 国 民 经 济 计划 等 。 

我 国 第 一 个 运筹 学 小 组 于 1956 年 在 中 国 科 学 院 力 学 研究 所 成 立 ,1958 年 建立 了 运 
筹 学 研究 室 。1960 年 在 山东 济南 召开 全 国 应 用 运筹 学 的 经 验 交 流 和 推广 会 议 ,1980 年 4 
月 成 立 中 国运 筹 学 学 会 。 在 农林 、 交 通 运输 、 建 筑 、 机 械 、 冶 金 、 石 油 化 工 、 水 利 、 邮 电 、 纺 织 
等 部 门 和 军事 领域 ,运筹 学 的 方法 已 开始 得 到 应 用 推广 。 除 中 国运 筹 学 学 会 外 ,中 国 系统 
工程 学 学 会 以 及 与 国民 经 济 各 部 门 有 关 的 专业 学 会 ,也 都 把 运筹 学 应 用 作为 重要 的 研究 
领域 。 我 国 各 高 等 院 校 , 特 别 是 各 经 济 管理 类 专业 已 普遍 把 运筹 学 作为 一 门 专业 主干 谍 
程 列 入 教学 计划 之 中 。 

由 于 运筹 学 在 提高 组 织 机 构 的 效率 方面 已 取得 显著 成 效 , 它 的 影响 还 在 继续 扩展 。 目 
前 国际 上 著名 的 运筹 学 刊物 有 : Management Science ,Operations Research, Interfaces， 
J ournal of Operational Research Society, European Journal of Operations Research 
等 ; 国内 刊登 运筹 学 研究 成 果 的 刊物 主要 有 :《 运 筹 学 学 报 兴 运筹 与 管理 兴 系 统 工 程 学 
报 兴 系统 工程 理论 与 实践 兴 系 统管 理学 报 兴 系统 工程 兴 数量 经 济 技术 经 济 研究 兴 中 国 管 
理科 学 》 等 。 


第 二 市 ”运筹 学 研究 的 基本 特征 与 基本 方法 


运筹 学 研究 的 基本 特征 是 : 系统 的 整体 观念 、 多 学 科 的 综合 以 及 模型 方法 的 应 用 。 

(1) 系统 的 整体 观念 。 所 谓 系 统 可 以 理解 为 是 由 相互 关联 、 相 互 制约 、 相 互 作用 的 一 
些 部 分 组 成 的 具有 茶 种 功能 的 有 机 整体 。 例 如 一 个 企业 的 经 营 管理 由 很 多 子 系统 组 成 ， 
包括 生产 .技术 .供应 、 销 售 、 财 务 等 ,各 子 系统 工作 的 好 坏 ,直接 影响 企业 经 营 管理 的 好 
坏 。 但 各 子 系统 的 目标 往往 不 一 致 ,生产 部 门 为 提高 劳动 生产 率 , 和 希望 增 大 产品 批量 ; 销 
售 部 门 为 满足 市 场 用 户 需求 ,要 求 产品 适销 对 路 ,小 批量 ,多 花色 品种 ; 财务 部 门 强调 减 
少 库存 ,加 速 资金 周转 ,以 降低 成 本 等 。 运 寿 学 研究 中 不 是 对 各 子 系统 的 决策 行为 扳 立 评 
价 ,而 把 有 关于 系统 相互 关联 的 决策 结合 起 来 考虑 ,把 相互 影响 和 制约 的 各 个 方面 作为 一 
个 统一 体 , 从 系统 整体 利益 出 发 ,寻找 一 个 优化 协调 的 方案 。 

(2) 多 学 科 的 综合 。 一 个 组 织 或 系统 的 有 效 管 理 涉及 很 多 方面 ,运筹 学 研究 中 吸收 
来 自 不 同 领域 .具有 不 同 经 验 和 技能 的 专家 。 由 于 专家 们 来 自 不 同 的 学 科 领 域 ,具有 不 同 
的 经 历 和 经 验 , 增 强 了 发 挥 小 组 集体 智慧 、 提 出 问题 和 解决 问题 的 能 力 。 这 种 多 学 科 的 协 
调配 合 在 研究 的 初期 ,在 分 析 和 确定 问题 的 主要 方面 ,在 选 定 和 探索 解决 问题 的 途径 时 ， 
显得 特别 重要 。 

(3) 模型 方法 的 应 用 。 在 各 门 学 科 的 人 研究 中 广泛 应 用 实验 的 方法 ,但 运 宕 学 人 研究 的 
系统 往往 不 能 搬 到 实验 室 中 , 蔡 代 方法 是 建立 问题 的 数学 模型 或 模拟 的 模型 。 应 当 指 出 ， 
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为 制定 决策 提供 科学 依据 是 运筹 学 应 用 的 核心 ,而 建立 模型 则 是 运筹 学 方法 的 精髓 。 学 
习 运 每 学 要 掌握 的 最 重要 技巧 就 是 提高 运筹 学 数学 模型 的 表达 .运算 和 分 析 能 力 。 

任何 一 门 学 科 从 研究 范畴 上 大 致 都 可 分 为 以 下 四 个 方面 : 从 观察 现象 所 得 到 的 结果 
和 进行 这 种 观察 所 需要 的 特殊 方法 ; 理论 或 模型 的 建立 ; 将 理论 与 观察 相 结合 ,并 从 结 
果 得 到 预测 ; 将 这 些 预测 同 新 的 观察 相 比 较 , 并 加 以 证 实 。 运 筹 学 也 不 例外 ,围绕 着 模型 
的 建立 \ 修 正 与 实施 ,对 上 述 四 个 方面 的 研究 可 划分 为 以 下 步骤 。 


一 、 分 析 表 述 问题 及 收集 数据 


任何 决策 问题 进行 定量 分 析 前 ,首先 必须 认真 地 进行 定性 分 析 。 一 是 要 确定 决策 目 
标 , 明 确 主要 要 决策 什么 ,选取 上 述 决 策 时 的 有 效 性 度量 ,以 及 在 对 方案 比较 时 这 些 度 量 
的 权衡 ; 二 是 要 辨认 哪些 是 决策 中 的 关键 因素 ,在 选取 这 些 关键 因素 时 存在 哪些 资源 或 
环境 的 限制 。 分 析 时 往往 先 提出 一 个 初步 的 目标 ,通过 对 系统 中 各 种 因素 和 相互 关系 的 
研究 ,使 这 个 目标 进一步 明确 化 。 此 外 还 需要 同 有 关 人 员 ,特别 是 决策 的 关键 人 员 深 入 讨 
论 , 明 确 有 关 研 究 问 题 的 过 去 与 未 来 ,问题 的 边界 、 环 境 以 及 包含 这 个 问题 在 内 的 更 大 系 
统 的 有 关 情 况 , 以 便 在 对 问题 的 表述 中 明确 要 不 要 把 整个 问题 分 成 若干 较 小 的 子 问题 。 
在 上 述 分 析 基 础 上 ,可 以 列 出 表述 问题 的 各 种 基本 要 素 , 包 括 哪些 是 可 控 的 决策 变量 , 哪 
些 是 不 可 控 的 变量 ,确定 限制 变量 取 值 的 各 种 工艺 技术 条 件 , 确 定 优化 和 方案 改进 的 目 
标 。 通 常 为 了 更 确切 地 分 析 和 表述 问题 ,运筹 学 研究 小 组 需 花 大 量 时 间 收 集 相 关 数 据 。 
这 些 数 据 既 用 于 获得 对 问题 的 更 充分 理解 ,同时 也 为 下 阶段 建立 模型 提供 所 需 的 输入 。 
二 、 建 立 模型 

模型 是 对 现实 世界 的 事物 .现象 .过 程 和 系统 的 简化 描述 ,或 其 部 分 属性 的 模仿 ,是 对 
实际 问题 的 抽象 概括 和 严格 的 逻辑 表达 。 模 型 表达 了 问题 中 可 控 的 决策 变量 、 不 可 控 变 
量 、 工 艺 技术 条 件 及 目标 有 效 度 量 之 间 的 相互 关系 。 模 型 的 正确 建立 是 运筹 学 研究 中 的 
关键 一 步 , 对 模型 的 研制 是 一 项 艺术 , 它 是 将 实际 问题 经验、 科学 方法 三 者 有 机 结合 的 创 
造 性 的 工作 。 建 立 模型 的 好 处 ,一 是 使 问题 的 描述 高 度 规范 化 ,掌握 其 本 质 规律 。 如 在 管 
理 中 ,对 人 力 .设备 .材料 .资金 的 利用 安排 都 可 以 归纳 为 所 谓 资源 的 分 配 利用 问题 ,可 建 
立 起 一 个 统一 的 规划 模型 ,而 对 规划 模型 的 研究 代替 了 对 一 个 个 具体 问题 的 分 析 研究 。 
二 是 建立 模型 后 ,可 以 通过 输入 各 种 数据 资料 ,分 析 各 种 因素 同系 统 整体 目标 之 间 的 因果 
关系 ,从 而 确立 一 套 逻 辑 的 分 析 问 题 的 程序 方法 。 三 是 建立 系统 的 模型 ,为 应 用 电子 计算 
机 来 解决 实际 问题 架设 起 桥梁 。 建 立 模型 时 既 要 尽 可 能 包含 系统 的 各 种 信息 资料 , 又 要 
抓 住 本 质 的 因素 。 一 般 建 模 时 应 尽 可 能 选择 建立 数学 模型 , 即 用 数学 语言 描述 的 一 类 模 
型 。 但 有 时 间 题 中 的 各 种 关系 难以 用 数学 语言 描绘 ,或 问题 中 包含 的 随机 因素 较 多 ,也 可 
以 建立 起 一 个 模拟 的 模型 ,即将 问题 的 因素 .目标 及 运行 时 的 关系 用 逻辑 框图 的 形式 表示 
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三 、 求 解 模型 和 优化 方案 


即 用 数学 方法 或 其 他 工具 (如 编写 计算 机 程序 ) 对 模型 求解 。 根 据 问题 的 要 求 , 可 分 
别 求 出 最 优 解 ,次 优 解 或 满意 解 ; 依据 对 解 的 精度 的 要 求 及 算法 上 实现 的 可 能 性 ,又 可 区 
分 为 精确 解 和 近似 解 等 。 近 年 来 出 现 的 启发 式 算 法 和 一 些 软 计算 方法 为 一 些 结构 复杂 的 
运筹 学 模型 的 求解 提供 了 有 力 的 工具 。 

四 、 测 试 模 型 及 对 模型 进行 必要 的 修正 

将 实际 问题 的 数据 资料 代入 模型 , 找 出 精确 的 或 近似 的 解 , 这 解 毕竟 是 模型 的 解 。 为 
了 检验 得 到 的 解 是 否 正确 , 常 采 用 回溯 的 方法 ,即将 历史 的 资料 输入 模型 ,研究 得 到 的 解 
与 历史 实际 的 符合 程度 ,以 判断 模型 是 否 正 确 。 当 发 现 有 较 大 误差 时 ,要 将 实际 问题 同 模 
型 重新 对 比 , 检 查实 际 问 题 中 的 重要 因素 在 模型 中 是 否 已 考虑 ,检查 模型 中 各 公式 的 表达 
是 否 前 后 一 致 。 当 输入 发 生 微小 变化 时 ,检验 输出 变化 的 相对 大 小 是 否 合适 , 当 模 型 中 各 
参数 取 极 值 时 ,检验 问题 的 解 ,还 要 检查 模型 是 否 容易 求解 ,并 在 规定 时 间 内 算出 所 需 的 
结果 等 ,以便 发 现 问题 ,对 已 构建 的 模型 进行 修正 。 


五 、 建 立 对 解 的 有 效 探 制 


任何 模型 都 有 一 定 的 适用 范围 ,模型 的 解 是 否 有 效 , 要 首先 注意 模型 是 否 继 续 有 效 ， 
并 依据 灵敏 度 分 析 的 方法 ,确定 最 优 解 保持 稳定 时 的 参数 变化 范围 。 一 旦 外 界 条 件 参 数 
变化 超出 这 个 范围 时 ,及 时 对 模型 和 导出 的 解 进行 修正 。 
六 、 方 案 的 实施 

方案 实施 是 很 关键 的 一 步 ,但 也 是 很 困难 的 一 步 。 只 有 实施 方案 后 ,人 研究 成 果 才 能 有 
收获 。 这 一 步 要 求 明 确 : 方案 由 谁 实施 ,什么 时 间 实 施 , 如 何 实施 ,要 求 估 计 实 施 过 程 可 
能 过 到 的 阻力 ,并 为 此 制定 相应 的 殉 服 困难 的 措施 。 

上 述 步 又 往往 需要 交叉 反复 进行 。 因 此 在 运筹 学 的 研究 中 , 除 对 系统 进行 定性 分 析 
和 收集 必要 的 资料 外 ,一 项 主要 工作 是 努力 建立 一 个 用 以 描述 现实 世界 复杂 问题 的 数学 
模型 。 这 个 模型 是 近似 的 , 它 既 精确 到 足以 反映 问题 的 本 质 , 又 粗略 到 能 够 求 出 数量 上 的 
解 。 本 书 中 介绍 的 各 类 模型 的 例子 都 是 大 大 简化 了 的 ,只 能 用 于 帮助 对 各 类 模型 的 理解 。 
右 要 较 深刻 领会 各 类 模型 的 建 模 过 程 ,必须 通过 对 实际 问题 的 研究 分 析 以 及 阅读 应 用 运 
筹 学 的 成 功 案例 ,才能 擎 握 运 筹 学 研究 问题 的 科学 方法 和 艺术 。 


第 三 万 ”运筹 学 主要 分 支 简 介 


运筹 学 按 所 解决 问题 性 质 的 差别 ,将 实际 的 问题 归结 为 不 同类 型 的 数学 模型 。 这 些 
不 同类 型 的 数学 模型 构成 了 运 短 学 的 各 个 分 文 。 


A 
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一 、 线 性 规划 (linear programming ) 


经 营 管 理 中 如 何 有 效 地 利用 现 有 人 力 、 物 力 完 成 更 多 的 任务 ,或 在 预定 的 任务 目标 
下 ,如 何 耗 用 最 少 的 人 力 、 物 力 去 实现 目标 。 这 类 统筹 规划 的 问题 用 数学 语言 表达 , 先 根 
据 问题 要 达到 的 目标 选取 适当 的 变量 ,问题 的 目标 通过 用 变量 的 隐 数 形式 表示 ( 称 为 目标 
函数 ) ,对 问题 的 限制 条 件 用 有 关 变 量 的 等 式 或 不 等 式 表 达 ( 称 为 约束 条 件 )。 当 变量 连续 
取 值 , 且 目 标 畏 数 和 约束 条 件 均 为 线性 时 , 称 这 类 模型 为 线性 规划 的 模型 。 线 性 规划 建 模 
相对 简单 ,有 通用 算法 和 计算 机 软件 ,是 运筹 学 中 应 用 最 为 广泛 的 一 个 分 文 。 有 些 规 划 问 
题 的 目标 晒 数 是 非 线性 的 ,但 往往 可 以 采用 分 段 线性 化 等 方法 ,转化 为 线性 规划 问题 。 


二 、 非 线性 规划 (nonlinear programming) 


如 线性 规划 模型 中 目标 函数 或 约束 条 件 不 全 是 线性 的 ,对 这 类 模型 的 研究 构成 非 线 
性 规划 分 文 。 由 于 大 多 数 工 程 物理 量 的 表达 式 是 非 线性 的 ,因此 非 线性 规划 在 各 类 工程 
的 优化 设计 中 得 到 较 多 应 用 , 它 是 优化 设计 的 有 力 工 具 。 


三 、 整 数 规划 (integer programming ) 


上 述 两 类 模型 中 变量 的 取 值 必须 为 整数 时 ,分 别 构成 线性 整数 规划 或 非 线 性 整数 规 
划 模 型 。 整 数 规划 中 有 一 类 变量 取 值 只 能 为 0 或 1, 称 0-1 整数 规划 模型 , 它 对 应 方案 的 
“ 舍 " 或 “ 取 ”, 对 问题 的 建 模 起 到 了 特殊 作用 。 


、 目 标 规 划 (goal programming) 


上 面 三 类 规划 模型 中 , 均 为 在 满足 一 组 约束 条 件 下 追求 单一 目标 的 优化 。 实 际 问题 
中 往往 需要 对 多 个 目标 进行 优化 , 且 这 些 目 标 间 既 在 优化 方向 上 存在 矛盾 ,又 缺乏 公 度 
性 ,无 法 综合 成 统一 目标 ,因而 导致 了 目标 规划 分 文 的 诞生 。 


五 、 动 态 规划 (dynamic programmineg) 


动态 规划 是 研究 多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 运筹 学 分 文 。 有 些 经 营 管 理 活 动 由 一 系列 
相互 关联 的 阶段 组 成 ,在 每 个 阶段 依次 进行 决策 ,而 且 上 一 阶段 的 输出 状态 就 是 下 一 阶段 
的 输入 状态 , 且 各 阶段 决策 之 间 互 相关 联 , 因 而 构成 一 个 多 阶段 的 决策 过 程 。 动 态 规划 人 研 
究 多 阶段 决策 过 程 的 总 体 优 化 , 即 从 系统 总 体 出 发 ,要求 各 阶段 决策 所 构成 的 决策 序列 使 
目标 晒 数 值 达 到 最 优 。 
六 、 图 论 与 网 络 分 析 (graph theory and network analysis) 

生产 管理 中 经 稼 遇 到 工序 间 的 合理 衔接 搭配 问题 ,设计 中 经 党 遇 到 研究 各 种 管道 、 线 
路 的 通过 能 力 ,以 及 仓库 .附属 设施 的 布局 等 问题 。 运 筹 学 中 把 一 些 研究 的 对 象 用 节点 表 
示 , 对 象 之 间 的 联系 用 连 线 ( 边 ) 表 示 , 点 、 边 的 集合 构成 图 。 图 论 是 研究 由 节点 和 边 所 组 


结论 


成 图 形 的 数学 理论 和 方法 。 图 是 网 络 分 析 的 基础 ,根据 研究 的 具体 网 络 对 象 ( 如 铁路 网 、 
电力 网 .通信 网 等 ) ,赋予 图 中 各 边 某 个 具体 的 参数 ,如 时 间 流量 .费用 .距离 等 ,规定 图 中 
各 节点 代表 具体 网 络 中 任何 一 种 流动 的 起 点 .中 转 点 或 终点 ,然后 利用 图 论 方法 来 研究 各 
类 网 络 结 构 和 流量 的 优化 分 析 。 网 络 分 析 还 包括 利用 网 络 图 形 来 描述 一 项 工程 中 各 项 作 
业 的 进度 和 结构 关系 ,以 便 对 工程 进度 进行 优化 控制 。 

七 、 存 储 论 (inventory theory) 

一 种 人 研究 最 优 存储 策略 的 理论 和 方法 。 如 为 了 保证 企业 生产 的 正常 进行 ,需要 有 一 
定数 量 原材料 和 零 部 件 的 储备 ,以 调节 供需 之 间 的 不 平衡 。 实 际 问题 中 , 震 求 量 可 以 是 篆 
数 , 也 可 以 是 服从 某 一 分 布 的 随机 变量 。 每 次 订货 需 一 定 费 用 ,提出 订货 后 ,货物 可 以 一 
次 到 达 , 也 可 能 分 批 到 达 。 从 提出 订货 到 货物 的 到 达 可 能 是 即时 的 ,也 可 能 需要 一 个 周期 
(订货 提前 期 )。 某 些 情 况 下 人 允许 缺 货 ,有 些 情况 不 允许 缺 货 。 存 储 策略 研究 在 不 同 需 求 、 
供 货 及 到 达 方 式 等 情况 下 ,确定 在 什么 时 间 点 及 一 次 提出 多 大 批量 的 订货 ,使 用 于 订购 、 
储存 和 可 能 发 生 短 缺 的 费用 的 总 和 为 最 少 。 


八 、 排 队 论 Cqueueing theory or waiting line) 


生产 和 生活 中 存在 大 量 有 形 与 无 形 的 拥挤 和 排队 现象 。 排 队 系统 由 服务 机 构 ( 服 务 
员 ) 及 被 服务 的 对 象 (顾客 ) 组 成 。 一 般 顾 客 的 到 达 及 服务 员 用 于 对 每 名 顾客 的 服务 时 间 
是 随机 的 ,服务 员 可 以 是 一 个 或 多 个 ,多 个 情况 下 又 分 平行 或 串联 排列 。 排 队 按 一 定 规则 
进行 ,一般 按 到 达 顺 序 先 到 先 服务 ,但 也 有 享受 优先 服务 权 的 。 按 系统 中 顾客 容量 ,可 分 
为 等 等 制 、 损 失 制 混合 制 等 。 排 队 论 人 研究 顾客 不 同 输入 、 各 类 服务 时 间 的 分 布 、 不 同 服务 
员 数 及 不 同 排队 规则 情况 下 ,排队 系统 的 工作 性 能 和 状态 ,为 设计 新 的 排队 系统 及 改进 现 
有 系统 的 性 能 提供 数量 依据 。 


九 、 对 策 论 (game theory) 


对 策 论 用 于 人 研究 具有 对 抗 局 势 的 模型 。 在 这 类 模型 中 ,参与 对 抗 的 各 方 称 为 局 中 人 ， 
每 个 局 中 人 均 有 一 组 策略 可 供 选 择 , 当 各 局 中 人 分 别 采 取 不 同 策略 时 ,对 应 一 个 收益 或 需 
要 支付 的 卫 数 。 在 社会 ,经 济 、 管 理 等 与 人 类 活动 有 关 的 系统 中 ,各 局 中 人 都 按 各 目的 利 
益 和 知识 进行 对 策 , 每 个 人 都 力求 扩大 自己 的 利益 ,但 又 无 法 精确 预测 其 他 局 中 人 的 行 
为 ,无 法 取得 必要 的 信息 ,他 们 之 间 还 可 能 玩弄 花招 ,制造 假象 。 对 策 论 为 局 中 人 在 这 种 
高 度 不 确定 和 充满 殉 争 的 环境 中 ,提供 一 套 完整 的 、 定 量化 和 程序 化 的 选择 策略 的 理论 与 
方法 。 对 策 论 已 应 用 于 商品 、 消 费 者 、 生 产 者 之 间 的 供求 平衡 分 析 , 利 益 集 团 间 的 协商 和 
谈判 ,以 及 军事 上 各 种 作战 模型 的 研究 等 。 


十 、 决 策 论 (decision theory) 
决策 是 指 为 最 优 地 达到 目标 ,依据 一 定 准则 ,对 硅 干 备 选 行动 的 方案 进行 的 抉择 。 随 
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着 科学 技术 的 发 展 ,生产 规模 和 人 类 社会 活动 的 扩大 ,要 求 用 科学 的 决策 替代 经 验 决 策 。 
即 实行 科学 的 决策 程序 ,采用 科学 的 决策 技术 和 具有 科学 的 思维 方法 。 决 策 过 程 一 般 是 
指 : 形成 决策 问题 ,包括 提出 方案 ,确定 目标 及 效果 的 度量 ; 确定 各 方案 对 应 的 结局 及 出 
现 的 概率 ; 确定 决策 者 对 不 同 结 局 的 效用 值 ; 综合 评价 ,决定 方案 的 取舍 。 决 策 论 是 对 
整个 决策 过 程 中 涉及 方案 目标 选取 、 度 量 、 概 率 值 确定 效用 值 计算 ,一 直到 最 优 方案 和 策 
略 选取 的 有 关 科 学 理论 。 


第 四 节 ”运筹 学 与 管理 科学 


一 般 认 为 运筹 学 诞生 的 3 个 来 源 是 军事 、 管 理 和 经 济 , 但 其 中 管理 是 运筹 学 孕育 的 主 
要 土壤 ,因为 基于 军事 和 经 济 研 究 中 产生 的 运筹 学 方法 或 分 文 最 终 痢 移植 到 管理 中 应 用 
和 发 展 。 管 理 是 从 生产 出 现 分 工 开 始 就 有 的 ,但 管理 作为 一 门 科学 则 开始 于 20 世纪 初 。 
随 厦 生产 规模 的 日 益 扩 大 和 分 工 的 越 来 越 细 , 要 求生 产 组 织 高 度 的 合理 性 、 高 度 的 计划 性 
和 高 度 的 经 济 性 ,促使 人 们 不 仅 研 究 生 产 的 各 个 部 门 ,而 且 要 人 研究 它们 相互 之 间 的 联系 ， 
要 当 作 一 个 整体 研究 ,追求 整体 的 效率 和 效益 ,这 正 是 运筹 学 研究 的 基础 和 目标 。 

运筹 学 的 诞生 既是 管理 科学 发 展 的 需要 ,也 是 管理 科学 人 研究 深化 的 标志 。 运 筹 学 的 
一 些 分 文 , 如 规划 论 .排队 论 .存储 论 . 对 策 论 等 ,无 不 同 管理 的 发 展 具 有 密切 联系 。 管 理 
科学 研究 .总结 经 济 管理 的 规律 ,这 是 运筹 学 研究 提出 问题 和 对 问题 进行 定性 分 析 的 依据 
和 基础 。 但 运筹 学 又 在 对 问题 进一步 分 析 的 基础 上 找 出 各 种 因素 之 间 的 数量 上 的 联系 ， 
并 对 问题 通过 建 模 和 求解 ,使 人 们 对 管理 问题 的 规律 性 认识 进一步 深化 。 例 如 管理 中 有 
关 库 存 问题 的 讨论 ,对 最 高 和 最 低 控制 限 的 存储 方法 ,过 去 只 从 定性 上 进行 描述 ,而 运筹 
学 则 进一步 研究 了 在 各 种 不 同 需求 情况 下 最 高 与 最 低 控制 限 的 具体 数值 。 再 如 经 验 告诉 
我 们 ,从 事 相 同 服务 工作 的 人 ,如 果 协 调 合 作 , 可 以 提高 效率 ,减少 被 服务 对 象 的 等 待 。 运 
筹 学 的 排队 论 分 文中 ,用 具体 例子 说 明 ,3 个 人 联合 看 管 20 台 机 如 ,不 仅 数量 上 多 于 3 个 
人 每 人 分 别 看 管 6 台 机 器 ,提高 了 工作 效率 ,而 且 还 缩短 了 机 器 的 平均 等 得 时 间 , 从 理论 
上 论证 了 系统 整体 的 涌现 性 原理 。 又 如 计划 的 编制 ,过 去 习惯 采用 的 甘 特 图 , 它 只 是 反映 
了 各 道 工 序 的 起 止 时 间 ,反映 不 出 相互 之 间 的 联系 和 制约 。 运 筹 学 中 通过 编制 网 络 计划 ， 
从 系统 的 观点 揭示 了 这 种 工序 间 的 联系 和 制约 ,为 计划 的 调整 优化 提供 了 科学 的 依据 。 
运筹 学 中 的 对 策 论 及 纳什 均衡 理论 , 则 是 管理 学 中 激励 与 约束 机 制 的 基础 。 

运筹 学 在 管理 人 才 的 培养 中 占有 十 分 重要 的 地 位 。 首 先 , 它 有 助 于 训练 管理 人 员 的 
逻辑 思维 能 力 ,运筹 学 研究 问题 的 6 个 步骤 将 锻炼 观察 问题 和 归纳 问题 的 能 力 ,辨别 问题 
中 的 可 控 因 素 和 非 可 控 因 素 , 弄 清 问 题 的 要 素 结 构 及 其 相互 联系 ,确定 分 析 问 题 需 获 取 的 
资料 数据 以 及 怎样 获取 ,如 何 使 建立 的 模型 既 接 近 实 际 , 又 尽 可 能 简化 等 。 其 次 ,应 用 运 
筹 学 对 实际 问题 的 求解 分 析 将 有 助 于 培养 管理 人 员 对 问题 的 直觉 洞察 和 全 局 分 析 能 力 ， 
当面 对 一 个 问题 时 能 很 快 对 该 问题 作出 一 个 大 概 的 判断 ,以 致 预见 到 问题 的 可 能 结局 。 


绪论 个 


以 上 两 方面 能 力 对 管理 人 员 素 质 和 分 析 能 力 的 提高 是 至 关 重 要 的 。 

运筹 学 的 研究 应 用 已 经 给 企业 和 国民 经 济 各 部 门 惠 来 了 巨大 的 财富 节约 。 由 国际 运 
筹 学 联合 会 和 美国 运筹 学 (管理 科学 ) 学 会 联合 主办 的 Interfaces 杂志 主要 用 于 刊登 运筹 
学 的 应 用 成 果 , 由 国际 运筹 学 联合 会 每 年 在 世界 范围 内 评选 出 6 篇 最 优秀 的 运筹 学 (管理 
科学 ) 应 用 成 果 ,授予 弗 兰 获 ，。 厄 德 曼 (Franz Edelman) 奖 ,并 刊登 于 该 杂志 每 年 的 首 期 
(1 一 2 月 号 ) 上。 在 Frederick S. Hiller 等 先后 编写 的 Introduction to Operations Research 
第 8、9、10 版 中 分 别 列 出 了 部 分 获奖 成 果 的 概况 以 及 带 来 的 效益 ,下 面 摘 录 一 小 部 分 ,如 
表 0-1 所 示 , 有 兴趣 的 读者 可 按 发 表 年 份 从 该 年 度 的 Interfaces 杂志 上 查找 全 文 。 


表 0-1 


组 织 成 果 概 况 发 表 年 份 | 效益 /( 亿 美元 /年 ) 


联合 航空 公司 对 机 场 和 后 备 部 门 职员 的 工作 计划 安排 0. 06 


: 品 供应 、 、 
0 rn 分 配 、 销 售 的 整体 a 


旧金山 警 署 应 用 计算 机 系统 实现 巡警 值班 与 调度 的 优化 0.11 
Texaco 公司 满足 质量 和 销售 需要 汽油 产品 的 优化 调和 0.3 
美国 电报 电话 公司 | 商用 客户 营业 中 心 的 优化 选 址 4. 06 
中 网 | 终 其 人 i 
my A ee 
> 设计 一 个 票 价 结构 ` 订 票 和 协调 航班 的 系统 | ， a 
ee 为 满足 国家 未 来 能 源 需 求 的 发 电 、 交 通 、 采 | oor 2 
煤 等 大 型 项 目的 优选 及 投产 安排 
_ 供应 商工 厂 、 分 销 中心 、 潜 在 厂址 和 市 场 区 
设备 公司 1995 8.0 
数字 设备 公司 。 | 域 的 全 球 供应 链 重 构 5 
重新 设计 北美 的 生产 和 分 销 系 统 以 降低 成 
宝 清 公 巨 1997 2. 
A 本 和 加 速 市 场 进 入 7 
西屋 公司 对 研究 和 发 展 项 目的 评价 未 估算 
联邦 快递 物流 计划 与 运送 投递 未 估算 
太平 洋 木材 公司 ”| 森林 的 长 期 生态 管理 2. 98 
西 尔 斯 安排 内 部 服务 和 货物 运送 的 车 辆 和 路 线 0. 42 
_ | 重新 建立 全 球 供应 链 , 当 库 存 最 少时 快速 响 
司 际 1 N= aoe 2000 一 年 7.5 
国际 商用 机 械 公司 | 损 安 雪 求 第 一 年 
新 西 兰 航空 公司 ”| 航空 公司 机 组 的 安排 0. 067 
i 人 yi 在 级 的 定 壮 全 辟 
et ce 
三 星 电子 提出 减少 生产 时 间 和 库存 水 平 的 方法 大 于 2.0 
大 陆 航空 公司 飞行 计划 受 干扰 时 重新 优化 分 配 机 组 人 员 0.9 


标致 雪铁龙 指导 高 效率 汽车 装配 厂 的 设计 过 程 1. 30 


续 表 
加 拿 大 太平 洋 铁路 
废品 管理 公司 建立 一 个 上 和 收 人 与 处理 的 日 这 管理 系 1.0 
通用 汽车 0.9 


大 陆 航 空 公司 航班 计划 打 乱 时 乘务 人 员 的 重新 安排 0.4 


通过 沿海 管道 的 改造 极 大 化 天 然 气 的 输送 


挪威 公司 能 力 2009 1.4 
荷兰 铁路 铁路 网 络 的 优化 运营 1. 05 


ae 加 中 西部 
13 个 ， 1 2012 7.0 


马克 思 曾 经 说 过 ” ee 用 数学 时 , 才 算 达到 了 完善 的 地 步 *”。 中 国 
国家 自然 科学 基金 委 管理 学 部 指出 ,数学 .经济 学 .行为 科学 是 管理 科学 发 展 的 三 大 基础 
学 科 。 运 筹 学 应 是 数学 这 > 个 学 科 中 同 管理 联系 最 紧密 的 部 分 。 随 着 科学 技术 的 进步 , 特 
别 是 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 数 学 已 迅速 渗透 到 各 门 学 科 之 中 。 在 管理 科学 的 发 展 
中 ,同样 感受 到 应 用 数学 的 重要 性 。 但 必须 认识 到 ,一 方面 ,管理 同 社会 经 济 紧 密 相 连 , 它 
所 涉及 的 是 物质 运动 的 最 高 形式 ,并 且 有 人 的 参与 ,要 建立 数学 模型 ,用 数学 的 语言 描绘 
(包括 对 人 的 行为 的 描述 ) ,不 仅 有 赖 于 进一步 认识 和 揭示 管理 的 过 程 和 规律 ,而 且 需 要 其 
他 学 科 的 发 展 。 在 前 面 表 中 列 出 的 运筹 学 应 用 的 获奖 成 果 , 实 际 上 运筹 学 与 其 他 学 科 的 
交叉 ,是 运筹 学 同 统计 、 预 测 等 模型 的 集成 ,是 围绕 应 用 建立 的 决策 支持 系统 的 综合 成 果 。 
另 一 方面 ,运筹 学 作为 经 济 .管理 同 数学 密切 结合 的 一 门 学 科 , 它 的 诞生 还 不 到 80 年 , 尚 
属 一 门 年 轻 学 科 , 现 有 的 分 支 、 理 论 和 方法 还 远 远 满足 不 了 描述 复杂 的 管理 运动 过 程 和 规 
律 的 需要 。 但 有 一 点 是 明确 的 ,运筹 学 是 在 研究 和 解决 实际 管理 问题 中 发 展 起 来 的 ,而 管 
理科 学 的 发 展 又 必 将 为 运筹 学 的 进一步 发 展开 辟 广 阔 的 领域 。 


第 五 节 运筹 学 应 用 软件 简介 


运筹 学 应 用 软件 的 开发 是 同 运 筹 学 的 发 展 紧密 相连 的 。 因 为 即使 是 一 个 只 含 几 十 个 
到 上 百 个 变量 的 线性 规划 模型 ,通过 手工 求解 十 分 繁杂 甚至 不 可 能 。 而 实际 问题 的 数学 
模型 要 远 远 复杂 得 多 ,变量 个 数 甚至 多 达 几 十 万 个 、 上 百 万 个 ,因此 必须 借助 计算 机 软件 
进行 求解 。 

目前 ,国内 教学 中 常用 的 求解 运筹 学 模型 的 软件 主要 有 LINDO、LINGO、WinQSB 
和 MATLAB 等 。 我 们 在 本 书 附录 A 的 拓展 资源 中 分 别 进行 介绍 。 


HAPTER 1 
种 一 章 
线性 规划 及 单纯 形 法 


第 一 记 ” 线 性 规划 问题 及 其 数学 模型 


一 、 问 题 的 提出 


在 生产 和 经 营 等 管理 工作 中 ,需要 经 稼 进 行 计 划 或 规划 。 虽 然 各 行 各 业 计 划 和 规划 
的 内 容 千差万别 ,但 其 共同 点 均 可 归结 为 : 在 现 有 各 项 资源 条 件 的 限制 下 ,如 何 确定 方 
案 , 使 预期 目标 达到 最 优 ; 或 为 了 达到 预期 目标 ,确定 使 资源 消耗 为 最 少 的 方案 。 

例 1 美佳 公司 计划 制造 、[ 两 种 家 电 产 品 。 已 知 各 制造 一 件 时 分 别 占 用 的 设备 
人 A\ 设 备 B 的 台 时 、 调 试 工 序 时 间 及 每 天 可 用 于 这 两 种 家 电 的 能 力 、 各 售 出 一 件 时 的 获 利 
情况 ,如 表 1-1 所 示 。 问 该 公司 应 制造 两 种 家 电 各 多 少 件 ,使 获取 的 利润 为 最 大 。 


表 1-1 
每 天 可 用 能 力 
设备 A/h = = 15 
有 B/h 6 2 24 
利 油 元- ?| 1 | 


例 2 捷 运 公司 在 下 一 年 度 的 1 一 4 月 的 4 个 月 内 拟 租用 仓库 堆放 物资 。 已 知 各 月 
份 所 需 仓 库 面 积 列 于 表 1-2。 仓 库 租借 费用 随 合 同期 而 定 , 期 限 越 长 ,折扣 越 大 ,具体 数 
字 见 表 1-3。 租 借 仓 库 的 合同 每 月 初 都 可 办 理 , 每 份 合同 具体 规定 租用 面积 和 期 限 。 因 
此 该 三 可 根据 需要 ,在 任何 一 个 月 初 办 理 租 仿 合 同 。 每 次 办 理 时 可 签 一 份 合 同 ,也 可 签 乔 
干 份 租 用 面积 和 租借 期 限 不 同 的 合同 , 试 确定 该 公司 签订 租借 合同 的 最 优 决 策 , 目 的 是 使 
所 付 租借 费用 最 小 。 


表 1-2 100m? 
月 份 ] 2 3 4 
所 需 仓 库 面 积 15 10 20 12 
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表 1-3 元 /100mz 
合同 租借 期 限 1 个 月 2 个 月 3 个 月 4 个 月 
合同 期 内 的 租 费 2 800 4 500 6 000 7 300 


二 、 线 性 规划 问题 的 数学 模型 


用 数学 语言 对 例 1 和 例 2 进行 描述 。 

例 1 中 先 用 变量 zk 和 zx; 分 别 表示 美佳 公司 制造 家 电工 和 家 电 开 的 数量 。 这 时 该 公 
司 可 获取 的 利润 为 (2zi 十 zz) 元 , 令 一 27 十 zz， 因 问题 中 要 求 获取 的 利润 为 最 大 , 即 
max xz。 又 zz 是 该 公司 能 获取 的 利润 的 日 标 值 , 它 是 变量 zi ,zz 的 图 数 , 称 为 目标 晒 数 。 
XT1,X2 的 取 值 受到 设备 A、B 和 调试 工序 能 力 的 限制 ,用 于 描述 限制 条 件 的 数学 表达 式 称 
为 约束 条 件 。 由 此 例 1 的 数学 模型 可 表 为 


目标 晒 数 ax 一 2X1 十 并? 
bxs ST. 15 (1.1a) 
6Xx1 十 2x2 二 24 (1.1b) 

约束 条 件 : 殉 2 
二 十 Ti (1. le) 
Ts 23 之 0 (1. 1d) 


模型 中 式 (1. 1a) 和 式 (1. 1b) 分 别 表示 家 电工 、 呈 的 制造 件数 受 设备 A、B 的 能 力 限 
制 , 式 (1. 1c) 表 示 受 调试 工序 能 力 的 限制 ; 式 (1. 1d) 称 为 变量 的 非 负 约束 ,表明 家 电工 、 
制造 数量 不 可 能 为 负 值 。 符 号 s. t. (subject to 的 缩写 ) 表 示 “ 约 束 于 ”。 

例 2 中 车 用 变量 zj 表示 捷 运 公司 在 第 i(i 二 1,…,4) 个 月 初 签 订 的 租借 期 为 j(j = 
1,… ,4) 个 月 的 仓库 面积 的 合同 (单位 为 100m*)。 因 5 月 份 起 该 公司 不 需要 租借 仓库 , 故 
X24，T33，T34，T42，T43，T44 均 为 零 。 该 公司 希望 总 的 租借 费用 为 最 小 , 则 有 如 下 数学 模型 . 

目标 肾 数 minz = 二 2800(Czil 十 zz 十 zs 十 zi) 十 4500(Cziz 十 Xzz 十 X32) 十 

6 O000(Zz1 十 Tz3) 十 7 300xw 
2 a i 
yh a 2 ee 7 ee i 
约束 条 件 s.t.-<ZXxis 十 Xu 十 Xzz 十 Xz 十 Xai 十 Tx3z 宇 20 
Xu4 十 Xz 十 X32 十 Xn 之 12 
Tj 宇 0 (i = 1,…,4; j= 1,.…,4) 

这 个 模型 中 的 约束 条 件 分 别 表示 当月 初 签订 的 租借 合同 的 面积 加 上 该 月 前 签订 的 未 
到 期 的 合同 的 租 伟 面积 总 和 ,应 不 少 于 该 月 所 需 的 仓库 面积 。( 注 : 本 例 的 最 优 解 为 
X11 二 3,X31 二 8,Xu 二 12, 其 他 变量 取 值 均 为 零 ,z* = 二 118 400) 

上 述 两 个 例子 表明 ,规划 问题 的 数学 模型 由 三 个 要 素 组 成 : (1) 变 量 ,或 称 决 策 变 量 ， 
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是 问题 中 要 确定 的 未 知 量 , 它 用 于 表明 规划 中 的 用 数量 表示 的 方案 、 措 施 ,可 由 决策 者 决 
定 和 控制 ; (2) 目 标 孔 数 , 它 是 决策 变量 的 函数 , 按 优 化 目标 分 别 在 这 个 函数 前 加 上 max 
或 min; (3) 约 束 条 件 , 指 决策 变量 取 值 时 受到 的 各 种 资源 条 件 的 限制 ,通常 表达 为 含 决 
策 变 量子 数 的 等 式 或 不 等 式 。 如 果 规 划 问 题 的 数学 模型 中 ,决策 变量 的 取 值 是 连续 的 , 目 
标 哨 数 是 决策 变量 的 线性 也 数 ,约束 条 件 是 含 决 策 变量 的 线性 等 式 或 不 等 式 , 则 该 类 规划 
问题 的 数学 模型 称 为 线性 规划 的 数学 模型 。 
实际 问题 中 线性 的 含义 : 一 是 严格 的 比例 性 ,如 生产 某 产品 对 资源 的 消耗 量 和 可 获 
取 的 利润 , 同 其 生产 数量 严格 成 比例 ; 二 是 可 羞 加 性 ,如 生产 多 种 产品 时 ,可 获取 的 总 利 
润 是 各 项 产品 的 利润 之 和 ,对 茶 项 资源 的 消耗 量 应 等 于 各 产品 对 该 项 资源 的 消耗 量 的 和 。 
三 是 可 分 性 , 即 模型 中 的 变量 可 以 取 值 为 小 数 、 分 数 或 某 一 实数 。 四 是 确定 性 , 指 模型 中 
的 参数 c oz 、b; 均 为 确定 的 常数 。 很 多 实际 问题 往往 不 符合 上 述 条 件 , 例 如 每 件 产品 售 
价 3 元 ,但 成 批 购买 就 可 得 到 折扣 优惠 。 又 如 购 一 张 从 北京 到 纽约 机 票 设 为 6 000 元 ,从 
哈尔滨 到 北京 机 票 为 700 元 ,两 者 总 计 6700 元 。 但 如 果 购 同一 航空 公司 的 联 程 机 票 , 国 
内 部 分 就 可 以 优惠 甚至 免费 。 因 此 对 一 些 不 符合 线性 条 件 的 情况 ,在 基本 合理 条 件 下 ,为 
处 理 问 题 方 便 , 可 看 作 近 似 满足 线性 条 件 。 对 三 、 四 两 种 情况 ,将 在 随后 的 第 二 、 五 两 章 中 
阐述 。 
假定 线性 规划 问题 中 含 n 个 变量 ,分 别 用 zj (二 1,…,n) 表 示 , 在 目标 水 数 中 福 ; 的 系 
数 为 c;(c; 通常 称 为 价值 系数 ) ,zi 的 取 值 受 m 项 资源 的 限制 ,用 5;(i 二 1,…,m) 表 示 第 1 
种 资源 的 拥有 量 , 用 az 表示 变量 zj 取 值 为 1 个 单位 时 所 消耗 或 含有 的 第 i 种 资源 的 数 
量 , 通 常 称 az 为 技术 系数 或 工艺 系数 。 则 一 般 线 性 规划 问题 的 数学 模型 可 表示 为 
max( 或 min) z 一 clZzl 十 czZzz 十 … 十 ce， 
和 (或 一， 全 )0 
Q21Z1l 十 azzZz 十 … 十 azon ER (或 -9 = )b2 
- : C1. 2) 
ai 十 QamzTz 十 … 十 amaTn 二 (或 二 , 宇 )b。 
TisyTas ys 0 
上 述 模 型 的 简写 形式 为 


max( 或 min) >x 一 > Ci 工 ) 


了 


六 ; 妇 <( 马 一 ， =)b; (71 = 1, ,777) 
2 0 用 (1. 3) 
Ti 之 0 (7] 一 1,……,77) 
用 问 量 形式 表达 时 ,上 述 模型 可 写 为 


max( 或 min) z 一 CX 


j 一 1 (1.4) 


X2 2j b2 


式 (1.4) 中 ,C= (ci ye 故 一 。 3 P; 一 H b= 


Umj bs 
用 和 矩阵 和 问 量 形式 来 表示 可 写 为 
max( 或 min) >x 一 


罗 


半 二 0 
ll Ql2 aah Uln 
C21 C22 C2n 
一 
ml A m2 CU mn 


A 称 为 约束 方程 组 (约束 条 件 ) 的 系数 矩阵。 

变量 zx; 的 取 值 一 般 为 非 负 , 即 zi 三 0; 从 数学 意义 上 可 以 有 zx; 三 0。 又 如 果 变 量 zi 
表示 第 7 种 产品 本 期 内 产量 相对 于 前 期 产量 的 增加 值 , 则 x; 的 取 值 范围 为 (一 2 ,十 cc )， 
称 xz; 取 值 不 受 约束 ,或 xz; 无 约束 。 


三 、 线 性 规划 问题 的 标准 形式 


由 于 目标 函数 和 约束 条 件 内 容 和 形式 上 的 差别 ,线性 规划 问题 可 以 有 多 种 表达 式 。 
为 了 便于 讨论 和 制定 统一 的 算法 ,规定 线性 规划 问题 的 标准 形式 如 下 : 


InaX 之 一 > Cx} 


=】 


Pasz; = b; (i = 1 ,mm) 
S.t. 3 j=1 


zx;) 宇 0 (j = 1,.…,n) 
标准 形式 的 线性 规划 模型 中 ,目标 函数 为 求 极 大 值 ( 有 些 书 上 规定 是 求 极 小 值 ) ,约束 条 件 
全 为 等 式 ,约束 条 件 右 端 常 数 项 b; 全 为 非 负 值 ,变量 x; 的 取 值 全 为 非 负 值 。 对 不 符合 标 
准 形 式 ( 或 称 非 标准 形式 ) 的 线性 规划 问题 ,可 分 别 通过 下 列 方法 化 为 标准 形式 。 

1. 目标 果 数 为 求 极 小 值 , 即 为 
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因为 求 min z 等 价 于 求 max( 一 z) , 今 z = 二 一 z, 即 化 为 
max z” 一 一 人 

2. 约束 条 件 的 右 端 项 5; 一 0 时 ,只 宕 将 等 式 或 不 等 式 两 端 同 乘 (一 1), 则 等 式 右 端 项 
必 大 于 零 。 

3. 约束 条 件 为 不 等 式 。 当 约束 条 件 为 “三 ”时 ,如 6zl 十 2zrz 委 24, 可 令 zs 一 24 一 
6X1 一 2Xz ,得 6X1 十 2Xz 十 Xs 二 24, 显 然 zs 三 0。 当 约束 条 件 为 “ 兰 ?” 时 ,如 有 10z1 十 12x; 宇 
18, 可 令 T= 二 10xz1 十 12xs 一 18, 得 10xz1 十 12xs 一 二 18,Tz4 宇 0。x3 和 zx4 是 新 加 上 去 的 变 
量 , 取 值 均 为 非 负 ,加 到 原 约束 条 件 中 去 的 变量 ,其 目的 是 使 不 等 式 转化 为 等 式 , 其 中 zs 
称 为 松弛 变量 ,zx 一 般 称 为 剩余 变量 ,但 也 有 称 松 弛 变量 的 。 松 弛 变量 或 剩余 变量 在 实 
际 问 题 中 分 别 表 示 未 被 充分 利用 的 资源 和 超出 的 资源 数 , 均 未 转化 为 价值 和 利润 ,所 以 引 
进 模型 后 它们 在 目标 盟 数 中 的 系数 均 为 零 。 

4. 取 值 无 约束 的 变量 。 如 果 变 量 x 代表 某 产 品 当 年 计划 数 与 上 一 年 计划 数 之 差 , 显 
然 过 的 取 值 可 能 是 正 也 可 能 为 负 , 这 时 可 令 x+ 二 x 一 x ,其 距 宇 0,x 宇 0, 将 其 代入 线性 
规划 模型 即 可 。 

5。 对 z 委 0 的 情况 , 令 习 一 一 z, 显 然 宇 0。 

例 3 将 下 述 线性 规划 化 为 标准 形式 : 

min zx = Xi 十 2X2 二 3X3 
一 2zli 十 Xz 十 Zs 委 9 
一 3zli 十 Xz 十 2x3 宇 4 
pe 47zl — 2Xx2 — 3Xx3 一 一 0 
TX1 委 0,Xz 之 0,7s 取 值 无 约束 
解 ”上述 问题 中 令 = = 二 一 z,T1 二 一 Tz1,X3 二 TX3 一 Xs, 其 中 x3 三 0,xs 宇 0, 并 按 上 述 规 
则 ,该 问题 的 标准 形式 为 
max z = Xx1— 2xz CO— 3x3 十 37x% 十 0x4 十 0xs 
2zl 十 zz 十 zs 一 Xs 十 X4 二 9 
3zl1 十 zz 十 2zs 一 2z3 一 z5 一 4 
人 4z1 十 2z， 十 3zs 一 3 并 3 = 


/ / LU 
T12939 T3994 9- 万 5 ws 0 
Lm 各 ~ 
at .EE 全 7 


对 模型 中 只 含 2 个 变量 的 线性 规划 问题 ,可 以 通过 在 平面 上 作 图 的 方法 求解 。 一 个 
线性 规划 问题 有 解 ,是 指 能 找 出 一 组 zx;(j 二 1,…,n) ,满足 约束 条 件 , 称 这 组 x; 为 问题 的 


十 
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可 行 解 。 通 常 线 性 规划 问题 总 是 含有 多 个 可 行 解 , 称 全 部 可 行 解 的 集合 为 可 行 域 ,可 行 域 
中 使 目标 晒 数 值 达 到 最 优 的 可 行 解 称 为 最 优 和 解 。 对 不 存在 可 行 解 的 线性 规划 问题 , 称 该 
问题 无 解 。 图 解法 求解 的 目的 ,一 是 判别 线性 规划 问题 的 求解 结局 ; 二 是 在 存在 最 优 解 
的 条 件 下 ,把 问题 的 最 优 解 找 出 来 。 


一 、 图 解法 的 步骤 


图 解法 的 步骤 可 概括 为 : 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ; 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 或 
判别 是 否 存 在 可 行 域 ; 图 示 目 标 晒 数 和 寻找 最 优 和 解 。 下 面 通过 上 述 例 1 来 具体 说 明 。 先 
将 例 1 的 数学 模型 重 列 如 下 : 


max zz 一 27l 十 工 


5 5 (1. 5a) 

6Xx1 十 2x2 志 24 (1. 5b) 

i (1. 5c) 
a (1. 5d) 


1. 以 变量 zi 为 横 坐 标 轴 ,x 为 纵 坐 标 轴 画 出 直角 平面 坐标 系 ,并 适当 选取 单位 坐标 
长 度 。 由 变量 的 非 负 约束 条 件 (1. 5d) 知 ,满足 该 约束 条 件 的 解 ( 对 应 坐标 系 中 的 一 个 点 ) 
均 在 第 [象限 内 。 

2. 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 。 约束 条 件 (1.5a) 可 分 解 为 5xs 二 15 和 5zz 一 15 ,前 者 
是 平行 于 坐标 轴 zi 的 直线 x; 二 3, 后 者 为 位 于 这 条 直线 下 方 的 半 平 面 ,由 此 5x: 三 15 是 
位 于 含 直线 zz 一 3 的 点 及 其 下 方 的 半 平 面 , 见 图 1-1。 类 似 地 ,约束 条 件 (1. 5b) 在 坐标 系 
中 是 含 6zi 十 2zz 一 24 这 条 直线 上 的 点 及 其 左下 方 的 半 平 面 ,约束 条 件 (1. 5c) 是 含 直线 
XT1 十 Tz 二 5 上 的 点 及 其 左下 方 的 半 平 面 。 同 时 满足 约束 条 件 (1.5a) 一 (1.5d) 的 点 如 图 1-2 
所 示 , 图 中 凸 多 边 形 OQ1Q;Q;Q 所 包含 的 区 域 (用 阴影 线 标示 ) 是 例 1 线性 规划 问题 的 
可 行 域 。 
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3. 图 示 目 标 函 数 。 由 于 zx 是 一 个 要 优化 的 目标 函数 值 , 随 z 的 变化 ,z= 2x 十 zz 
是 斜率 为 (一 2) 的 一 族 平行 的 直线 , 见 图 1-3, 图 中 向 量 己 代表 目标 函数 值 z 的 增 大 
方 门 。 

4. 最 优 解 的 确定 。 因 最 优 和 解 是 可 行 域 中 使 目标 晒 数 值 达 到 最 优 的 点 ,将 图 1-2 和 
图 1-3 合并 得 到 图 1-4, 可 以 看 出 ,当代 表 目 标 函 数 的 那 条 直线 由 原点 开始 向 右上 方 移动 
时 ,z 的 值 逐 渐 增 大 ,一 直 移动 到 目标 晒 数 的 直线 与 约束 条 件 包 围 成 的 凸 多 边 形 相 切 时 为 
止 , 切 点 就 是 代表 最 优 解 的 点 。 因 为 再 继续 四 右上 方 移动 ,z 值 仍然 可 以 增 大 ,但 在 目标 
函数 的 直线 上 找 不 出 一 个 点 位 于 约束 条 件 包围 成 的 马 多 边 形 内 部 或 边界 上 。 


Xa 


1-3 1-4 


本 例 中 目标 孔 数 直线 与 是 多 边 形 的 切 点 是 Qz ,该 点 坐标 可 由 求解 直线 方程 6zl 十 
27z 一 24 和 | 十 工 > 一 5 得 到 ,为 (> ,2z) 一 (3. Sed. De 将 其 代入 目标 呆 数 得 之 二 8。 5 , 即 美 
佳 公司 每 天 制造 3. 5 件 家 电工 ,1.5 件 家 电工 ,能 获 利 最 大 。 


二 、 线 性 规划 问题 求解 的 几 种 可 能 结局 


例 1 用 图 解法 得 到 的 最 优 解 是 唯一 的 。 但 对 线性 规划 问题 的 求解 还 可 能 出 现下 列 
结局 : 

1. 无 穷 多 最 优 解 。 如 将 例 1 中 的 目标 消 数 改变 为 max zx 一 3zi 十 zz, 则 表示 目标 晒 数 
的 直线 族 恰好 与 约束 条 件 (1. 5b) 平 行 。 当 目标 函数 向 优化 方向 移动 时 ,与 可 行 域 不 是 在 
一 个 点 上 ,而 是 在 Qi1Q 线段 上 相 切 , 见 图 1-5。 这 时 点 Qi 、Qz 及 Qi 与 点 Q; 之 间 的 所 有 
点 都 使 目标 函数 x 达到 最 大 值 , 即 有 无 穷 多 最 优 解 ,或 多 重 最 优 解 。 

2. 无 界 解 。 如 果 例 1 中 只 包含 约束 条 件 (1.5a) 和 (1. 5d) ,这 时 可 行 域 可 伸展 到 无 穷 ， 
即 变量 zi 的 取 值 也 可 无 限 增 大 ,不 受 限 制 ,由 此 目标 孔 数 值 也 可 增 大 至 无 穷 ( 见 图 1-6)。 
这 种 情况 下 问题 的 最 优 解 无 界 。 产 生 无 界 解 的 原因 是 由 于 在 建立 实际 问题 的 数学 模型 时 
遗漏 了 某 些 必要 的 资源 约束 条 件 。 


PN 


| 


bs 


3. 无 解 ,或 无 可 行 解 。 例 如 下 述 线 性 规划 模型 : 
max zz 一 2zl 十 并 
Zl1 十 Zz< 委 2 
- 可 十 2zz 之 6 
Zl1yZ2z 之 (0 
用 图 解法 求解 时 看 出 不 存在 满足 所 有 约束 的 公共 区 域 ( 可 行 域 ), 见 图 1-7, 说 明 问 题 无 
解 。 其 原因 是 模型 的 约束 条 件 之 间 存 在 矛盾 , 建 模 时 有 错误 。 


小 、。 
i 


了 -> 


| 


三 、 由 图 解法 得 到 的 启示 


图 解法 虽 只 能 用 来 求解 只 具有 两 个 变量 的 线性 规划 问题 ,但 它 的 解 题 思路 和 几何 
上 直观 得 到 的 一 些 概念 判断 ,对 下 面 要 讲 的 求解 一 般 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 有 很 
大 启示: 

1. 求解 线性 规划 问题 时 , 解 的 情况 有 : 唯一 最 优 解 ; 无 穷 多 最 优 解 ; 无 界 解 ; 无 可 
行 解 。 
2. 奋 线 性 规划 问题 的 可 行 域 存在 , 则 可 行 域 是 一 个 凸 集 。 

3. 大 线性 规划 问题 的 最 优 解 存 在 , 则 最 优 解 或 最 优 解 之 一 (如 果 有 无 穷 多 的 话 ) 一 定 
是 可 行 域 的 凸 集 的 某 个 项 点。 

4. 解 题 思路 是 , 先 找 出 上 号 集 的 任 一 项 点 ,计算 在 项 点 处 的 目标 孔 数 值 。 比 较 周围 相 
邻 顶点 的 目标 吨 数 值 是 否 比 这 个 值 大 ,如 果 为 否 , 则 该 顶点 就 是 最 优 解 的 点 或 最 优 解 的 点 
之 一 :否则 转 到 比 这 个 点 的 目标 晒 数 值 更 大 的 另 一 顶点 ,重复 上 述 过 程 ,一 直到 找 出 使 目 
标 曙 数值 达到 最 大 的 顶点 为 止 。 

在 单纯 形 法 原理 一 节 中 ,将 对 上 述 第 2、3 两 点 进行 证 明 , 并 建立 起 凸 集 顶 点 的 代数 概 
念 特征 ,然后 通过 代数 计算 实现 第 4 点 的 解 题 思路 。 
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第 三 节 单纯 形 法 原理 


一 、 线 性 规划 问题 的 解 的 概念 
给 出 标准 形式 的 线性 规划 问题 


nn 


0; D. 中 一 Yaz (1.6) 
了 一】 
Yasr; = b: (i= 1,.,m) (1.7) 
Ss. t. 3 j=1 
(1. 8) 
T}; 2 (J = 1 ,*…,n) 


可 行 解 ”满足 上 述 约束 条 件 (1.7) 和 (1. 8) 的 解 关 二 (zi,… ,zx,) , 称 为 线性 规划 问题 
的 可 行 解 。 全 部 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 。 

最 优 解 ” 使 目标 也 数 (1.6) 达 到 最 大 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

基 ” 设 A 为 约束 方程 组 (1.7) 的 mxXn 阶 系 数 和 矩阵 ( 设 n 二 mmx), 其 秩 为 m,B 是 矩阵 A 
中 的 一 个 mXm 阶 的 满 秩 子 矩阵 , 称 B 是 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 不 失 一 般 性 , 设 


B 一 = 


B 中 的 每 一 个 列 癌 量 P;(j 二 1,…,m) 称 为 基 癌 量 , 与 基 癌 量 P; 对 应 的 变量 zj 称 为 

变量 。 线 性 规划 中 除 基 变量 以 外 的 变量 称 为 非 基 变量 。 

基 解 ”在 约束 方程 组 (1.7) 中 , 令 所 有 非 基 变量 zw+li 王 zw+z 一 … 一 Zu 一 0, 又 因为 有 
1B| 关 0 ,根据 克 莱 姆 规则 (Cramer rule), 由 个 约束 方程 可 解 出 mm 个 基 变 量 的 唯一 解 
Xp 二 (x1，,… ,zxm) 。 将 这 个 解 加 上 非 基 变量 取 0 的 值 朋 半 == (zi ,zz ，… ,zm，,0，,…,0)”, 称 
X 为 线性 规划 问题 的 基 解 。 显然 在 基 解 中 变量 取 非 零 值 的 个 数 不 大 于 方程 数 闷 , 故 基 解 
的 总 数 不 超 过 C” 个 。 

基 可 行 解 ” 满 足 变 量 非 负 约束 条 件 (1.8) 的 基 解 称 为 基 可 行 解 。 

可 行 基 对 应 于 基 可 行 解 的 基 称 为 可 行 基 。 

例 4 找 出 下 述 线性 规划 问题 的 全 部 基 解 ,指出 其 中 的 基 可 行 解 , 并 确定 最 优 解 。 

max z 一 2zl 十 3zy 十 工 3 


yf | 十 Xs 二 9 
TI 2x2 十 Xs -= 0 

SL 
TL2 十 Xs 一 4 


so sds sa ys 2 0 


解 ” 该 线性 规划 问题 的 全 部 基 解 见 表 1-4 中 的 山 一 包 , 打 人 者 为 基 可 行 解 , 注 * 者 为 


人 


| 


要 


最 优 解 ,z "一 19。 
表 
序号 是 否 基 可 行 解 
OO 5 Vv 
(29) 5 VvV 
(3) 0 ww 
(4) 5 XxX 
(3) = 
(©) 0 Vv 
(GD 0 x 
(8) 3 到 


二 、 凸 集 及 其 顶点 


凸 集 对 简单 的 几何 形体 可 以 直观 地 判断 其 凹凸 性 ,但 在 高 维 空间 ,只 能 给 出 点 集 的 
解析 表达 式 , 因 此 只 能 用 数学 解析 式 判 断 。 凸 集 的 概念 为 : 如 果 集 合 C 中 任意 两 个 点 
XX1 ,Xz ,其 连 线 上 的 所 有 点 也 都 是 集合 C 中 的 点 , 称 C 为 凸 集 。 由 于 Xi1,XX 的 连 线 可 表 
未 为 

aX!l 二 (ll—a)X, (0Q—=4aQ=1) 
因此 , 凸 集 定 义 用 数学 解析 式 可 表示 为 : 对 任何 时 EC,X EEC, 有 ai 十 (1 一 wa) 天 GE 
C(0 一 a 一 1) , 则 称 C 为 凸 集 ,在 图 1-8 中 (a)、(b) 是 凸 集 ,(c)、(d) 不 是 凸 集 。 


顶点 ” 凸 集 C 中 满足 下 述 条 件 的 点 天 称 为 项 点 : 如 果 C 中 不 存在 任何 两 个 不 同 的 
点 大 1 ,大 2, 使 天 成 为 这 两 个 点 连 线 上 的 一 个 点 。 或 者 这 样 叙 述 : 对 任何 下 1 人 CC, 有 CC， 
不 存在 和 一 aoX1 十 (1 一 a)X (0 二 a 二 1)， 则 称 X 是 凸 集 C 的 项 点。 


三 、 几 个 基本 定理 的 证 明 

定理 1 大 线 性 规划 问题 存在 可 行 解 , 则 问题 的 可 行 域 是 凸 集 。 

证 ” 硅 满 足 线性 规划 约束 条 件 人 忆 世 一 户 的 所 有 点 组 成 的 几何 图 形 C 是 凸 集 , 根 
据 凸 集 定 义 ,C 内 任意 两 点 天 ,已 连 线 上 的 点 也 必然 在 C 内 ， 下 面 给 予 证 明 。 
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设 Xi = (zs TI。 Ten) » KX = ed 为 C 内 任意 两 点 , 即 XX] EcC, 
头 2 EC, 将 XX1 ,Xs 代入 约束 条 件 有 


> ,Pi = b; Pjzrs =b (1. 9) 
一 了 一] 
六 , 疼 。 连 线 上 任意 一 点 可 以 表示 为 
着 二 aXXi 十 (1 一 a)X,。 (0 二 a 二 1) (1.10) 


将 式 (1.9) 代 入 式 (1. 10) 得 


Pz; = Pj[Lar; 十 (1 一 a)zxz;j 
j=1 f=1 


nn n n 
DPjazy 十 D2 Pixs 一 D> Pjaxs 
kt Fl Fd 


=ab++b—ab=b 
所 以 天 一 aX1 十 (1 一 a)X EC。 由 于 集合 中 任意 两 点 连 线 上 的 点 均 在 集合 内 ,所 以 C 为 
凸 集 。 

引 理 ”线性 规划 问题 的 可 行 解 羡 二 (zi ,… ,Xx,) 为 基 可 行 解 的 充 要 条 件 是 的 正 分 
量 所 对 应 的 系数 列 向 量 是 线性 独立 的 。 

证 (1) 必要 性 。 由 基 可 行 解 的 定义 显然 成 立 。 

(2) 充分 性 。 若 向 量 Pi,P;,… ,Pi 线性 独立 , 则 必 有 kk 三 m; 当 上 = 二 m 时 ,它们 恰好 构 
成 一 个 基 , 从 而 闫 二 (zi,z2 ,Tm，0,"…,0) 为 相应 的 基 可 行 解 。 当 有 二 m 时, 则 一 定 可 以 
从 其 余 列 向 量 中 找 出 (mm 一 &) 个 与 Pi,P;,…,P 构成 一 个 基 , 其 对 应 的 解 恰 为 羡 , 所 以 根 
据 定 义 它 是 基 可 行 解 。 

定理 2 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 于 对 应 线性 规划 问题 可 行 域 ( 凸 集 ) 的 顶点 。 


证 ”本 定理 需要 证 明 : XX 是 可 行 域 项 点 邻 半 是 基 可 行 解 。 下 面 采 用 的 是 反 证 法 , 即 
证 明 : 天 不 是 可 行 域 的 顶点 铺 下 不 是 基 可 行 解 。 下 面 分 两 步 来 证 明 。 


(1) 大 不 是 基 可 行 解 之 大 不 是 可 行 域 的 顶点 。 


Px; =b C1 1 
j=1 
由 引 理 知 Pl ,… ,也 线性 相关 , 即 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 6;(i 二 1,…,m) ,使 得 有 
0P, 十 92P: 十 … 十 SP, 一 0 (1. 12) 
式 (1. 12) 乘 上 一 个 不 为 零 的 数 w 得 
uPi 十 wsP: 十 … 十 winP。 一 0 (1. 13) 


式 (1, 13) 十 式 (1, 11) 得 ; Cz 二 p38DPi 十 (za nda) Ps 二 Crs nd.)P.=b 
式 (1. 11) 一 式 (1. 13) 得 ; (zi 一 uDPi 十 (zs 一 x62)Ps 十 … 十 (zm 一 um)Ps==b 
今 WD 一 | (Zz 二 01 下 十 piGz )，… ea a sO 


运 筹 党 教程 (第 5 版 ) 


“oe 一 | (x 一 /0O1 ) s (Ta Ma) a — Om) »0 ，。。。 ,0 | 
叉 可 以 这 样 来 选取 ,使 得 对 所 有 (ml 77! 有 
Ti 十 ui 之 0 


由 此 XD EC,X EC, 又 X 一 三 XO 十 放 Xe , 即 惟 不 是 可 行 域 的 顶点 。 


(2) 大 不 是 可 行 域 的 顶点 之 疏 不 是 基 可 行 解 。 
不 失 一 般 性 , 设 关 = (zi,z2,… ,Tr,0,…,0) 不 是 可 行 域 的 顶点 ,因而 可 以 找到 可 行 域 
内 另外 两 个 不 同 点 Y 和 Z, 有 闫 二 aY 十 (1 一 a)Z(0 二 a 二 1) ,或 可 写 为 
Ti 一 Qyij 十 (1 一 a)zji (0 二 a=<1;J;=1,*.,n) 
因 < 二 0,1 一 4 二 0, 故 当 立 一 0 时 , 必 有 一 忆 一 0 


因 有 > Pz; > 2Pz; =b 
7 一 1 = 
故 有 
y= By = (1. 14) 
j=] 7 一 】 
?之 | 一 > Bi 一 一 (1. 15) 


式 (1.14) 一 式 (1.15) 得 ”2》) (yj; 一 zj)P; 二 0 
j=1] 


因 (y; 一 zz) 不 全 为 零 , 故 Pl,…,P; 线性 相关 , 即 关 不 是 基 可 行 解 。 
定理 3 右 线 性 规划 问题 有 最 优 解 ,一定 存 在 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 。 


证 设 Ee = (1 革 9 了 是 线性 规划 的 一 个 最 优 解 ,Z 一 CX | > ci? 是 器 


J 一 ] 


标 函 数 的 最 大 值 . 奇 关 ”不 是 基 可 行 解 ,由 定理 2 知 关 ”不 是 顶点 ,一定 能 在 可 行 域 内 找 
到 通过 关 ” 的 直线 上 的 另外 两 个 点 (XX” 十 j6) 三 0 和 (XX 一 jy6) 三 0。 将 这 两 个 点 代入 
目标 函数 有 
C(X ”十 rp) = CX™ Cu 
CCX — 8) = CX — Cd 
因 CX 为 日 标清 数 的 最 大 值 , 故 有 
CX 二 (CX 十 CH 
CR Rn 
由 此 Cu6 二 0, 即 有 CCX 十 6) 二 CX ”一 CC(X 一 6)。 如 果 ( 关 十 6) 或 (XX 一 16) 仍 
不 是 基 可 行 解 , 按 上 面 的 方法 继续 做 下 去 ,最 后 一 定 可 以 找到 一 个 基 可 行 解 , 其 目标 晒 数 
值 等 于 CX'” ,问题 得 证 。 


四 、 单 纯 形 法 和 迭代 原理 
由 上 述 定 理 3 可 知 , 如 果 线 性 规划 问题 存在 最 优 解 , 一 定 有 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 。 
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因此 单纯 形 法 迭代 的 基本 思路 是 : 先 找 出 一 个 基 可 行 解 ,判断 其 是 否 为 最 优 解 ,如 为 否 ， 
则 转换 到 相 邻 的 基 可 行 解 ,并 使 目标 函数 值 不 断 增 大 ,一 直 找 到 最 优 解 为 止 。 

1. 确定 初始 基 可 行 解 

对 标准 型 的 线性 规划 问题 


nn 
max > 一 > Cji 工 ; 
i=】 


| (1. 16) 
4 ey SI 
在 约束 条 件 (1. 16) 的 变量 的 系数 矩阵 中 总 会 存在 一 个 单位 矩阵 

1 0 oe. 0 

0 0 。 . 。 (1. 18) 

0 0 see 1 
当 线 性 规划 的 约束 条 件 均 为 三 号 时 ,其 松弛 变量 Xx, ,…,xsm 的 系数 矩阵 即 为 单位 矩阵 。 
对 约束 条 件 为 三 或 = 的 情况 ,为 便于 找到 初始 基 可 行 解 ,可 以 构造 人 工 基 , 人 为 产生 一 个 
单位 矩阵 ,这 将 在 本 章 第 五 节 中 讨论 。 

式 (1.18) 中 Pi,…,P 称 为 基 癌 量 , 同 其 对 应 的 变量 zi ,… ,zm 称 为 基 变 量 , 模 型 中 
的 其 他 变量 zx, ,zxm+z，… ,zs 称 为 非 基 变量 。 在 式 (1. 16) 中 令 所 有 非 基 变 量 等 于 零 , 即 
可 找到 一 个 解 

村 二 和 
因 有 bp 达 0, 故 天 满足 约束 (1. 17) ,是 一 个 基 可 行 解 。 

2. 从 一 个 基 可 行 解 转换 为 相 邻 的 基 可 行 解 

定义 : 两 个 基 可 行 解 称 为 相 邻 的 ,如 果 它 们 之 间 变 换 且 仅 变 换 一 个 基 变 量 。 

设 初始 基 可 行 解 中 的 前 mr 个 为 基 变 量 , 即 

WW = Ca 0 


代入 约束 条 件 (1.16) 有 


>》 Piry =b (1. 19) 


写 出 (1.19) 系 数 和 矩阵 的 增 广 和 矩阵 
Pp! 了， 了 Pi 和 二 Pp.,; … Pp, b 
i 0 eee 0 Ql1,m+]1 nee al; wee. 1s pi 


0 ] 0 ,PF as, |bs 


0 0 … am an a | by 
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因 Pi1,…,P。 是 一 个 基 ,其 他 向 量 P; 可 用 这 个 基 的 线性 组 合 来 表示 ,有 
， 所 
P, 一 > ap, 一 0 (1. 20) 
将 式 (1.20) 乘 上 一 个 正 的 数 0 二 0 得 
o(P, 和. Dyasp:) =0 (1. 21) 
式 (1. 19) 十 式 (1. 21) 并 经 过 整理 后 有 


> x m0as)Pi+0P;=b (1. 22) 
i=] 


由 式 (1. 22) 找 到 满足 约束 方程 组 > Pizj 一 b 的 另 一 个 点 ”, 有 


Wu 一 一 (2Z = 和 0 Oa m; »0 ,°° ,0,°… ,0) 
其 中 0 是 天 ”的 第 7 个 坐标 的 值 。 要 使 大 是 一 个 基 可 行 解 , 因 规 定 90 二 0, 故 应 对 所 有 
1 三 1] ,… ,7 ,存在 


Ti—0aj; 宇 0 (1. 23) 
令 这 m 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 等 号 成 立 。 因 为 当 a; 三 0 时 , 式 (1.23) 显 然 成 立 , 故 可 令 
0 0 
i 41 >0| 一 型 (1. 24) 
; Us a 


由 式 (1. 24) 
=0,，(i=)D) 
0s] 
Qs, User 
故居 “是 一 个 可 行 解 。 又 因 与 变量 zl1,…… ,ztzl zy zi 对 应 的 癌 量 ,经 重新 排列 
后 加 上 了 尹 列 有 如 下 形式 矩阵 (不 含 尺 列 ) 和 增 广 和 矩阵 ( 含 尺 列 ) 
RAR 
1 0 he 0 QT 0 。。 0 121 
0 1 。。。 0 2; 0 … 0102 


加 Ql1—1,; 0 bi 
(gg 0 bi 
UL+1,j ] brn 
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因 az 盖 0, 故 由 上 述 和 矩阵 元 素 组 成 的 行列 式 不 为 零 ,Pi ,P: ,… ,已 -1 ,Pi, Pi,…,P。 是 一 
人 

在 上 述 增 广 和 矩阵 中 进行 行 的 初等 变换 ,将 第 ! 行 乘 上 (1/az ) ,再 分 别 乘 以 (一 必 ) (一 
1, ,一 1 十 1, ,2) 加 到 各 行 上 去 , 则 增 广 和 矩阵 左 半 部 变 成 为 单位 矩阵 ,又 因 bi/ai 二 
0, 故 

b= (6 — ay ,bi — Oa 0bin — bat; bm — Oa m; 和 

由 此 XX“ 是 同宗” 相 邻 的 基 可 行 解 , 且 由 基 向 量 组 成 的 矩阵 仍 为 单位 矩阵 。 

3. 最 优 性 检验 和 解 的 判别 

将 基 可 行 解 和 ”和 半分 别 代 入 目标 也 数 得 


m 
(0) _ 0 
之 > Gasbs 
zi 一 1 


zz 一 >vci(z? 一 0az) 十 bc 
一 1 


Ci +0(e 3 
i 一 1 


二 +0(e; ee ; (1. 25) 
i 1 


| 
Mi 


= 


式 (1.25) 中 因 0>0 为 给 定 , 所 以 只 要 有 (6 = Dy cas | 盖 0, 就 有 z… 二 z"。 (0— > cas | 
zi 一] i=] 


通常 简写 为 (cj 一 zj) 或 oj, 它 是 对 线性 规划 问题 的 解 进行 最 优 性 检验 的 标志 。 由 此 可 以 
得 出 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 ,结局 为 唯一 最 优 解 无穷 多 最 优 解 及 无 界 解 的 判别 
标志 如 下 : 

(1) 当 所 有 的 oj; 三 0 时 ,表明 现 有 顶点 ( 基 可 行 解 ) 的 目标 函数 值 比 起 相 邻 各 顶点 ( 基 
可 行 解 ) 的 目标 函数 值 都 大 ,根据 线性 规划 问题 的 可 行 域 是 凸 集 的 证 明 及 凸 集 的 性 质 , 可 


以 判定 现 有 顶点 对 应 的 基 可 行 解 即 为 最 优 解 。 
(2) 当 所 有 的 oj; 硅 0, 又 对 菜 个 非 基 变量 x; 有 cj 一 zj; 二 0, 且 按 式 (1. 24) 可 以 找到 
0 一 0, 这 表明 可 以 找到 男 一 项 点 ( 基 可 行 解 ) 目 标清 数值 也 达到 最 大 。 由 于 该 两 点 连 线 上 


的 点 也 属 可 行 域内 的 点 , 且 目 标清 数值 相等 , 即 该 线性 规划 问题 有 无 穷 多 最 优 解 。 反 之 ， 
当 所 有 非 基 变量 的 oj 二 0 时 ,线性 规划 问题 具有 唯一 最 优 解 。 

(3) 如 果 存 在 某 个 oj; 宝 0, 又 Pj; 三 0, 由 式 (1. 23) 看 出 对 任意 的 0 二 0, 均 有 xi 一 0a; 宇 
0, 因 而 0 的 取 值 可 无 限 增 大 不 受 限 制 。 由 式 (1. 25) 看 到 > “也 可 无 限 增 大 ,表明 线性 规 
划 有 无 界 解 。 

对 线性 规划 问题 无 可 行 解 的 判别 将 在 本 章 第 五 节 中 讨论 。 


第 四 记 单纯 形 法 计算 步骤 


根据 上 节 中 讲述 的 原理 ,单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 。 

第 1 步 : 求 初 始 基 可 行 解 , 列 出 初始 单纯 形 表 。 

对 非 标 准 型 的 线性 规划 问题 首先 要 化 成 标准 形式 。 由 于 总 可 以 设法 使 约束 方程 的 系 
数 矩 阵 中 包含 一 个 单位 矩阵 (P, ,Pi;,…,P,) ,以 此 作为 基 求 出 问题 的 一 个 初始 基 可 行 解 。 

为 检验 一 个 基 可 行 解 是 否 最 优 ,需要 将 其 目标 晒 数 值 与 相 邻 基 可 行 解 的 目标 晒 数 值 
进行 比较 。 为 了 书写 规范 和 便于 计算 ,对 单纯 形 法 的 计算 设计 了 一 种 专门 表格 , 称 为 单纯 
形 表 ( 见 表 1-5)。 和 迭代 计算 中 每 找 出 一 个 新 的 基 可 行 解 时 ,就 重 画 一 张 单纯 形 表 。 含 初 
始 基 可 行 解 的 单纯 形 表 称 初 始 单纯 形 表 ; 含 最 优 解 的 单纯 形 表 称 最 终 单 纯 形 表 。 

表 1-5 


单纯 形 表 结构 为 : 表 的 第 2 一 3 列 列 出 基 可 行 解 中 的 基 变 量 及 其 取 值 。 接 下 来 列 出 
问题 中 所 有 变量 , 基 变 量 下 面 列 是 单位 矩阵 , 非 基 变量 ri 下面 数字 是 该 变量 系数 癌 量 PP， 
表 为 基 疝 量 线 性 组 合 时 的 系数 。 因 Pi ,…,P 是 单位 问 量 , 故 有 

Pp,; 一 ayuP! 十 az;P， 十 … 下 

表 1-5 最 上 端的 一 行 数 是 各 变量 在 目标 困 数 中 的 系数 值 , 最 左 端 一 列 数 是 与 各 基 变 
量 对 应 的 目标 孙 数 中 的 系数 值 Ce 。 

对 zx; 只 要 将 它 下 面 这 一 列 数字 与 Cs 中 同行 的 数字 分 别 相 乘 ,再 用 它 上 端的 cj 值 减 
去 上 述 乘积 之 和 有 

0j 一 cj 一 (clal 十 czazi 十 … 十 conQw) 三 cj; 一 Po (1. 26) 

对 7 二 1,…,n, 将 分 别 按 式 (1. 26) 求 得 的 检验 数 oj; ,或 写 为 (cj; 一 z;) 记 入 表 的 最 下 面 一 行 。 
第 2 步 : 最 优 性 检验 。 

如 表 中 所 有 检验 数 c 一 立 科 0, 且 基 变 量 中 不 含有 人 工 变 量 时 , 表 中 的 基 可 行 解 即 为 


最 优 解 ,计算 结束 。 对 基 变 量 中 含 人 工 变量 时 的 解 的 最 优 性 检验 将 在 下 一 节 中 讨论 。 当 
表 中 存在 Cj St 时 ,如 有 P; 三 0, 则 问题 为 无 界 解 ,计算 结束 ; 否则 转 下 一 步 。 
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第 3 步 : 从 一 个 基 可 行 解 转换 到 相 邻 的 目标 果 数 值 更 大 的 基 可 行 解 , 列 出 新 的 单纯 形 表 。 
1. 确定 换 和 基 的 变量 。 只 要 有 检验 数 o 二 0, 对 应 的 变量 x; 就 可 作为 换 入 基 的 变 
量 , 当 有 一 个 以 上 检验 数 大 于 零 时 ,一般 从 中 找 出 最 大 一 个 mx 
or 一 max (oj | o; > 0} 
其 对 应 的 变量 x 作为 换 入 基 的 变量 (人 简称 换 和 变量) 。 
2. 确定 换 出 基 的 变量 。 根 据 上 一 节 中 确定 0 的 规则 ,对 已 列 由 式 (1. 24) 计 算得 到 


pb i br 


= min| a > 0)= (1. 27) 


a igk Aik 
确定 zx 是 换 出 基 的 变量 (简称 换 出 变量 )。 元 素 ax 决定 了 从 一 个 基 可 行 解 到 相 邻 基 可 行 
解 的 转移 去 向 , 取 名 主 元 素 。 

3. 用 换 入 变量 zx 替换 基 变 量 中 的 换 出 变量 x1, 得 到 一 个 新 的 基 (Pi,…,Pi_i1,P， 
已 + 也)。 对 应 这 个 基 可 以 找 出 一 个 新 的 基 可 行 解 ,并 相应 地 可 以 画 出 一 个 新 的 单 
纯 形 表 ( 见 表 1-6)。 

在 这 个 新 的 表 中 的 基 仍 应 是 单位 和 矩阵, 即 Ps 应 变换 成 单位 向 量 。 为 此 在 表 1-5 中 进 
行 行 的 初等 变换 ,并 将 运算 结果 填 人 表 1-6 相应 格 中 。 

(1) 将 主 元 素 所 在 ! 行 数 字 除 以 主 元 素 ax, 即 有 

b bi/ a | 
, (1. 28) 


i 3 | 
(2) 将 表 1-6 中 刚 计算 得 到 的 第 : 行 数字 乘 上 (一 ax ) 加 到 表 1-5 的 第 i 行 数字 上 , 记 
人 表 1-6 的 相应 行 。 即 有 


0 一 0 一 2 ax (天 71) 
Lk 


/ UL 。 
di 一 ai 一 eax (i 闫 0) (1. 29) 
Ck 
表 1-6 
Ci Cl Cl Cm Ci Ch 
Cs 基 b Cl Tl Tm Th 
Clk CEI Ay; 
C1 tl pi —b ES ] 一 一 一 一 Pe 0 sss Ul a . 3 0 
Uk Ck Ok 
b ] al 
Ck Ck Ck 
Cm Tm bm — bi . 0 wes sss ] Umj 一 人 . ak sse. 0 
Uk Ck Ok 
CE hk UL 


+ 0 0 0 (CT 2) (Ce Zk) “oe 0 


全 


分 


(3) 表 1-6 人 式 (1. 26)。 其 中 : 
(cr — 21) 2 Vos Tcs— 了 can 


zi 一 (十 1 
Ck 1 
0 Cid ik 


天 下 Te 


eS Lo Es 
Ck 


[a 《一 】 


(ci — 2;)" 一 cj 一 (> 2 ciQi 十 3 a ) 一 些 ( 一 Dciais + ci — 


一 上 1 i 二 ] 


=(c;— z;) te (j 关 0) 


第 4 步 : 重复 第 2、3 两 步 ,一 直到 计算 结束 为 止 。 
例 5 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 
max 之 一 2X1 十 Xz 
yas 15 
bzi 十 2 ST 24 
iT 3 S35 
a si 0 
解 ” 先 将 上 述 问 题 化 成 标准 形式 有 
max z 一 2X1 十 Xz 十 0xs 十 0x4 十 0zs 


3 一 15 
01 十 2X> 十 Xs > 24 

S。 
Ep TL2 十 Xs -= 


a ya 9 3 yd ss > 0 


其 约束 条 件 系 数 和 矩阵 的 增 广 和 矩阵 为 
Pp! P; 了 了 5 
0 5 1 0 0 有 


上 人 


, 卫 ， "Ps 是 单位 矩阵 ， 构成 一 个 基 ， 对 应 变量 时 XX3，XTX4 9 芭 5 是 基 变 量 。 


去 , 即 找到 一 个 初始 基 可 行 解 
0 nt 


以 此 列 出 初始 单纯 形 表 , 见 表 1-7。 


(1. 30) 


(1, 31) 


令 非 基 变 量 zi ,rs 等 
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表 1-7 
cj 一 2 ] 0 0 0 
Cs 基 b Xl r2 rs 4 Xs 
0 3 15 0 J 1 0 0 
0 4 24 [6 2 0 ] 0 
0 Xs 5 ] ] 0 0 1 
ci 一 已 2 ] 0 0 0 


因 表 中 有 大 于 零 的 检验 数 , 故 表 中 基 可 行 解 不 是 最 优 解 。 因 cl 二 cz , 改 确 定 zl 为 换 和 人 变 
量 。 将 b 列 除 以 Pi 的 同行 数字 得 


| 
| 
| 

-一 


由 此 6 为 主 元 素 ,作为 标志 对 主 元 素 6 加 上 方 括号 [ ], 主 元 素 所 在 行 基 变 量 zs 为 换 出 变 
量 。 用 换 入 变量 x 替换 出 变量 zs ,得 到 一 个 新 的 基 Ps ,已 ,Ps , 按 上 述 单纯 形 法 计算 步骤 
第 3 步 的 (1) 一 (3) ,可 以 找到 新 的 基 可 行 解 ,并 列 出 新 的 单纯 形 表 , 见 表 1-8。 

由 于 表 1-8 中 还 存在 大 于 零 的 检验 数 cz , 故 重 复 上 述 步 又 得 表 1-9。 

表 1-9 中 所 有 6 三 0, 且 基 变 量 中 不 含 人 工 变 量 , 故 表 中 的 基 可 行 解 和 == 


(也 ,过 ,二 ,0,0 ) 为 最 优 解 ,代入 目标 函数 得 =* 一 2X 卫 十 立 一 8 二。 


六” 隐 
表 1-8 
Ci 2 ] 0 0 0 
Cs 基 b | TC? Ts Ta Ts 
0 Ta 15 0 5 ] 0 0 
2 i 4 ] 2/6 0 1/6 0 
0 Xs ] 0 [1476 0 一 1/6 ] 
SS 0 1/3 0 = /3 0 
表 1-9 
Cr py ] 0 0 0 
Cs 基 b Tl C2 C3 | Ts 
0 Ta 15/2 0 0 ] 5/4 et 
2 TI 7/2 ] 0 0 1/4 12 
1 T2 3/2 0 ] 0 —1/4 3/2 
0 0 0 /二 = 


29, 


第 五 节 单纯 形 法 的 进一步 讨论 
一 、 人 工 变量 法 


在 上 述 例 5 中 ,化 为 标准 形式 后 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 ,以 此 作 初 始 
基 ,使 求 初始 基 可 行 解 和 建立 初始 单纯 形 表 都 十 分 方便 。 但 在 下 述 例 6 中 ,化 为 标准 形 后 
的 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 不 存在 单位 矩阵。 
例 6 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 
max 之 一 一 3X1 十 XT3 
zi 十 i 十 ss 委 .4 
| ni a dy 
3T2 十 X3 一 9 


1 2 2 0 


解 ” 先 将 其 化 成 标准 形式 ,有 


max >z 二 一 3X1 十 Za 十 0x4 十 0xs 

i Ty 一 4 (1.32a) 
有 —— Zi 一 T5 一 ] (1 S26) 
3Zzz 十 Xs = (1. 32c) 


T1 9T2 9 T3909T49T5 0 


这 种 情况 可 以 添加 两 列 单位 问 量 Pe ,P ,连同 约束 条 件 中 的 向量 Ps 构成 单位 矩阵 


Pp Pi P， 
] 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


Ps ,Py 是 人 为 添加 上 去 的 , 它 相 当 于 在 上 述 问题 的 约束 条 件 (1. 32b) 中 添加 变量 ze， 
约束 条 件 (1. 32c) 中 添加 变量 zy ,变量 ze,xzy 相应 称 为 人 工 变 量 。 由 于 约束 条 件 
(1. 32b)、(1. 32c) 在 添加 人 工 变量 前 已 是 等 式 , 为 使 这 些 等 式 得 到 满足 ,因此 在 最 优 解 中 
人 工 变 量 取 值 必须 为 去。 为 此 , 令 目 标 困 数 中 人 工 变量 的 系数 为 任意 大 的 负 值 ,用 "一 M7” 
代表 。“ 一 M” 称 为 “ 罚 因 子 ”, 即 只 要 人 工 变 量 取 值 大 于 零 , 目 标 消 数 就 不 可 能 实现 最 优 ， 
因而 添加 人 工 变量 后 , 例 6 的 数学 模型 形式 就 变 为 

1 
地 "yg = 
一 2zi 十 xs — zs — zs 十 ze 一 
3 3X2 十 Zs 十 Zr 二 
Zi 之 0 (一 上，……，,1) 
该 模型 中 与 P ,P,P; 对 应 的 变量 zi,ze,zy 为 基 变 量 , 令 非 基 变量 zi,zz,zs,zs 等 
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于 零 , 即 得 到 初始 基 可 行 解 六 ”= 二 (0,0,0,4,0,1,9)" ,并 列 出 初始 单纯 形 表 。 在 单纯 形 法 
迭代 运算 中 ,M 可 当 作 一 个 数学 符号 一 起 参加 运算 。 检 验 数 中 含 M 符号 的 , 当 MM 的 系数 
为 正 时 ,该 检验 数 为 正 ; 当 M 的 系数 为 负 时 ,该 项 检验 数 为 负 。 例 6 添加 人 工 变量 后 ,用 
单纯 形 法 求解 的 过 程 见 表 1-10。 


表 1-10 
Ci 一 > = 全 0 ] 0 0 一 M 一 M 
Cp 基 b 1 2 Ta Xa Xs 6 X7 
0 ra 4 1 1 1 1 0 0 0 
一 AM re ] Er- [1 = 0 = ] 0 
一 M xz 9 0 3 ] 0 0 0 ] 
6 一 2M 一 3 4M 1 0 一 AM 0 0 
0 za 3 3 0 2 1 1 一 ] 0 
0 x2 1 一 之 ] 一 0 一 ] ] 0 
一 M x 6 [6 0 4 0 3 < 全 ] 
人 一 6M 一 3 0 4M 十 ] 0 3M 一 4M 0 
0 Xa 0 0 0 0 1 2 Wb i 
0 x2 3 0 1 1/3 0 0 0 1/3 
= 1 ] ] 0 [273 0 1/2 md 1/6 
CO— 0 0 3 0 3/2 一 M 一 3/2 一 M 十 1/2 
0 Xa 0 0 0 0 1 一 1 /2 1/2 7 
0 T2 5/2 eh 1 0 0 一 1/4 1/4 1/4 
1 Ta 372 3/2 0 ] 0 3/4 a 1/4 
一 9/2 0 0 0 一 3/4 —M+3/4 一 M 一 1/4 
二 、 两 阶段 法 


用 大 M 法 处 理 人 工 变量 ,在 用 手工 计算 求解 时 不 会 碰 到 麻烦。 但 用 电子 计算 机 求解 
时 ,对 M 就 只 能 在 计算 机 内 输入 一 个 机 器 最 大 字 长 的 数字 。 如 果 线 性 规划 问题 中 的 a、 
b; 或 cj 等 参数 值 与 这 个 代表 M 的 数 相 对 比较 接近 ,或 远 远 小 于 这 个 数字 ,由 于 计算 机 计 
算 时 取 值 上 的 误差 ,有 可 能 使 计算 结果 发 生 错 误 。 为 了 克服 这 个 困难 ,可 以 对 添加 人 工 变 
量 后 的 线性 规划 问题 分 两 个 阶段 来 计算 , 称 两 阶段 法 。 

两 阶段 法 的 第 一 阶段 是 先 求解 一 个 目标 困 数 中 只 包含 人 工 变量 的 线性 规划 问题 , 即 
令 目 标 蚂 数 中 其 他 变量 的 系数 取 堆 ,人工 变量 的 系数 取 某 个 正 的 帝 数 (一 般 取 1) ,在 保持 
原 问 题 约 束 条 件 不 变 的 情况 下 求 这 个 目标 曲 数 极 小 化 时 的 解 。 显 然 在 第 一 阶段 中 , 当 人 
工 变量 取 值 为 0 时 ,目标 函数 值 也 为 0。 这 时 候 的 最 优 解 就 是 原 线性 规划 问题 的 一 个 基 
可 行 解 。 如 果 第 一 阶段 求解 结果 最 优 解 的 目标 函数 值 不 为 0,; 也 即 最 优 解 的 基 变 量 中 含 
有 非 零 的 人 工 变 量 , 表 明 原 线性 规划 问题 无 可 行 解 。 

当 第 一 阶段 求解 结果 表明 问题 有 可 行 解 时 ,第 二 阶段 是 在 原 问 题 中 去 除 人 工 变 量 , 并 
从 此 可 行 解 ( 即 第 一 阶段 的 最 优 解 ) 出 发 ,继续 寻找 问题 的 最 优 解 。 


GT 
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Di 


例 6 用 两 阶段 法 求解 时 ,第 一 阶段 的 线性 规划 问题 可 写 为 


min w 二 Z6 十 并 7 
Ti a TL TL 一 4 
人 n 一 ] 
STs Ta 十 zy 一 9 
Zi 之 0 (人 1 一 1,……，1) 


用 单纯 形 法 求解 时 , 先 将 问题 化 成 标准 形式 ,单纯 形 法 迭代 的 过 程 见 表 1-11。 
第 二 阶段 是 将 表 1-11 中 的 人 工 变量 ze,zy 除去 ,目标 限 数 回归 到 
max 二 一 3X]l 十 0x2z 才 X33 十 0X4 十 0Xxs 
再 从 表 1-11 中 的 最 后 一 个 表 出 发 ,继续 用 单纯 形 法 计算 ,求解 过 程 见 表 1-12。 


表 1-11 
cj 一 0 0 0 0 0 一 ] 
Cp 扯 pb Tl t2 Xs Xa Xs Xe 
0 ra 4 ] ] ] ] 0 0 
= Te ] 一 此 [1 一 ] 0 一 ] ] 
| X7 9 0 3 ] 0 0 0 
Cj — 一 2 4 0 0 一 1 0 
0 Xa 3 bo- 0 2 ] ] = 
0 X2 1 = ] < 0 = ] 
一 7 6 [6 0 4 0 3 = 一 人 
Cj 一 Zi 6 0 4 0 有 一 4 
0 Ta 0 0 0 0 1 1/2 1/2 
Ts 3 0 ] 1/3 0 0 0 
0 1 ] ] 0 /a 0 1/2 A 
cj 一 zi 0 0 0 0 0 一 ] 
表 1-12 
Ci 0 ] 0 
Cp 基 b Tl XT2 T3 wh 
Ta 0 0 0 0 ] 
2 + 0 ] 1/3 0 
a Xl ] ] 0 [273 0 
7 0 0 3 0 
| 0 0 0 0 ] 
X2 2 一 17/2 ] 0 0 
] XT3 /2 a2 0 ] 0 
Ci — 2 一 9/2 0 0 0 
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三 、 单 纯 形 法 计算 中 的 几 个 问题 


1. 目标 函数 极 小 化 时 解 的 最 优 性 判别 。 有 些 书 中 规定 求 目 标 消 数值 的 极 小 化 作 
为 线性 规划 的 标准 形式 ,这 时 只 需 以 所 有 检验 数 oj 三 0 作为 判别 表 中 解 是 否 最 优 的 
标志 。 

2. 退化 。 按 最 小 比值 0 来 确定 换 出 基 的 变量 时 ,有 时 出 现存 在 两 个 以 上 相同 的 最 小 
比值 ,从 而 使 下 一 个 表 的 基 可 行 解 中 出 现 一 个 或 多 个 基 变 量 等 于 去 的 退化 解 。 退 化 解 的 
出 现 原因 是 模型 中 存在 多 余 的 约束 ,使 多 个 基 可 行 解 对 应 同一 项 点 。 当 存在 退化 解 时 ,就 
有 可 能 出 现 迭 代 计 算 的 循环 ,尽管 可 能 性 极其 微小 。 为 避免 出 现 计 算 的 循环 ,1974 年 勃 
兰 特 (Bland) 提 出 了 一 个 简便 有 效 的 规则 : (1) 当 存在 多 个 i 二 0 时 ,始终 选取 下 标 值 为 最 
小 的 变量 作为 换 入 变量 ; (2) 当 计算 0 值 出 现 两 个 以 上 相同 的 最 小 比值 时 ,始终 选取 下 标 
值 为 最 小 的 变量 作为 换 出 变量 。 

3. 无 可 行 解 的 判别 。 本 章 第 三 节 单 纯 形 法 迭代 原理 中 ,讲述 了 用 单纯 形 法 求解 时 如 
何 判 别 问题 结局 属 唯一 最 优 解 .无穷 多 最 优 解 和 无 界 解 。 当 线性 规划 问题 中 添加 入 工 变 
量 后 ,无 论 用 人 工 变 量 法 或 两 阶段 法 ,初始 单纯 形 表 中 的 解 因 含 非 零 人 工 变量 , 故 实质 上 
是 非 可 行 解 。 当 求解 结果 出 现 所 有 6o; 夺 0 时 ,如 基 变 量 中 仍 含 有 非 零 的 人 工 变量 (两 阶段 
法 求解 时 第 一 阶段 目标 晒 数 值 不 等 于 零 ) ,表明 问题 无 可 行 解 。 

例 7 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 


max zz 一 2zl 十 并 
Xi 二 TT Zi 2 
-也 四 一 2 之 
二 132 


解 ” 在 图 解法 一 节 中 己 看 出 本 例 无 可 行 解 (参见 图 1-7)。 现 用 单纯 形 法 求解 。 在 添 
加 松弛 变量 和 人 工 变量 后 ,模型 可 写成 
max z 一 2X1 十 Zr 十 0zs 十 0zr 一 Mzi 


Wi Es 一 2 
s. t. < 2X1 十 27y 一 Zi 十 zi 一 6 
1 9 之 0 


以 zs ,zs 为 基 变 量 列 出 初始 单纯 形 表 , 进 行 迭代 计算 ,过 程 见 表 1-13。 表 中 当 所 有 
cj 一 之 侍 0 时 , 基 变 量 中 仍 含 有 非 零 的 人 工 变 量 zs 三 2, 故 例 7 的 线性 规划 问题 无 可 
行 解 。 
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表 1-13 
cj 一 2 1 0 0 一 M 

Cs 基 b Xl Z2 rs ra Ts 
0 3 2 [1] 1 0 0 
一 M rs 6 2 2 一 1] 1 
cj; —z; 2 十 2M 1 十 2M 0 一 M 0 
| ] ] ] 0 0 
—M Ts 0 一 2 一 ] ] 
es 一 1 一 2 一 2M 一 M 0 


四 、 单 纯 形 法 小 结 


1. 对 给 定 的 线性 规划 问题 应 首先 化 为 标准 形式 ,选取 或 构造 一 个 单位 和 矩阵 作为 基 ， 
求 出 初始 基 可 行 解 并 列 出 初始 单纯 形 表 。 对 各 种 类 型 线性 规划 问题 如 何 化 为 标准 形式 及 
如 何 选取 初始 基 变 量 可 参见 表 1-14。 


表 1-14 
线性 规划 模型 化 为 标准 形式 
不 变 
变 / / 
今 Ti XT; , 则 | Ti 0 
里 
令 zj; = 二 zi 一 zw ,其 中 zz; 实 0,z 宇 0 
b; 宇 0 不 变 
项 bi<0 约束 条 件 两 端 乘 “一 1” 
约 5 
束 , 人 十 Zr 一 Li 
条 ， 
件 之 十 Lat — pb; 
去 


nn 
> dj 一 2 十 Tu 一 让 
一 


沪 虽 芷 于 
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2. 单纯 形 法 的 计算 步骤 见 图 1-9。 


找 出 初始 基 可 行 解 
列 出 初始 单纯 形 表 


计算 检验 数 m 


存在 非 基 变量 N 否 | 唯一 
检验 数 为 堆 最 优 解 
四 是 
由 
二 无 界 解 | | 无 可 行 解 无 穷 多 最 优 解 


oemax{c)} 
Xx 为 换 和 人 基 变 量 
友 代 运算 
和 1. 用 xx 蔡 换 > 
设 0 min( a ea>o) 2. 列 出 新 的 单纯 形 表 
l -一 二 y 

= 王 中 对 主 元 素 行 (第 / 行 ) 
a 为 主 元 素 b=bi/an, ai=ayan 
x 为 换 出 变量 @ 其 他 行 i(i 才 站) 


' ' 
b baixbl bu, a aia a Ulk 


1-9 单纯 形 法 的 计算 步骤 框图 
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一 、 有 关 概 念 


数据 包 络 分 析 (data envelopment analysis,DEA) 是 一 种 基于 线性 规划 的 用 于 评价 同 
类 型 组 织 工 作 绩 效 相 对 有 效 性 的 工具 手段 。 这 类 组 织 例如 学 校 、 医 院 、 银 行 的 分 文 机 构 、 
超市 的 各 营业 部 等 ,各 自 具 有 相同 的 投入 和 相同 的 产 出 。 衡 量 这 类 组 织 之 间 的 绩效 高 低 ， 
通常 采用 投入 产 出 比 这 个 指标 , 当 各 自 的 投入 和 产 出 均 可 折算 成 同一 单位 ,如 用 货币 来 计 
量 时 ,很 容易 计算 出 各 目的 投入 产 出 比 并 按 其 大 小 进行 绩效 排序 。 但 当 被 衡量 的 同类 型 
组 织 有 多 项 投入 和 多 项 产 出 , 且 不 能 折算 成 统一 单位 时 ,就 无 法 算出 投入 产 出 比 的 数值 ， 
因而 就 需要 用 下 面 的 方法 进行 绩效 比较 。 例 如 有 4 所 小 学 ss ss 和 st 在 校 学 生 规 模 
相同 , 均 为 800 人 ,各 校 教 职工 数 和 建筑 面积 的 投入 见 表 1-15。 

用 横 坐 标 表 示 教 职工 数 , 纵 坐标 表示 建筑 面积 , 则 表 1-15 中 各 校 数 据 可 用 图 标示 , 见 
图 1-10。 


教 职 工 数 /名 
建筑 面积 /m” 


2 500 


建筑 面积 /m” 
| 


就 培养 800 名 学 生来 看 ,si sz 、 ss 三 所 学 校 的 投入 处 于 Pareto 最 优 状态 , 即 不 可 能 保 
持 其 中 一 项 投入 不 变 的 情况 下 ,减少 另 一 项 投入 的 水 平 , 达 到 培养 800 名 学 生 的 目标 。 由 
s1，52，54 三 点 连 成 的 折线 被 称 为 生产 前 沿 面 , 凡 前 沿 面 上 的 点 的 投入 状态 均 处 于 Pareto 
最 优 。 例 如 点 5 和 点 s 的 连 线 的 中 间 点 M, 其 坐标 值 为 


25 20 22.5 
0. 5l )+ 0. 5l )= ( ) 
1 800 2 500 2 150 


即 用 22. 5 名 教 职 工 和 2 150m? 的 建筑 面积 可 组 成 培养 800 名 学 生 的 学 校 , 并 且 不 可 能 做 
到 在 减少 其 中 一 项 投入 的 情况 下 而 不 增加 另 一 项 投入 。 

从 54 点 作 垂 线 癌 上 延伸 ,从 点 作 水 平 线 回 右 延 伸 ( 见 图 1-10 中 的 虚线 部 分 ) , 则 位 
于 由 虚线 和 折线 包围 的 右上 方 的 点 组 成 生产 可 行 集 , 即 按 这 个 集合 中 的 点 坐标 数字 的 教 
职工 和 建筑 面积 的 投入 , 按 已 列 出 学 校 的 绩效 水 平 , 均 能 办 成 一 个 800 名 学 生 规 模 的 学 
校 。 由 图 1-10 可 以 看 出 ,所 谓 生产 前 沿 面 是 生产 可 行 集 的 一 条 数据 包 络 线 , 它 是 在 现 有 
绩效 水 平 下 举办 800 名 学 生 规 模 学 校 ,需要 投入 教 职 工 和 建筑 面积 的 最 低 极 限 。 称 处 于 
生产 前 沿 面 上 的 点 为 DEA 有 效 。 

学 校 ss 并 非 DEA 有 效 。 例 如 从 ss 作 一 条 垂 线 , 交 s15s 连 线 于 点 (35,1 600); 通过 ss 
作 一 条 水 平 线 , 交 is 连 线 于 点 (30,1700)。 这 意味 着 知 保 持 35 名 教 职 工 不 变 , 则 只 需 
1 600m” 建筑 面积 ,或 保持 1 700m? 建筑 面积 不 变 , 则 只 需 教 职工 30 ee 
800 名 学 生 的 学 校 。 在 从 坐标 原点 作 同 ss 的 连 线 , 交 is 连 线 于 点 P(33. 54,1 629. 2) 。 


对 比 卫 点 同 ss 点 的 投入 ,有 一 jo 一 0. 958, 表 明 ss 的 绩效 只 相当 于 si 或 s 的 
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95.8%。 
上 面 用 作 图 方法 衡量 一 个 组 织 是 否 DEA 有 效 , 只 适用 于 投入 与 产 出 变量 数 总 和 不 
超过 3 个 的 情况 , 当 变 量 总 数 超过 3 个 时 ,就 需要 借助 线性 规划 方法 。 


二 、 线 性 规划 的 数学 模型 


在 DEA 中 通常 称 被 衡量 绩效 的 组 织 为 决策 单元 (decision making unit, DMU)。 设 
有 7 个 决策 单元 (j 二 1,…,n) ,每 个 决策 单元 有 相同 


的 芭 项 投入 (1 二 1,…:,m) 和 相同 的 ;项 产 出 (r= 二 决策 单元 
1,…,s)。 用 去 ; 表示 第 7 决策 单元 的 第 i 项 投入 ,用 1 2 … 7 


ys 表示 第 ] 决策 单元 的 第 ~ 项 产 出 ,图 1-11 比较 形 l> (Xu Xl2 °° Xi 
象 地 表示 出 这 个 决策 单元 的 投入 产 出 关系 。 现 在 长 J2™ |za za x 
要 衡量 某 一 决策 单元 j。 是 否 DEA 有 效 , 即 是 否 处 入 | | iw 
于 由 包 络 线 组 成 的 生产 前 沿 面 上 ,为 此 先 构 造 一 个 交 


由 个 决策 单元 线性 组 合成 的 假想 决策 单元 。 这 个 | 
n V21 yy22 yz2n | 一 2 天 
假想 决策 单元 的 第 i 项 投入 为 > jzzG 一 1,…， : : yy :|: 和 相 
n ys Ys2 ”Don 
m) 且 》 1 = 二 1GQ; 三 0) ,该 假想 决策 单元 的 第 ~ 项 1-11 


| 


产 出 为 了 yar 一 1 且 了 一 10; 之 0)。 如 果 这 文 个 假想 单元 的 各 项 产 出 均 不 低 
于 j。 决策 单元 的 各 项 产 出 , 它 的 各 项 投入 均 不 高 于 六 决策 单元 的 各 项 投入 , 即 有 


p37 > ys (r= 15°%,8) 
j=] 


DANzrs SE xs, (=1,%,m,E<1) 
j=1 


2 =1, Ny 宇 0 G = 1,.…,n) 
这 说 明 j。 决策 单元 不 处 在 生产 前 沿 面 上 。 基 于 上 述 可 写 出 如 下 线性 规划 的 数学 模型 : 


mink 
Dys > (r = 1,*…,s) 

s.t.4 DNrs < Ers, (i = 1,* ,m) (1. 33) 
j=1 


人 
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当 求 解 结果 有 二 1 时 , 则 j。 决策 单元 非 DEA 有 效 ,否则 jo 决策 单元 DEA 有 效 。 
例 8 振 华 银行 的 4 个 分 理 处 的 投入 产 出 情况 如 表 1-16 所 示 ( 产 出 单位 : 处 理 
笔 数 /月 )。 要 求 分 别 确定 各 分 理 处 的 运行 是 否 DEA 有 效 。 


表 1-16 
产 出 
分 理 处 
分 理 处 1 15 140 200 1 600 
分 理 处 2 20 350 1 000 
分 理 处 3 21 1 300 
分 理 处 4 20 1 500 


解 ” 若 先 确 定 分 理 处 1 的 运行 是 否 DEA 有 效 。 仿 式 (1. 33) 列 出 线性 规划 模型 


如 下 : 
mink 
] 800A1 十 1]000Az 十 800As 十 900A4 宇 1800 (1. 34a) 
200A1 十 350Az 十 450As 十 420A4 之 200 (1.34b) 
1 600A1 十 1000Az 十 1300A3 十 1500A4 宇 1 600 (1.34c) 
s. t.<15A1 十 20AMz 十 21As 十 2044 三 15 上 (1.34d) 
140A1 十 130AMz 十 120As 十 135AM4 三 140E (1.34e) 


A1 十 Xz 十 Xs 十 A 和 4 二 1 
Ai 二 0 GG = 1,*,4) 
求解 结果 为 玉 =1 ,说明 分 理 处 1 的 运行 为 DEA 有 效 。 在 上 述 模型 中 ,只 要 将 式 (1. 34a) 一 
式 (1. 34e) 的 右 端 项 数字 分 别 更 换 为 要 确定 的 分 理 处 的 产 出 和 投入 的 数字 ,就 可 以 分 别 计 
算出 5 的 值 。 计 算 结 果 为 对 分 理 处 3 和 分 理 处 4, 正 王 1; 但 对 分 理 处 2, 有 五 一 0. 966， 
A1 二 0. 28 ,3 一 0. 72 ,2 一 14 一 0, 即 分 理 处 2 运行 非 DEA 有 效 。 理 由 为 : 若 将 28% 的 分 理 
处 1 与 72% 的 分 理 处 3 组 合 , 其 各 项 产 出 不 低 于 分 理 处 2 的 各 项 产 出 ,但 其 投入 只 有 分 
理 处 2 的 96.6%， 


第 七 万” 其 他 应 用 例子 


应 用 线性 规划 解决 经 济 、 管 理 领 域 的 实际 问题 ,最 重要 的 一 步 是 建立 实际 问题 的 线性 
规划 模型 。 这 是 一 项 技巧 性 很 强 的 创造 性 工作 , 既 要 求 对 研究 的 问题 有 深入 了 解 ,又 要 求 
很 好 地 和 擎 握 线 性 规划 模型 的 结构 特点 ,并 具有 对 实际 问题 进行 数学 描述 的 较 强 的 能 力 。 
因此 在 研究 建立 一 些 较 复杂 的 数学 模型 时 ,需要 各 方面 专业 人 员 的 通力 协作 配合 。 
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一 般 来 讲 , 一 个 经 济 、 管 理 问 题 要 满足 下 列 条 件 , 才 能 归结 为 线性 规划 的 模型 : 
由 要 求解 的 问题 的 目标 能 用 某 种 效益 指标 度量 大 小 ,并 能 用 线性 晒 数 描述 目标 的 要 
求 ; 加 为 达到 这 个 目标 存在 多 种 方案 ; 包 要 达到 的 目标 是 在 一 定 约束 条 件 下 实现 的 ， 
这 些 条 件 可 用 线性 等 式 或 不 等 式 描述 ; 由 决策 变量 取 值 是 连续 的 ,可 以 是 小 数 、 分 数 或 
任意 实数 。 

下 面 通过 一 些 例子 来 说 明 如 何 将 一 些 实际 问题 归结 为 线性 规划 的 数学 模型 。 

例 9 混合 配料 问题 

某 糖果 三 用 原料 A、B、C 加 工 成 三 种 不 同 牌 号 的 糖果 甲乙 、 丙 。 已 知 各 种 牌号 糖果 
中 原料 A、B、C 含量 .原料 成 本 、 各 种 原料 的 每 月 限制 用 量 , 三 种 牌号 糖果 的 单位 加 工 费 及 
售 价 ,如 表 1-17 所 示 。 问 该 三 每 月 生产 这 三 种 牌号 糖果 各 多 少 kg, 才 能 使 其 获 利 最 大 。 
试 建立 这 个 问题 的 线性 规划 的 数学 模型 。 


表 1-17 
A 三 60% 三 30 % [2 00 2 000 
B 1. 50 2 500 
过 20% <<50 0% 过 60% 1. 00 1 200 


TE 0. 50 0. 40 0. 30 
解 ”用 ;一 1,2,3 分 别 代 表 原 料 A、B、C, 用 j 二 1,2,3 分 别 代表 甲 . 乙 、 丙 三 种 糖果 ， 
喜 为 生产 第 7 种 糖果 耗 用 的 第 i 种 原料 的 kg 数量 。 该 三 的 获 利 为 三 种 牌号 糖果 的 售 价 
减 去 相应 的 加 工 费 和 原料 成 本 ,三 种 糖果 的 生产 量 z 四 ,zz ,ZX 页 分 别 为 : 
ZX 甲 一 X11 十 X21 十 X31 
Xz = X12 十 X22 十 X32 
X 丙 二 X13 十 X23 十 X33 
三 种 糖果 的 生产 量 受 到 原材料 月 供应 量 和 原料 含量 成 分 的 限制 。 由 此 例 9 的 数学 模型 可 
归结 为 : 
max z 一 (3. 40 一 0. 50) (Zil Za zx) (2.85— 0.40)(z 二 XT» 十 Zsz) 十 
人 220 一 
1.50(zal 十 Xz 十 X23) 一 1.00(zsl 十 X32 十 X33) 
=0. 9zn 十 1.4z2 十 1.9zsl 十 0.457zi 二 0.9572s 十 1. 45x73 一 
0. 057zls 十 0.45xz3 十 0.95x33 


@ 


Z1 十 并 2 十 并 3< 妇 2 | 
X21 十 X22 十 Xzs 夺 2 500 。 原料 月 供应 量 限 制 
TwiT Ta Trl | 
ZX 之 0.6(zlil 十 Zrzl 十 Zs3l) 
s.t<4TZs<:0.2(4zZi 二 2 十 并 9) 
Ta>0.3(T13 TT TT Tn) 
X32 0. 5(z12 x2z 十 32 ) 
X33 夺 0. 6(xz13 十 X23 十 X33) 
Wd) tlds 7— 1 
本 题 最 优 解 为 zn 二 580 ,zz 二 386. 66 ,zs 一 0,ziz 一 1420,zz 一 2 113. 33 ,zsz 一 1 200， 
Zl13 一 0,z2 一 0,zss 一 0。 即 该 糖果 三 每 月 应 生产 甲 种 糖果 966. 66kg, 乙 种 糖果 4 733. 33kg， 
丙种 糖果 0kg, 可 获 利 5 450 元 。 
例 10 产品 计划 问题 
某 厂 生产 工 .T、 焉 三 种 产品 ,都 分 别 经 A、B 两 道 工 序 加 工 。 设 A 工序 可 分 别 在 设 
备 Ai 或 A 上 完成 ,有 Bi 、B:、Bs 三 种 设备 可 用 于 完成 也 工序。 已 知 产 品 工 可 在 A、B 任 
何 一 种 设备 上 加 工 ; 产品 下 可 在 任何 规格 的 A 设备 上 加 工 , 但 完成 B 工序 时 ,只 能 在 Bi 
设备 上 加 工 ; 产品 下 只 能 在 A: 与 Bz 设备 上 加 工 。 加 工 单 位 产品 所 需 工 序 时 间 及 其 他 各 
项 数据 见 表 1-18, 试 安排 最 优生 产 计 划 ,使 该 三 获 利 最 大 。 


含量 成 分 的 限制 


a 一 没 备用 各 时 /| 设备 加工 和 /< 元 / 


Al 0. 05 
A: 0. 03 
B， 0. 06 
B; 0.11 
Bs 0. 05 
原料 费 /( 元 / 件 ) 
售 价 /( 元 / 件 ) 


解 ” 设 产品 工 , 工 , 焉 的 产量 分 别 为 zi,zz,zs 件 。 产 品 工 有 6 种 加 工 方 案 , 分 别 利 用 
设备 (A， ,了 ) 〈A， "也 ) 〈A， ,了 BA BA BO 方案 加 工 的 产品 下 数 
量 用 T1112 9 TC13 9C14 -C15 ,TX16 表 不 ; 产品 外 有 2 种 加 工 方案 . 即 (A， ,Bi) 〈A:,Bi) ,加 工 数 
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量 用 za ,zz 表示 ; 产品 加 只 有 1 种 加 工 方案 (A:,B:) ,加 工 数 量 等 于 x3。 而 
X1 二 X11 十 X12 十 X13 十 X14 十 X15 十 工 16 
X2 = X21 十 X22 
工厂 的 最 利 为 产品 售 价 减 去 相应 的 原料 费 和 设备 加 工 费 。 产 品 加 工 量 只 受 设 备 有 效 台 时 
的 限制 。 故 对 例 10 可 建立 如 下 线性 规划 模型 : 
max zz 一 (1.25 一 0.25)(zlil 二 Zz 二 Zz13 十 Xu 十 Zis 十 X16) 二 (2.00— 0.35) XX 
(za TL) T2800.50)7—0.00(90rn oO LO 一 
0.03(7z7mw TT Trw 人 Trin 9raT lr —0.00(0711 TT 0zn + BraiT 
8zazz) 一 0.11(4zriz 十 4x1s 十 11xs3) 一 0.05(7Xx1s 十 7x16) 


Orai Di Marya 十 10zal < 6 000 
7Zl4 十 7X1s 十 716 十 9zzz 十 12zs 迄 ]10000 
6x11 "Oi 十 8T2z1 十 8zzz < 4 000 
~ 4z12 十 4x1s 十 11zs 二 7 000 
7 X13 十 7x16 之 4 000 
zi 之 0 


本 题 最 优 解 为 zi 一 0,ziz 一 628. 57,zis 一 571. 42,zu 一 0,z5 一 230. 05,zl6 一 0,z2 一 0， 
Z22 一 500,zs 一 324.14。 即 该 厂 应 生产 产品 工 1 430 件 , 产 品 卫 500 件 , 产 品 焉 324. 14 件 ， 
可 获 利 1190. 57 元 。 

例 11 海河 市 公交 公司 负责 全 市 公交 车 辆 的 运行 与 维修 管理 ,已 知 每 天 各 时 段 所 需 
人 数 如 表 1-19 所 示 , 公 司 所 有 人 员 每 天 从 上 班 起 连续 工作 6 小 时 ,每 周 安排 一 天 休息 。 
要 求 回 答 : 

(1) 该 公司 需 配 备 多 少 人 员 ,能 满足 公司 的 正常 运转 ; 

(2) 由 于 工作 时 间 差 别 , 有 的 早上 5:00 就 上 班 , 有 的 到 23:00 才 下 班 ; 又 每 周 休息 一 
天 ,有 的 安排 在 周一 到 周 五 ,有 的 安排 在 周 六 或 周 日 ,不 够 平等 。 因 此 提出 如 何 安排 一 天 
内 的 倒班 及 每 周 内 一 天 的 休息 日 的 日 期 ,关系 公司 人 员 的 切身 利益 。 怎 样 才能 做 到 完全 


公平 合理 。 


13:00 一 15 :00 


解 (1) 设 以 X11 X29"""”"。T9 分 别 表 示 各 时 段 初 开 始 上 班 人 数 , 因 19 :00 和 21:00 不 
再 有 人 员 开 始 上 班 , 故 zs 三 ze 二 0。 由 此 建立 每 天 各 班 所 需 人 员 数 的 数学 模型 如 下 : 
人 


二] 之 26 
二 -0 
Tl 十 Xz 十 Xs -34 

XTX2 十 TX3 十 并 4 之 40 

.2 We he 之 38 

Ys “ss 之 50 


We. 
z6 十 zy 之 36 
rx? 宇 26 
zi 宕 0 G = 1,.…,7) 
求解 得 最 优 解 如 下 : 兰 * = 二 (26,24,0,30,10,10,26),z* 二 126。 因 所 有 人 员 每 周 休息 


一 天 , 故 该 公交 公司 总 需 人 员 数 为 126X 世 一 147( 人 )。 


(2) 为 了 做 到 排 班 公平 , 先 考虑 每 周 休 息 一 天 的 公平 。 对 147 名 人 员 进 行 编号 ,从 
OO@、@… 到 他 .多 .名 号 ,每 21 人 编 一 个 组 , 即 外 一 四 .四 一 个 . 鲁 一 旬 、… 坟 一 人 @ 四 一 
曲 共 分 7 个 组 , 设 第 一 周 每 天 上 班 及 休息 人 员 如 表 1-20 所 示 。 


到 第 二 周 时 ,周一 至 周 日 上 班 及 休息 人 员 组 
一 周 ,周一 至 周 日 上 班 及 休息 时 间 的 人 员 依 次 组 合 号 为 Cs ,C4, ,Cr,Ci,Cz。 这 样 经 过 
7 周 的 轮换 ,每 个 工作 人 员 刚 好 从 周一 至 周 日 分 别 各 休息 一 天 。 

做 到 上 班 天 数 内 工作 人 员 在 7 个 不 同时 段 上 班轮 换 的 公平 ,原理 同上 述 类 似 。 以 组 
合 号 为 C1 的 这 组 人 员 ( 编 号 为 一 @) 为 例 ,他 们 依次 上 班 时 间 为 第 一 周 的 周一 、 第 二 周 
的 周二 、……… ` 第 七 周 的 周 日 , 青 轮转 为 第 八 周 的 周一 ,……* 具 体 轮 班 安排 见 表 1-21。 


n> 
di 


调整 为 Cs ,C3 和 ,Ce ,C7 ,C1 ,上 骨 到 下 
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v 


表 1-21 


需求 组 内 人 员 轮 班 时 间 安 排 


000 | Ww OG GO | | oO8 | | Hm | | .0-6 
Tool 2 om Go| | om | | oo | | 9- 
oo ol -| — | = | | - | | -= 
ocx 50 58 BH | | Hm | |550-@| | 
13:00719:00| 10 8~@| @-m | | Hm | | 68 | | ® 
15:00721:00| 10 1D~@| @-@ | | oo | | 6o-@ | | @®- 
17:00723:00| 55 |@~@|@~@.0| |o-GO-o | oo | | ® 


由 上 可 知 , 该 公交 公司 人 员 每 7 周 才 能 在 周一 至 周 日 的 休 班 时 间 
轮换 一 个 循环 ,而 相同 组 合 号 人 员 需 126 个 班 才能 在 班次 轮换 上 做 到 
平衡 。 故 总 需要 126X7 王 882( 天 ) 实 现 一 个 周 内 休息 日 安排 平等 和 每 
天 倒班 班次 平等 的 大 循环 。 


习 宦 


1.1 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 ,(1) 指 出 问题 具有 唯一 最 优 
解 .无 穷 多 最 优 解 .无 界 解 还 是 无 可 行 解 ; (2) 当 具有 限 最 优 解 时 ,指出 单纯 形 表 中 的 各 基 
可 行 解 对 应 图 解法 中 可 行 域 的 哪 一 项 点 。 


(1) min z 一 2zl 十 3z， (2) max z 一 3Z1 十 27z， 
4 二 1 十 6xs 宇 6 2X1 十 Xs 夺 2 
S。 at 、 etter 
L192 二 0 L193 之 0 
(3) max z 一 571 十 6 (4) max z 一 571 二 67 
SEE A ee 
a 371 二 27 之 8 加 | -tae 
0 二 Xi1 三 6 ZlyZ2 之 0 
DT 
1.2 将 下 述 线 性 规划 问题 化 成 标准 形式 。 
(1) min z 一 一 3Z] 十 47y 一 2 十 5 并 4 (2) min z 一 2z1 一 2zy 十 37s 
4T1 一 Xs 十 2X3 一 X14 二 一 2 
1 十 工 > 十 并 ;一 4 
a my pld 
s. t. s. t.<—2ZX1 十 Xs 一 Xs3 夺 6 
ee ey he ee 
ZI1<0,Zz 之 0,Zs 无 约束 
L192 0 9 a 无 约束 


A 
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1.3 对 下 述 线 性 规划 问题 找 出 所 有 基 解 ,指出 哪些 是 基 可 行 解 ,并 确定 最 优 解 。 
(1) max z= 3Xx1 十 5x2 (2) min z 一 5zZl 一 2zz 十 3zs 十 274 
X1 十 zs 一 4 
2X2 十 zx4 二 12 
3X1 十 2Xz 十 Xs 二 18 
Xj 宇 0 J 三 1 ,*…,5 
1.4 题 1.1(3) 中 ,各 目标 晒 数 变 为 max zx 王 cz 十 drzz ,讨论 c,d 的 值 如 何 变 化 ,使 该 
问题 可 行 域 的 每 个 顶点 依次 使 目标 晒 数 达到 最 优 。 
1.5 考虑 下 述 线 性 规划 问题 : 


InaX 之 二 C1X1 二 Cc2X2 


Xl 十 2Tz 十 3T3 十 47T4 二 7 
s. t.<271 十 27s 十 TT3 十 274 二 3 
rz; 宇 0 (j=1,.… ,4) 


al 十 aizZzz Oi 
s.t.4Q2zl 十 azzZz bs 
1 
式 中 ,1 委 c 和 3, 4 和 cc 和 过 6, 一 1 和 ca 和 去 3 2 和 at 和 去 5,8 和 去 0 和 去 12,2 和 去 aa 和 4,4 委 az2 委 0， 
10 夺 bs 三 14, 试 确定 目标 函数 最 优 值 的 下 界 和 上 界 。 
1.6 分 别 用 单纯 形 法 中 的 大 M 法 和 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 问题 ,并 指出 属 哪 


一 类 解 。 
(1) min z 一 2zl 十 3zz 十 工 (2) max z= 10x1 十 15zx;s 十 12xs 
57Z] 二 3 工 二 Xs 近 9 
Xl 十 4Xz 十 2X3 之 8 | 
br TOrs Tl15rs S15 
s. t. < 3X1 十 2X2 20 s. t. 


之 元 ] 十 工 z 一 工 5 


人 
a sa va) 
1.7 已 知 某 线性 规划 问题 的 初始 单纯 形 表 和 用 单纯 形 法 迭代 后 得 到 表 1-22, 试 求 
括 弧 中 未 知 数 a 一 / 的 值 。 


表 1-22 
项 目 i TX2 3 xs 
ra 6 (b) (c) (d) 1 0 
Ts ] 一 3 (e) 0 ] 
Cj 一 之 j (a) =] 2 0 0 
Xl (f) (g) pr 一 ] 2 0 
rs 4 (h) (7) ] 1 7 2 ] 
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1.8 线性 规划 问题 如 下 : 
max > 一 C1Z1 二 cz 
Q1Z1 十 Qilz 工 2 E bi 
Sb | Zl1 十 azzZzz 三 bs 
| ”2 之 0 


用 单纯 形 法 求解 得 表 1-23( 表 中 zs ,z4 为 松弛 变量 ) 。 


表 1-23 
项 日 ri 2 3 ra 
Tl 5 /2 ] 0 3 py 
To ] 0 ] ] ] 
Ci ji 0 0 —2 一 3 


求 Qu A1221 04229C1 C2 D102 的 值 。 
1.9 考虑 线性 规划 问题 


maxz = azr]l 二 2X; 十 Xs 一 4Z4 


ZI 十 并 一 XxX4 一 4 十 28 (1) 
Ss. t., | T2 十 Ts - 2Ta 二 5 十 1B (11) 
X19X29T39T4 宇 0 


模型 中 av 为 参数 ,要求 : 

(1) 组 成 两 个 新 的 约束 (0)' = (Ci) 十 (Ciil,(Cii) = 二 (ii) 一 2(i), 根 据 式 (i)' 和 式 (Gii)', 以 
TL1 5 为 基 变 量 , 列 出 初始 单纯 形 表 ; 

(2) 在 表 中 ,假定 8=0, 则 wa 为 何 值 时 ,zi,zs 为 问题 的 最 优 基 ; 

(3) 在 表 中 ,假定 ec= 王 3, 则 8 为 何 值 时 ,zi,zs 为 问题 的 最 优 基 。 

1. 10 ” 试 述 线性 规划 模型 中 “线性 ”二 字 的 含义 ,并 用 实例 说 明 什 么 情况 下 线性 的 假 
设 将 被 违背 。 

1.11 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,为 什么 ? 

(1) 含 n 个 变量 mm 个 约束 的 标准 型 的 线性 规划 问题 , 基 解 数 恰 好 为 C” 个; 

(2) 线性 规划 问题 的 可 行 解 如 为 最 优 解 , 则 该 可 行 解 一 定 为 基 可 行 解 ; 

(3) 如 线性 规划 问题 存在 可 行 域 , 则 可 行 域 一 定 包 含 坐 标的 原点 ; 

(4) 单纯 形 法 迭代 计算 中 ,必须 选取 同 最 大 检验 数 oj 二 0 对 应 的 变量 作为 换 入 基 的 

1.12 线性 规划 问题 max zx 二 CX,AX 一 b, 半 宇 0, 如 兰 " 是 该 问题 的 最 优 解 ,又 4 二 0 
为 某 一 和 常数, 分别 讨论 下 列 情况 时 最 优 解 的 变化 。 

(1) 目标 晒 数 变 为 max z 二 ACX; 

(2) 目标 郴 数 变 为 max zx 二 (C 十 4) 六; 


六 
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(3) 目标 曙 数 变 为 max = 一 天 X ,约束 条 件 变 为 AX=Ab。 


1.13 某 饲 养 场 饲 养 动物 出 售 , 设 每 头 动 物 每 天 至 少 需 700g 和 焦 白 质 、30g 矿物 质 、 
100mg 维生素 。 现 有 五 种 饲料 可 供 选 用 ,各 种 饲料 每 kg 营养 成 分 含量 及 单价 如 表 1-24 
所 示 。 


表 1-24 
饲料 价格 /( 元 /kg) 
] 罗 : 0. 2 
2 ' 0.7 
3 0. 4 
4 + | 
5 0.8 


要 求 确定 既 满足 动物 生长 的 营养 需要 ,又 使 费用 最 省 的 选用 饲料 的 方案 。 
1.14 辽源 街 邮 局 从 周一 到 周 日 每 天 所 需 的 职员 人 数 如 下 表 1-25 所 示 。 职 员 分 别 
安排 在 周 内 某 一 天 开始 上 班 ,并 连续 工作 5 天 ,休息 2 天 。 


表 1-25 人 
周 = = 四 五 入 日 

所 需 人 数 17 13 15 19 14 16 ] 1] 
要 求 确 定 : 


(1) 该 邮局 至 少 应 配备 多 少 职 员 ,才能 满足 值班 需要 ; 

(2) 因 从 周一 开始 上 班 的 ,双休日 都 能 休息 ; 周二 或 周 日 开始 上 班 的 ,双休日 内 只 能 
有 一 天 得 到 休息 ; 其 他 时 间 开 始 上 班 的 ,两 个 双休日 都 得 不 到 休息 ,很 不 合理 。 因 此 邮局 
准备 对 每 周 上 班 的 起 始 日 进行 轮换 (但 从 起 始 日 开始 连续 上 5 天 班 的 规定 不 变 ), 问 如 何 
安排 轮换 ,才能 做 到 在 一 个 周期 内 每 名 职工 享受 到 同等 的 双休日 的 休假 天 数 ; 

(3) 该 邮局 职员 中 有 一 名 领班 ,一 名 副 领 班 。 为 便于 领导 ,规定 领班 于 每 周一 、 三 、 
四 五 .六 上 班 , 副 领班 于 一 二 、 三 五 .日 这 5 天 上 班 。 据 此 试 重新 对 上 述 要 求 (1) 和 (2) 

1.15 一 条 货轮 分 前 .中 、 后 三 个 舱位 ,它们 的 容积 与 最 大 允许 载重 量 如 表 1-26 所 
示 。 现 有 三 种 货物 待 运 , 已 知 有 关 数 据 列 于 表 1-27。 


表 1-26 

项 日 后 舱 
最 大 允许 载重 量 /t 1 500 
容积 /ms 1 500 
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每 人 重量/C7 作 | 运 价 7 元 /人 
A 600 10 8 1 000 
也 1 000 9 6 700 


又 为 了 航运 安全 ,前 .中 后 舱 的 实际 载重 量 大 体 保 持 各 舱 最 大 允许 载重 量 的 比例 关 
系 。 具 体 要 求 : 前 、 后 舱 分 别 与 中 舱 之 间 载 重量 比例 的 偏差 不 超过 15% ,前 、 后 舱 之 间 不 
超过 10%。 问 该 货轮 应 装载 A、B、C 各 多 少 件 运费 收入 为 最 大 ? 试 建立 这 个 问题 的 线性 

1.16 长 城 通 信 公 司 拟 对 新 推出 的 一 款 手机 收费 套餐 服务 进行 调查 ,以 便 进一步 设 
计 改 进 。 调 查 对 象 设 定 为 商界 人 士 及 大 学 生 , 要 求 : (1) 总 共 调 查 600 人 ,其 中 大 学 生 不 
少 于 250 人 ; (2) 方 式 分 电话 调查 和 问卷 调查 ,其 中 问卷 调查 人 数 不 少 于 30%; (3) 对 大 
学 生 电 话 调查 80% 以 上 应 安排 在 周 六 或 周 日 ,对 商界 人 士 电 话 调查 80% 以 上 应 安排 在 周 
一 至 周 五 ;(4) 问 卷 调查 时 间 不 限 。 已 知 有 关 调 查 费 用 如 表 1-28 所 示 , 问 该 公司 应 如 何 
安排 调查 ,使 总 的 费用 为 最 省 。 


表 1-28 元 /人 次 


电话 调查 
调查 对 象 问卷 调查 


商界 人 士 3. 5 3.0 5. 0 


1.17 生产 存储 问题 。 某 厂 签 订 了 5 种 产品 (i 二 1,…,5) 上 半年 的 交 货 合同 。 已 知 
各 产品 在 第 7 月 (二 1,…,6) 的 合同 交 贷 量 D; ,该 月 售 价 s; 、 成 本 价 cj; 及 生产 1 件 时 所 宕 
工时 a; 。 该 厂 第 月 的 正常 生产 工时 为 ,但 必要 时 可 加 班 生 产 , 第 j 月 允许 的 最 多 加 班 
工时 不 超过 刻 ,并 且 加 班 时 间 内 生产 出 来 的 产品 每 件 成 本 增加 额外 费用 c ;元 。 若 生产 出 
来 的 产品 当月 不 交 货 ,每 件 库存 1 个 月 交 存 储 费 p; 元 。 试 为 该 三 设 计 一 个 保证 完成 合同 
交 货 ,又 使 上 半年 预期 赢利 总 额 为 最 大 的 生产 计划 安排 。 

1.18 宏 银 公 司 承 诺 为 某 建设 项 目 从 2003 年 起 的 4 年 中 每 年 年 初 分 别提 供 以 下 数 
额 贷款 : 2003 年 100 万 元 ,2004 年 150 万 元 ,2005 年 120 万 元 ,2006 年 
110 万 元 。 以 上 贷款 资金 均 需 于 2002 年 年 底 前 筹集 齐 。 但 为 了 充分 发 挥 这 笔 资 金 的 作 
用 ,在 满足 每 年 贷款 额 情况 下 ,可 将 多 余 资 金 分 别 用 于 下 列 投资 项 目 : 

(1) 于 2003 年 年 初 购买 A 种 债券 ,期 限 3 年 ,到 期 后 本 息 合计 为 投资 额 的 140% ,但 
限购 60 万 元 ; 

(2) 于 2003 年 年 初 购买 B 种 债券 ,期 限 2 年 ,到 期 后 本 息 合 计 为 投资 额 的 125% ,是 
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他 
限购 90 万 元 ; 
(3) 于 2004 年 年 初 购买 C 种 债券 ,期限 2 年 ,到 期 后 本 息 合计 为 投资 额 的 130% ,但 
限购 50 万 元 ; 


(4) 于 每 年 年 初 将 任意 数额 的 资金 存放 于 银行 ,年 息 4% ,于 每 年 年 底 取 出 。 
求 宏 银 公司 应 如 何 运 用 好 这 笔 筹 集 到 的 资金 ,使 2002 年 年 底 需 筹集 到 的 资金 数额 为 
最 少 。 

1. 19 红豆 服装 三 新 推出 一 款 时 装 , 据 经 验 和 市 场 调 查 ,预测 今后 6 个 月 对 该 款 时 装 
的 需求 为 :1 月 一 一 3 000 件 ; 2 月 一 一 3 600 件 ; 3 月 一 一 4 000 件 ; 4 月 一 一 4 600 件 ; 
5 月 一 一 4 800 件 ; 6 月 一 一 5 000 件 。 生 产 每 件 需 熟练 工人 工作 4h, 耗 用 原材料 150 元 ， 
售 价 为 240 元 / 件 。 该 厂 1 月初 有 熟练 工 80 人 ,每 人 每 月 工作 160h。 为 适应 生产 需要 ， 
WR i 训 , 但 培训 一 名 新 工人 需 占用 熟练 工人 50h 用 于 指导 操作 ,培训 期 为 
一 个 月 ,结束 后 即 可 上 上岗。 熟练 工人 每 月 工资 2 000 元 ,新 工人 培训 期 间 给 予 生活 补贴 
了 转正 后 工资 与 生产 效率 同 熟练 工人 。 又 熟练 工人 ( 含 转 正 一 个 月 后 的 新 工人 ) 每 
月 初 有 2% 因 各 种 原因 离职 。 已 知 该 厂 年 初 已 加 工 出 400 件 该 款 时 装 作为 库存 ,要 求 
6 月 末 存 库 1 000 件 。 又 每 月 生产 出 来 时 装 如 不 在 当月 交 货 ,库存 费用 为 每 件 每 月 10 元 。 
试 为 该 厂 设 计 一 个 满足 各 月 及 6 月 末 库 存 要求 , 又 使 1 一 6 月 总 收入 为 最 大 的 劳动 力 安排 
方案 。 

1.20 祥瑞 贸易 公司 专门 经 营 某 种 杂粮 的 批发 业务 。 公 司 现 有 库容 5 000 吨 的 仓 
库 。1 月 1 日 公司 拥有 库存 1000 吨 的 杂粮 ,并 有 资金 20 000 元 。 估 计 第 一 了 
如 表 1-29 所 示 。 如 买 进 的 杂粮 当月 到 货 , 则 需 到 下 月 才能 卖 出 , 且 规 定 “ 货 到 付款 ”。 公 
司 希 望 本 季 末 库存 为 2 000 吨 , 问 应 采取 什么 样 的 买 进 与 卖 出 的 策略 使 3 Se 总 的 获 利 
最 大 。 要 求 列 出 本 问题 的 线性 规划 模型 ,但 不 需求 解 。 


表 1-29 元 / 吨 
1 2 850 3 100 
2 3 050 3 250 


3 2 900 2 950 


HAPIER 2 
种 二 齐 
线性 规划 的 对 偶 理论 与 灵敏 度 分 析 


第 一 六 ” 线 性 规划 的 对 偶 问 题 


一 、 对 偶 问 题 的 提出 


《现代 汉语 词典 )( 修 订 本 ) 中 有 关 “ 对 侦 ” 的 释义 为 “修辞 方式 ,用 对 称 的 字句 加 强 语言 
的 效果 。《 中 国企 业 管理 百科 全 书 ) 中 ,有 关 对 偶 理 论 词 条 的 释义 为 “实质 相同 但 从 不 同 角 
度 提出 的 不 同 提 法 的 一 对 互 为 对 偶 的 问题 。 如 企业 怎样 充分 利用 现 有 人 力 、 物 力 完成 更 
多 任务 和 怎样 用 最 少 人 力 物 力 去 完成 给 定 的 任务 ,就 是 互 为 对 偶 的 一 对 问题 。 对 偶 理论 
是 从 数量 关系 上 研究 这 一 对 问题 的 性 质 ,关系 及 应 用 的 理论 和 方法 .” 因 此 无 论 从 理论 或 
实践 角度 ,对 侦 理 论 都 是 线性 规划 中 的 一 个 最 重要 和 有 趣 的 概念 。 对 偶 理 论 的 基本 思想 
是 ,每 一 个 线性 规划 问题 都 存在 一 个 与 其 对 偶 的 问题 ,在 求 出 一 个 问题 解 的 时 候 , 也 同时 
给 出 了 另 一 问题 的 解 。 下 面 先 通过 实际 例子 看 对 偶 问题 的 经 济 意义 。 

例 1 第 一 章 例 1 美佳 公司 利用 该 公司 资源 生产 两 种 家 电 产 品 时 ,其 线性 规划 问 


(LP1) maxzZz 一 2zl 十 工 
Da SE 1 
十 ZX。 委 24 
"| 二 
TiyTs 0 
现 从 另 一 角度 提出 问题 。 假 定 有 茶 个 公司 想 把 美佳 公司 的 资源 收买 过 来 , 它 至 少 应 
付出 多 大 代价 ,才能 使 美佳 公司 愿意 放弃 生产 活动 ,出 让 目 己 的 资源 ? 显然 美佳 公司 愿 出 
让 目 己 资源 的 条 件 是 ,出 让 代价 应 不 低 于 用 同等 数量 资源 由 自己 组 织 生产 活动 时 获取 的 
赢利 。 设 分 别 用 wm ,yw 和 ys 代表 单位 时 间 (h) 设 备 A. 设 备 B 和 调试 工序 的 出 让 代价 。 
因 美佳 公司 用 6h 设备 B 和 1h 调试 可 生产 一 件 家 电工 ,赢利 2 元 ; 用 5h 设备 A.2h 设备 
B 及 1h 调试 可 生产 一 件 家 电工 , 帮 利 1 元 。 由 此 yi'yz'ys 的 取 值 应 满足 


6y: 十 ya 之 a 
> Ce, 1) 
STT 2y2 3 之 ] | 
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又 该 公司 希望 用 最 小 代价 把 美佳 公司 的 全 部 资源 收买 过 来 , 故 有 
min z = l5y1 十 24yz 十 5y3 (2 2) 
显然 y: 宇 0 (i 二 1,2,3) ,再 综合 式 (2.1) 和 式 (2.2), 有 
(LP 2) min w= 15y1 十 24yz 十 5y3 
6yz 十 ys 宇 2 
S。 :ra | 
y1，y2， ys 之 0 
上 述 LP1 和 LP2 两 个 线性 规划 问题 ,通常 称 前 者 为 原 问 题 ,后 者 是 前 者 的 对 偶 问 题 。 


二 、 对 称 形式 下 对 偶 问 题 的 一 般 形式 


定义 : 满足 下 列 条 件 的 线性 规划 问题 称 为 具有 对 称 形式 : 其 变量 均 具 有 非 负 约束 ， 
其 约束 条 件 当 目标 果 数 求 极 大 时 均 取 "过 ?号 , 当 目 标 果 数 求 极 小 时 均 取 “三 ”号 。 
对 称 形 式 下 线性 规划 原 问 题 的 一 般 形 式 为 
max 之 一 ClIZ1 十 czZz 十 … 十 cnezn 
Gm TT Ors oT mts < by 
Qaz1X1 十 QzzXz 十 … 十 aznTn 二 Da 
- : (ZB) 
SR We oh en Rs ey id so 
Ti0 (41 一] ,nn) 
用 yi 二 1,…,m) 代 表 第 i 种 资源 的 估价 , 则 其 对 偶 问 题 的 一 般 形式 为 
min w = biyi 十 bz yz 十 … 十 Dmnym 
Quy1 十 alzyz 二 十 am Ym 之 Cl 
al2y1 十 azzyz 十 … 十 anzym 之 ca 
和 : (2. 4) 
Wn nm 
yi 之 0 (i= 1, ,m) 
用 矩阵 形式 表示 ,对 称 形式 的 线性 规划 问题 的 原 问 题 和 对 偶 问 题 可 分 别 表示 为 


max > 一 CX min ro 一 了 LI1 
AX 二 8 A'YY 宇 C 

Ss + ES S :| (2.6) 
关 二 0 Y 0, 


Y 是 列 向 量 ， Y = (yi yz。yVn) 
将 上 述 对 称 形 式 下 线性 规划 的 原 问 题 与 对 偶 问 题 进行 比较 ,可 以 列 出 如 表 2-1 所 示 
的 对 应 关系 。 
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表 2-1 
A 约束 系数 矩阵 其 约束 系数 矩阵 的 转 置 
b 约束 条 件 的 右 端 项 向 量 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 
C 目标 函数 中 的 价格 系数 回 量 约束 条 件 的 右 端 项 回 量 
目标 郴 数 max z=CX min 飞 一 YI 
约束 条 件 AX=b A'Y>C0" 
决策 变量 X=0 Y 三 0 


上 述 式 (2.6) 对 偶 问 题 中 令 w 一 一 岂 , 可 改写 为 
maxw =—Y'b 
[一生 工 委 一 C- 
Sa 
ly 之 0 
如 将 其 作为 原 问 题 ,并 按 表 2-1 所 列 对 应 关系 写 出 它 的 对 偶 问 题 则 有 
min z” 一 一 CX 
一 4X 之 一 
车 1 本 
再 令 = 一 一 >, 则 上 式 可 改写 为 
max 之 一 CX 
4X 二 
晤 1 ， 
可 见 对 偶 问 题 的 对 偶 即 原 问 题 。 因 此 也 可 以 把 表 2-1 右 端的 线性 规划 问题 作为 原 问 
题 , 写 出 其 左 端 形 式 的 对 偶 问 题 。 


三 、 非 对 称 形式 的 原 - 对 偶 问 题 关 系 


因为 并 非 所 有 线性 规划 问题 具有 对 称 形式 , 故 下 面 讨 论 一 般 形式 下 线性 规划 问题 如 
何 写 出 其 对 偶 问 题 。 考 虑 下 面 的 例子 : 
例 2 写 出 下 述 线 性 规划 问题 的 对 偶 问 题 


max z = C1Z1 十 czZz 十 cs3 


alZl1 十 aizZz 十 a13X3 三 器 1 (2. 7a) 

U21C1 十 azz 并 > 十 C2z3 工 3 bp, (2. 7 
~ T 

aa3lZl 十 aazZz 十 a33T3 之 03 (2. 7cC) 


WW | -之 hs ef < (人 TL3 无 约束 六。 7d) 
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先 将 式 (2.7) 转 换 成 对 称 形式 ,再 按 表 2-1 的 对 应 关系 写 出 其 对 偶 问 题 。 为 此 : 
(1) 将 约束 (2.7b) 先 转换 成 azixi 十 azzXxz 十 az3T3 三 b。 和 azizli 十 azzzz 十 azsZs 全 02 ,再 
变换 为 aaizl 十 azzZzz 十 azsZs 委 0 和 一 Qazi1X1 一 azzX2 一 dz3XT3 夺 一 bs; 
(2) 将 约束 (2. 7c) 两 端 乘 “ 一 1”, 得 一 asizl 一 aazZz 一 QZ 委 一 03 3; 
(3) 在 约束 (2. 7d) 中 令 zz? 一 一 zz ,由 此 zz? 二 0; 令 二 73 一 x3, 其 中 3 宇 0 ,x3 宇 0。 
经 上 述 变换 后 例 2 可 重新 表达 为 


/ / 4 JE 
max z = cxi CO— cer2 cs3T3— C3 对 偶 变 量 
/ 多 a 
M11L1 一 ,站 二 二 3 Cl13. 3 人 13-. 3 全、 bi V1 
到 用 Pr / 
daz21T1 一 Q22 工 2 十 Qz3 工 3 一 Q23 工 3 挟 - bs Vy2 
/ / Ld WA 
s. t. <— aazil 十 dzzX2— dz23T3 十 da23XT3 夺 一 bz y2 
/ / Lid / 
一 Q3lZl — dT2s— da33T3 ds33T3— bs y3 


Ti >0; Ts0, TF0, Zs0 
令 各 约束 对 应 的 对 偶 变 量 分 别 为 wm ,yz ,yz 和 ys , 按 表 2-1 的 对 应 关系 写 出 其 对 偶 问 
题 为 
min vw = biyi + bzy2— bz ys— bys 


ayl 十 aziy2 一 azly2 一 aslys 二 cl (2. 8a) 
一 alzyl — az2y2 az2 Y2— a y3 SE— cz (2. 8b) 
s. t. <a13y1 十 Qaz3y2— az3Y2— dssy3> C3 (CZ. He) 
一 CQ13.V1 一 azsy2 十 azsYz 十 assy3 实 一 C3 (2. 8d) 


1 宇 0，yz 宇 0， 1 宇 0， ys 宇 0 
在 式 (2.8) 中 , 令 yz 一 % 一 加 ,ys 二 一 ,将 式 (2. 8c) 和 式 (2. 8d) 转 换 为 a1sy1 十 azsyz 十 
asa3y3 二 C3 ,将 式 (2.8b) 两 端 乘 以 "一 1”. 由 此 得 
min w = biyi 十 DO2ys 二 bsys 
allyl 十 azlyz 十 aslys 之 cl 
Q12y1 十 azzyz 十 aszys 所 c3 
a13V1 十 azsyz 十 asasys 一 C3 
y1 宇 0， yz 无 约束 ， ys 委 0 
将 上 述 对 偶 问 题 同 原 问 题 对 比 发 现 , 无 论 对 称 或 非 对 称 的 线性 规划 问题 在 写 出 其 对 
偶 问 题 时 , 表 2-1 中 前 4 行 的 对 应 关系 都 适用 ,区 别 的 只 是 约束 条 件 的 形式 与 其 对 应 变量 
的 取 值 。 根 据 例 2 中 约束 和 变量 的 对 应 关系 ,下 面 将 对 称 或 不 对 称 线性 规划 原 问 题 同 对 
偶 问 题 的 对 应 关系 ,统一 归纳 为 表 2-2 所 示 形 式 。 


» 
下 
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~——” IE. 
;二 章 


表 2-2 
项 目 对 偶 问 题 ( 原 问题 ) 
A 约束 系数 矩阵 约束 系数 矩阵 的 转 置 
b 约束 条 件 右 端 项 向量 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 
C 目标 男 数 中 的 价格 系数 回 量 约束 条 件 右 端 项 回 量 
目标 限 数 max > 一 Fox; min vw 一 Dbiy: 
有 nn 个 (j= 1,*…,n) 
; (1 一 ] n) 四 
ey 1 0 
恋 |ZXi; 宇 0 束 
EE Ci Vi 过 Cj 条 
"| 0 2 y 件 
Ti 无 约束 Dasy 一 Ci 
有 xz 个 (z 一 1,…，77z) 
(1 一 ] ,… ,777) 
约 | >vaizji 扫 饭 
束 W 王 0 变 
Ds = 0; y; 0 | 
pe 一 pb; yi 无 约束 


第 二 六 对偶 问 题 的 基本 性 质 


本 节 的 讨论 先 假定 原 问题 及 对 偶 问 题 为 对 称 形式 线性 规划 问题 , 即 原 问题 为 


| Dhar b; 〈z = 1,* ,7m) 
< j=1 


-器 (2. 9) 
IM jp 0 (J 一 1] ,…，72) 
其 对 偶 问 题 为 
min w 一 Dbiy: 
i 二 1 
Ci yi 之 ( r= Lm 
wp 0 (2. 10) 


yi (2 == Lose spt) 


八 . 


全 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


然后 说 明 对 偶 问 题 的 基本 性 质 在 非 对 称 形式 时 也 适用 。 
为 丁 讨论 及 后 面 讲述 的 需要 ,这 里 先 介 绍 有 关 单 纯 形 法 计算 的 矩阵 描述 。 


一 、 单 纯 形 法 计算 的 矩阵 描述 
对 称 形式 线性 规划 问题 式 (2. 9) 的 矩阵 表达 式 加 上 松弛 变量 Xs 后 为 


(2. 11) 
I i 


上 式 中 Xs 为 松弛 变量 , 关 s 二 (z+1 Cnt+2.""" Wg SE 为 mXm 单位 和 矩阵。 

单纯 形 法 计算 时 ,总 选取 工 为 初始 基 , 对 应 基 变 量 为 Xs。 设 和 欠 代 大 干 步 后 , 基 变 量 为 
Xs ,Xs 在 初始 单纯 形 表 中 的 系数 矩阵 为 如 。 将 下 在 初始 单纯 形 表 中 单独 列 出 ,而 4 中 去 
掉 B 的 香干 列 后 剩 下 的 列 组 成 矩阵 N ,这 样式 (2. 11) 的 初始 单纯 形 表 可 列 成 如 表 2-3 的 


当 和 迭代 在 干 步 , 基 变量 为 Xes 时 , 则 该 步 的 单纯 形 表 中 由 XXs 系数 组 成 的 矩阵 为 工 。 又 
因 单 纯 形 法 的 迭代 是 对 约束 增 广 窍 阵 进行 的 行 的 初等 变换 ,对 应 善 s 的 系数 矩阵 工 在 新 表 
中 应 为 B“。 故 当 基 变量 为 Xs 时 ,新 的 单纯 形 表 具 有 表 2-4 形式 。 

表 2-4 


CN —CsB-'N —CsB! 


从 表 2-3 和 表 2-4 看 出 , 当 迭 代 后 基 变 量 由 天 s 变化 为 区 se 时 ,其 在 初始 单纯 形 表 同 
迭代 后 单纯 形 表 中 的 系数 矩阵 的 变化 有 : 
(1) 对 应 初始 单纯 形 表 中 的 单位 矩阵 工 ,迭代 后 的 单纯 形 表 中 为 一 ; 
(2) 初始 单纯 形 表 中 基 变 量 羡 二 b, 壕 代 后 的 表 中 
Xs = Bb; C2 Ty 
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(3) 初始 单纯 形 表 中 约束 系数 和 矩阵 为 [A ,了 二 [B,N.,I1], 进 代 后 的 表 中 约束 系数 矩阵 
为 [B 'A,B 'I1|]=[B 'B,B 'N,B 'I|]=[I,B 'N,B '|。 
(4) 车 初始 矩阵 中 变量 zx; 的 系数 向 量 为 P; ,迭代 后 为 P;, 则 有 


P; = 也 一己 E13 
(5) 当 B 为 最 优 基 时 ,在 表 2-4 中 应 有 
—CsB'N 过 0 (2. 14) 
—CsB "二 0 (2. 15) 
因 zs 的 检验 数 可 写 为 
Cs 一 Ce。TI 一 0 (2. 16) 
故 式 (2.14) 一 式 (2.16) 可 重 写 为 
C 一 CsB-4A 去 0 人 
一 CsB- 去 0 (2. 18) 
CsB 一 称 为 单纯 形 乘 子 , 若 令 YT 一 CesB 一 , 则 式 (2.17) 和 式 (2.18) 可 改写 为 
4IY 三 C- 
| (2. 19) 
Y 宇 0 


看 出 这 时 检验 数 行 , 苦 取 其 相反 数 恰好 是 其 对 偶 问 题 的 一 个 可 行 解 。 将 这 个 解 代 入 对 偶 
问题 的 目标 函数 值 ,有 
w= Yb= CsB b= x (2 0) 

由 式 (2. 20) 看 出 , 当 原 问题 为 最 优 解 时 ,这 时 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 且 两 者 具有 相同 的 
目标 函数 值 。 根 据 下 一 节 讲 述 的 对 侦 问 题 的 基本 性 质 , 将 看 到 这 时 对 偶 问 题 的 解 也 为 最 
优 解 。 

下 面 通过 例子 说 明 两 个 问题 的 变量 及 解 之 间 的 对 应 关系 , 见 例 3 

例 3 本 章 例 1 中 列 出 了 两 个 互 为 对 侦 的 线性 规划 问题 ,两 者 分 别 加 上 松弛 和 剩余 
变量 后 为 


max z= Ti 十 并 十 07zs 一 074 十 075 对 偶 变 量 
5Zz 十 Xs = V1 
6X1 十 2X2 十 Xs == 4 V2 
SE ee 二 
Ti 之 0 (j= 1,.…,5) 
min w 二 1]5y1 十 24yz 十 5ys3 十 0y4 十 0ys 对 偶 变 量 
6ys 十 ys 一 = 2 元 
sm ty “ys 1 Tz? 
yi 宇 0 (i = 1,.…,5) 


用 单纯 形 法 和 两 阶段 法 求 得 两 个 问题 的 最 终 单纯 形 表 分 别 见 表 2-5 和 表 2-6。 


的 


了 
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原 问 题 变量 原 问 题 松 弛 变量 
项 目 


XT3 15/2 0 0 ] 5/4 “15/2 
rl 7/2 ] 0 1/4 二 2 
2 3/2 0 ] 0 /和 3/2 


恋 量 对 偶 问 题 的 剩余 变量 对 偶 问 题 变量 


ya ys5 .1 .y2 .y3 


本 0 ! 0 —1/4 1/4 
ys 1/2 15/2 , ee a 
om 15/2 0 0 1/2 3/2 
恋 量 原 问 题 松弛 变量 原 问 题 变 量 
S.-i 王 < TH Be + Xl XT? 


从 表 2-5 和 表 2-6, 可 以 清楚 地 看 出 两 个 问题 变量 之 间 的 对 应 关系 。 同 时 看 出 只 需 
求解 其 中 一 个 问题 ,从 最 优 解 的 单纯 形 表 中 可 得 到 另 一 个 问题 的 最 优 解 。 
二 、 对 偶 问 题 的 基本 性 质 


设 原 问 题 如 式 (2.9) 所 示 , 其 对 偶 问 题 如 式 (2. 10) 所 示 , 则 对 偶 问 题 具有 以 下 性 质 。 
1. 弱 对 偶 性 。 如 果 ZG7 王 1,…,2) 是 原 问题 的 可 行 解 ,y:(G 一 1.…,7) 是 其 对 偶 问 题 
的 可 行 解 , 则 恒 有 


所 以 cj; TZ; < by 


由 昼 对 偶 性 ,可 得 出 以 下 推论 : 
(1) 原 问 题 最 优 解 的 目标 也 数值 是 其 对 偶 问 题目 标清 数值 的 下 界 ; 反之 对 偶 问 题 最 
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优 解 的 目标 果 数 值 是 其 原 问 题目 标 晒 数值 的 上 界 。 

(2) 如 原 问 题 有 可 行 解 且 目 标 函 数值 无 界 ( 具 有 无 界 解 ), 则 其 对 偶 问 题 无 可 行 解 ; 
反之 对 偶 问 题 有 可 行 解 且 目标 晒 数 值 无 界 , 则 其 原 问题 无 可 行 解 (注意 : 本 点 性 质 的 逆 不 
成 立 , 当 对 偶 问 题 无 可 行 解 时 ,其 原 问题 或 具有 无 界 解 或 无 可 行 解 , 反 之 亦 然 ) 。 

(3) 寿 原 问题 有 可 行 解 而 其 对 偶 问 题 无 可 行 解 , 则 原 问题 目标 晒 数 值 无 界 ; 反之 对 
偶 问 题 有 可 行 解 而 其 原 问 题 无 可 行 解 , 则 对 偶 问 题 的 目标 晒 数 值 无 界 。 

2. 最 优 性 。 如 果 Zz;( 二 1,…,n) 是 原 问题 的 可 行 解 ,y; (G 王 1.…,7) 是 其 对 偶 问 题 的 
可 行 解 , 且 有 


p> 工 ; -一 > 0: Vi 
zi 一 ] 


7 了 一】 


则 zj 二 1,… ,nn) 是 原 问 题 的 最 优 解 ,yi(i 二 1,…,m) 是 其 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 
证 设 zx (二 1,…,n) 是 原 问 题 的 最 优 解 ,yi (i 二 1,…,m) 是 其 对 偶 问 题 的 最 优 解 


因为 > Cj Tj; 革 >» ov ey . > biyi > pb; yi 
j 一 1 和 i 一 1 

又 知 Cj 工 j 一 > bi yi, > CTi SE >》, Diyi 
j 一 1 zi 一 ] j=] zi 一 ] 

故 > ， Ci r; 二 b> Gos = > Di => > bp; yi 


3. 强 对 偶 性 (或 称 对 偶 定 理 )。 右 原 问 题 及 其 对 偶 问 题 均 具有 可 行 解 , 则 两 者 均 具有 
最 优 解 , 旦 它们 最 优 解 的 目标 也 数 值 相等 。 

证 由 于 两 者 均 有 可 行 解 ,根据 弱 对 偶 性 的 推论 (1) ,对 原 问题 的 目标 孙 数 值 具有 上 
界 ,对偶 问题 的 目标 也 数 值 具有 下 界 , 因 此 两 者 均 具 有 最 优 解 。 又 由 本 节 的 式 (2.19) 和 
式 (2.20) 知 , 当 原 问题 为 最 优 解 时 ,其 对 偶 问 题 的 解 为 可 行 解 , 且 有 x 二 ww, 由 最 优 性 知 ,这 
时 两 者 的 解 均 为 最 优 解 。 

4. 互补 松弛 性 。 在 线性 规划 问题 的 最 优 解 中 ,如 果 对 应 某 一 约束 条 件 的 对 偶 变 量 值 
为 非 去 , 则 该 约束 条 件 取 严格 等 式 ; 反之 如 果 约 束 条 件 取 严格 不 等 式 , 则 其 对 应 的 对 偶 变 
量 一 定 为 零 。 也 即 


石光 一 0, 则 有 > dj 工 ) Dslz, = 和 
j=1 


> zi<pi, 即 zy 盖 0, 则 有 yy = 二 0 
j=1 


因此 一 定 有 XZ; 上 一 0 
证 ”由 弱 对 偶 性 知 


Cj T; Se > Ui Tiyi < 二 2 Di Le 21) 


又 根据 最 优 性 27c ;= > yi, 故 式 (2. 21) 中 应 全 为 等 式 。 由 式 (2. 21) 右 端 等 式 得 


3 一 by) (2. 22) 


因 3; 宇 0， Dw 二 0, 故 式 (2. 22) 成 立 必 须 对 所 有 i = 1,…,m, 有 
(Dasti—b)s =0 
j=1 


由 此 当 六 二 0 时 , 必 有 as zj; 一 bi 一 0; 当 2 太一 bi 二 0 时 , 必 有 3: 二 0。 
将 互补 松弛 性 质 应 用 于 其 对 偶 问 题 时 可 以 这 样 叙 述 ， 
如 果 有 < Bp- 0, 则 Da, yi 一 Cj; 如 果 有 yj c;» Mx; 二 0 


其 证 明 方法 同上 所 述 。 

上 述 针 对 对 称 形 式 证 明 的 对 偶 问 题 的 性 质 ,同样 适用 于 非 对 称 形 式 ,读者 不 妨 目 己 找 
一 个 例子 来 进行 验证 。 

从 一 些 书籍 的 讲述 中 ,将 看 到 原 问 题 最 优 解 同 对 偶 问 题 最 优 解 之 间 的 互补 松弛 性 质 
是 理解 非 线性 规划 中 库 恩 - 塔 克 条 件 的 重要 基础 。 


第 三 节 影子 价格 


从 上 节 对 偶 问 题 的 基本 性 质 可 以 看 出 , 当 线 性 规划 原 问题 求 得 最 优 解 x7 (7 一 1 
n) 时 ,其 对 偶 问 题 也 得 到 最 优 解 yi (i 二 1,…,m) ,日 代入 各 目的 目标 限 数 后 有 


“= PD - Spy 一 vw" (2. 23) 
式 中 b; 是 线性 规划 原 问题 约束 条 件 的 右 端 项 , 它 代表 第 i 种 资源 的 拥有 量 ; 对 偶 变 
量 yz 的 意义 代表 在 资源 最 优 利用 条 件 下 对 单位 第 i 种 资源 的 估价 。 这 种 估价 不 是 资源 
eel 而 是 单位 第 i 种 资源 在 所 给 问题 的 最 优 方 案 中 作出 的 贡献 的 估价 ,为 区 别 起 
见 , 称 为 影子 价格 (shadow price)。 
1. 资源 的 市 场 价 格 是 其 价值 的 客观 体现 , 随 供求 关系 的 变化 ,价格 围绕 价值 波动 。 
而 资源 的 影子 价格 则 有 赖 于 资源 的 利用 情况 , 它 是 当 目 前 一 组 基 变 量 用 于 获得 原 问题 最 
优 解 时 ,对 偶 变 量 y;( 即 第 i 种 资源 ) 每 单位 对 利润 的 贡献 。 这 个 贡献 因 不 同 企业 或 同一 
企业 生产 任务 、 产 品 结构 等 情况 发 生变 化 ,资源 的 影子 价格 也 随 之 改变 。 
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ow ™ 
4 


yi 的 值 理论 上 相当 于 在 资源 得 到 最 优 利 用 的 生产 条 
件 下 ,45 每 增加 一 个 单位 时 目标 也 数 z 的 增 量 。 
图 2-1 为 例 1 用 图 解法 求解 时 的 情形 ,图 中 阴影 


部 分 标 出 了 问题 的 可 行 域 ,点 ( 亡 , 这 ) 是 最 优 解 ,代入 


JI>* 
4 ~ cs 六 DE 日 
ap 1 o 这 说 明 


目标 函数 得 < 一 8 志 。 在 该 例 目标 函数 和 其 他 约束 不 


变 的 条 件 下 ,如果 第 加 个 约束 条 件 右 端 项 增加 1, 变 为 
6zli 十 2zs 生 25, 可 行 域 边界 线 加 将 移 至 @ ,最 优 解 的 点 


为 ( 全 , 工 ) ,代入 目 标 函数 得 < 一 8 立 , 说 明 第 2 种 资源 


的 边际 价格 为 1/4。 又 如 第 @@ 个 约束 条 件 右 端 项 增加 1 ,可行 域 的 边界 线 @ 四 将 移 至 @ ,最 
ee 3) ,代入 目标 因数 得 = 王 9 ,说明 第 3 种 资源 的 边际 价格 为 1/2。 

. 资源 的 影子 价格 实际 上 又 是 一 种 机 会 成 本 。 在 完全 市 场 经 济 条 件 下 ,本 章 例 1 中 
二 2 种 资源 的 市 场 价格 低 于 资源 成 本 加 上 1/4 时 ,可 以 买 进 这 种 资源 ; 相反 , 当 市 场 价 
格 高 于 某 种 资源 的 成 本 加 上 其 影子 价格 时 ,就 可 以 卖 出 这 种 资源 。 随 着 资源 的 买 进 卖 出 ， 
它 的 影子 价格 也 将 随 之 发 生变 化 ,一 直到 上 述 两 者 之 间 保 持 同等 水 平时 , 才 处 于 平衡 


4. 在 上 一 节 对 偶 问 题 的 互补 松弛 性 质 中 有 2 zj 二 bi 时 ,3; 二 0; 当 六 之 0 时 ,有 


3 了 三 b;, 这 表明 生产 过 程 中 如 果 某 种 资源 b; 未 得 到 充分 利用 时 ,该 种 资源 的 影子 价 


省 为 又 当 资 源 的 影子 价格 不 为 去 时 ,表明 该 种 资源 在 生产 中 已 耗费 完毕 .注意 当 出 现 
退化 的 最 优 解 时 ,会 出 现 某 种 资源 i 刚好 耗 尽 , 而 并 非 稀 缺 ,但 影子 价格 y; 仍 大 于 零 的 情 
况 ( 对 应 y; 的 第 i 个 约束 条 件 的 松弛 变量 取 值 为 零 ) .这 时 4 值 的 任何 增加 只 会 市 来 该 种 
资源 的 剩余 ,而 不 会 增加 利润 值 。 
5. 从 影子 价格 的 含义 上 再 来 考察 单纯 形 表 的 计算 。 因 为 由 表 2-4 得 知 


0; = Cc;—CsB P;=c;— > ,aiyi C2. 24) 
i 二 1 


式 (2. 24) 中 ;代表 第 j 种 产品 的 利润 ,>asy: 是 生产 该 种 产品 所 消耗 各 项 资源 的 影子 价 
格 的 总 和 , 即 产品 的 隐 含 成 本 。 当 产品 利润 大 于 各 项 资源 隐 含 成 本 总 和 时 ,表明 生产 该 项 
产品 有 利 , 可 在 计划 中 安排 ,否则 用 这 些 资源 来 生产 别 的 产品 更 为 有 利 ,就 不 在 生产 计划 
中 安排 。 这 就 是 单纯 形 表 中 各 个 检验 数 的 经 济 意义 。 
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6. 一 般 来 说 对 线性 规划 问题 的 求解 是 确定 资源 的 最 优 分 配方 案 , 而 对 于 对 偶 问 题 的 
求解 则 是 确定 对 资源 的 恰当 估价 ,这 种 估价 直接 涉及 资源 的 最 有 效 利用 。 如 在 一 个 大 公 
司 内 部 ,可 价 助 资源 的 影子 价格 确定 一 些 内 部 结算 价格 ,以 便 控 制 有 限 资 源 的 使 用 和 考核 
下 属 企 业经 营 的 好 坏 。 又 如 在 社会 上 可 对 一 些 最 紧缺 的 资源 ,借助 影子 价格 规定 使 用 这 
种 资源 一 单位 时 必须 上 缴 的 利润 额 ,以 强制 一 些 经 济 效 益 低 的 企业 自觉 地 节约 使 用 紧缺 
资源 ,使 有 限 资源 发 挥 更 大 的 经 济 效 益 。 


第 四 节 ”对 侦 单 纯 形 法 


一 、 对 偶 单纯 形 法 的 基本 思 


对 偶 单 纯 形 法 是 应 用 对 偶 理 论 求解 线性 规划 问题 的 方法 。 求 解 线性 规划 的 单纯 形 法 
的 思路 是 : 对 原 问 题 的 一 个 基 可 行 解 ,判别 是 否 所 有 检验 数 cj 一 所 科 0(0J 王 1.… ,2)。 硬 
是 ,又 基 变 量 中 无 非 零 人 工 变量 , 即 找到 了 问题 最 优 解 ; 右 为 否 , 再 找 出 相 邻 的 目标 晒 数 
值 更 大 的 基 可 行 解 ,并 继续 判别 ,只 要 最 优 解 存在 ,就 一 直 循 环 进行 到 找 出 最 优 解 为 止 。 

根据 对 偶 问 题 的 性 质 , 因 为 cj 一 六 三 ci —CsB “P;, 当 5 一 0 三 1 即 有 
或 这 asy， 三 GO 一 1 72) ,也 即 其 对 偶 问 题 的 解 为 可 行 解 ,由 此 原 问题 和 对 
偶 问 题 均 为 最 优 解 。 反 之, 如 果 存 在 一 个 对 侦 问 题 的 可 行 基 B, 即 对 7 二 1,…,n, 有 
CsB “"P; 宇 cj 或 cj 一 zi; 三 0, 这 时 只 要 有 Xs 一 CsB 三 0, 即 原 问题 的 解 也 为 可 行 解 , 即 
两 者 均 为 最 优 解 。 否 则 保持 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 找 出 原 问题 的 相 邻 基 解 ,再 判别 是 否 有 
Xs 三 0, 循 环 进行 ,一 直 使 原 问题 也 为 可 行 解 ,从 而 两 者 均 为 最 优 解 .上 述 先 找 出 一 个 对 
偶 问 题 的 可 行 基 ,并 保持 对 偶 问 题 为 基 可 行 解 条 件 下 ,如 不 存在 Xs 三 0, 通 过 变换 到 一 个 
相 邻 的 目标 函数 值 较 小 的 基 可 行 解 ( 因 对 偶 问题 是 求 日 标 孔 数 极 小 化 ) ,并 循环 进行 ,一直 
到 原 问题 也 为 可 行 解 ( 即 Xs 三 0), 这 时 对 偶 问 题 与 原 问题 均 为 可 行 解 .这 就 是 对 偶 单 纯 
形 法 的 基本 思路 。 
二 、 对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步骤 

设 对 某 标准 形式 的 线性 规划 问题 

max z= 二 CX 
4X 一 
本 "| (2. 25) 
二 0 

存在 一 个 对 偶 问 题 的 可 行 基 B, 不 妨 设 B 二 (Pi,P;,…,P,), 列 出 单纯 形 表 ( 见 表 2-7)。 

表 2-7 中 必须 有 cj 一己 委 0G 二 1,…,n),5i(i 一 1,…,m) 的 值 不 要 求 为 正 。 当 对 
i 二 1,…,m, 有 06; 三 0 时 , 即 表 中 原 问 题 和 对 偶 问 题 均 为 最 优 解 。 否 则 ,通过 变换 一 个 基 变 


A 人 


量 , 找 出 原 问题 的 一 个 目标 也 数 值 较 小 的 相 邻 基 解 。 


表 2-7 
Cs 基 b Xl i Tr nn Tm Tm +1 ee Ts a Tn 
| pe a | p 1 1 “ss 0 “ss 0 Alm 二 1 “es ls sss. ln 
Cr Tr p 0 sss. 1 wes 0 Cr , 因 十 1 ses drs we. Cr 
Cm Tm ps 0 wee. 0 ses 1 Es ep | ses Cms Per 人 
Cj i 0 “ss 0 Cee 0 Cm 二 1 | we. Cs 和 Cn ee 


1. 确定 换 出 基 的 变量 

因为 总 存在 二 0 的 5i, 令 5, 二 min{5i;) ,其 对 应 变量 z; 为 换 出 基 的 变量 。 

2. 确定 换 入 基 的 变量 

(1) 为 了 使 下 一 个 表 中 第 7 行 基 变量 为 正 值 ,只 有 对 应 a; 三 00 二 mr 十 1,…,n) 的 非 
基 变 量 才 可 以 考虑 作为 换 入 基 的 变量 。 

(2) 为 了 使 下 一 个 表 中 对 偶 问 题 的 解 仍 为 可 行 解 , 令 


9 = min (|es < 0) 一生 (2. 26) 
称 a 为 主 元 素 ,x, 为 换 和 人 基 的 变量 。 
设 下 一 个 表 中 的 检验 数 为 (cj 一 z;)" ,由 式 (1. 31) 
,RS TR EE dg | 2 | (2. 27) 
Urs Ur Urs 


分 两 种 情况 说 明 满足 式 (2. 26) 来 选取 主 元 素 时 , 式 (2. 27) 中 , (cj 一 z;) 达 0( 对 jj 二 
os 


Cj 


(a) 对 an 之 0， 因 cj 一 习 委 0, 故 二 一 入 0, 又 因 主 元 素 Ws Us 故 一 一 宇 0， 由 此 
式 (2. 27) 方 括号 内 的 值 过 0, 故 有 (c 一 所 ) 三 0。 


(by) 对 az 二 0, 因 | 


3. 用 换 入 变量 蔡 换 换 出 变量 ,得 到 一 个 新 的 基 

对 新 的 基 再 检查 是 否 所 有 0;(i 二 1,…,m) 主 0。 如 是 , 则 找到 了 两 者 的 最 优 解 ,如 为 
否 , 则 回 到 第 1 步 再 循环 进行 。 

因为 由 对 偶 问 题 的 基本 性 质 1 知 , 当 对 偶 问 题 有 可 行 解 时 , 原 问题 可 能 有 可 行 解 , 也 
可 能 无 可 行 解 。 对 出 现 后 一 种 情况 的 判断 准则 是 : 对 5, 二 0, 而 对 所 有 j 二 1,…,n, 有 
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a; 宇 0。 因 为 这 种 情况 , 奉 把 表 中 第 7r 行 的 约束 方程 列 出 有 
Xr 十 aQrmhTzmtil 十 … 十 amzx» 二 b; (C2. 28) 
因 a;j 宇 0 二 mx 十 1,…,n) ,又 0 一 0, 故 不 可 能 存在 xz; 主 0(j 二 1,…,n) 的 解 。 故 原 问 题 无 
可 行 解 , 这 时 对 偶 问 题 的 目标 孔 数 值 无 界 。 
下 面 举 例 说 明 对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步 又 。 
例 4 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 下 述 线性 规划 问题 : 
min 刻 一 15y 十 24yz 十 5ys 
| 6ys 十 ya 宇 2 
Ss。 2ys 十 ys 之 ] 


V1 Y2，,Yy3 > 0 
解 ” 先 将 问题 改写 为 


max w =— 15y1— 24yzs— 5ys 十 0y4 十 Oys 
6yzs 十 ys 一 ya 一 2 (2.29a) 
s. t.<95yT 2y2 十 ys iy 1 (2.29b) 
yi az0 (z= 1,. ,5) 
约束 条 件 (2. 29a) 和 (2. 29b) 两 端 乘 “ 一 1? 得 
max ”一 一 15y 一 24yz 一 5ys 十 0y 十 0ys5 
一 6yz 一 ys 十 y4 二 一 2 
S. t.+4— 9y— 2yzs — Ys 十 ys 二 一 1 
yi 全 0 (1 二 1,.… ,5) 
列 出 单纯 形 表 ,并 用 上 述 对 偶 单 纯 形 法 求解 步骤 进行 计算 ,其 过 程 见 表 2-8。 
表 2-8 
G 一 一 15 一 24 一 5 0 0 
Cs 基 b y1 yz 3 y4 ys 
0 ys =- 0 [十 -= ] 0 
0 ys - 一 9 = -= 0 ] 
cj 一 z， 一 15 一 24 一 5 0 0 
一 24 yz2 1/3 0 ] 1/6 个 0 
0 ys -1713 一 上 0 L 一 2 LL/3 ] 
cj 一 zi 一 15 0 一 : 一 4 0 
24 yz2 1/4 = 和 ] 0 = /4 1/4 
一 9 ya FD 15/2 0 1 /2 /2 
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从 表 2-8 中 看 出 ,用 对 偶 单 纯 形 法 求解 线性 规划 问题 , 当 约 束 条 件 为 “三 ”时 ,不 必 引 
进 和 人 工 变 量 , 使 计算 简化 。 但 在 初始 单纯 形 表 中 其 对 偶 问 题 应 是 基 可 行 解 这 点 ,对 多 数 线 
性 规划 问题 很 难 实现 。 因 此 对 偶 单纯 形 法 一 般 不 单独 使 用 ,而 主要 应 用 于 灵敏 度 分 析 太 
解 整 数 规划 的 割 平面 法 等 有 关 章 节 中 。 


第 五 节 ”灵敏 度 分 析 


灵敏 度 分 析 一 词 的 含义 是 指 对 系统 或 事物 因 周 围 条 件 变 化 显示 出 来 的 敏感 程度 的 
分 析 。 

在 这 之 前 讲 的 线性 规划 问题 中 ,都 假定 问题 中 的 az ,bi,c; 是 已 知 和 常数 。 但 实际 上 这 
些 参 数 往 往 是 一 些 估 计 和 预测 的 数字 。 如 随 市 场 条 件 变化 ,c 值 就 会 变化 ; a; 随 工艺 技 
术 条 件 的 改变 而 改变 ; 而 6; 值 则 是 根据 资源 投入 后 能 产生 多 大 经 济 效果 来 决定 的 一 种 决 
策 选 择 。 因 此 就 会 提出 以 下 问题 : 当 这 些 参数 中 的 一 个 或 几 个 发 生变 化 时 .问题 的 最 优 
解 会 有 什么 变化 ,或 者 这 些 参数 在 一 个 多 大 范围 内 变化 时 ,问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 。 
这 就 是 灵敏 度 分 析 所 要 研究 解决 的 问题 。 

当然 , 当 线 性 规划 问题 中 的 一 个 或 几 个 参数 变化 时 ,可 以 用 单纯 形 法 从 头 计算 ,看 最 
优 解 有 无 变化 ,但 这 样 做 既 麻 烦 又 没有 必要 。 因 为 前 面 已 经 讲 到 ,单纯 形 法 的 迭代 计算 是 
从 一 组 基 疝 量变 换 为 男 一 组 基 疝 量 , 表 中 每 步 迭 代 得 到 的 数字 只 随 基 癌 量 的 不 同 选择 而 
改变 ,因此 有 可 能 把 个 别 参 数 的 变化 直接 在 计算 得 到 最 优 解 的 最 终 单纯 形 表 上 反映 出 来 。 
这 样 就 不 需要 从 头 计 算 ,而 直接 对 计算 得 到 最 优 解 的 单纯 形 表 进行 审查 ,看 一 些 数字 变化 
后 ,是 否 仍 满足 最 优 解 的 条 件 ,如果 不 满足 的 话 , 青 从 这 个 表 开 始 进 行 迭 代 计 算 , 求 得 新 的 
最 优 解 。 

灵敏 度 分 析 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

1. 将 参数 的 改变 通过 计算 反映 到 最 终 单纯 形 表 上 来 。 

具体 计算 方法 是 , 按 下 列 公 式 计算 出 由 参数 az ,bi,c; 的 变化 而 引起 的 最 终 单 纯 形 表 
上 有 关 数 字 的 变化 。 由 式 (2. 12) 、 式 (2.13) 和 式 (2.17) 可 得 出 下 列 各 式 : 


AD = BAb (2. 30) 

AP = 也 -AP， 1 

(ci —z) 一 一 Dasy: (2 
i=] 


2. 检查 原 问 题 是 否 仍 为 可 行 解 。 
3. 检查 对 偶 问 题 是 否 仍 为 可 行 解 。 
4. 按 表 2-9 所 列 情 况 得 出 结论 或 决定 继续 计算 的 步骤 。 


全 


人 AA、 
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表 2-9 
原 问题 对 偶 问题 结论 或 继续 计算 的 步骤 
可 行 解 可 行 解 问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 
可 行 解 非 可 行 解 用 单纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 可 行 解 用 对 偶 单 纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 非 可 行 解 引进 人 工 变量 ,编制 新 的 单纯 形 表 重新 计算 


下 面 分 别 就 各 个 参数 改变 后 的 情形 进行 讨论 。 
一 、 分 析 cj 的 变化 


线性 规划 目标 晒 数 中 变量 系数 c 的 变化 仅仅 影响 到 检验 数 (cj 一 zj;) 的 变化 。 所 以 将 
c; 的 变化 直接 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,只 可 能 出 现 如 表 2-9 中 的 前 两 种 情况 。 

下 面 举例 说 明 。 

例 $ 在 第 一 草 例 1 的 美佳 公司 例子 中 : (1) 硅 家 电 了 上 的 利润 降 至 1.5 元 / 件 , 而 家 电 
的 利润 增 至 2 元 / 件 时 ,美佳 公司 最 优生 产 计 划 有 何 变 化 ; (2) 硅 家 电工 的 利润 不 变 , 则 家 
电 芋 的 利润 在 什么 范围 内 变化 时 ,该 公司 的 最 优生 产 计 划 将 不 发 生变 化 ? 

解 (1) 将 家 电工 . 工 的 利润 变化 直接 反映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-10。 


表 2-10 
cj 一 1. 5 2 0 0 0 
Cp 基 b Xl TC? Ts Ta Ts 
0 rs 15/2 0 0 ] [5/4] —15/2 
Le 71 ] 0 0 1/4 /2 
* t2 3/2 0 ] 0 =] /4 a 
Ci; i 0 0 0 1/8 —9/4 


因 变 量 zx 的 检验 数 大 于 零 , 故 需 继 续 用 单纯 形 法 迭代 计算 得 表 2-11。 


表 2-11 
Cs 基 b Xl x2 X3 X4 Xs 
0 i 6 0 0 4/5 ] 一 6 
1.9 1 2 ] 0 = 0 ] 
2 2 3 0 ] 1/5 0 0 
cj —z; 0 0 一 1/10 0 一 3/2 
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即 美 佳 公司 随 家 电工 、 工 的 利润 变化 应 调整 为 生产 2 件 工 ,生产 3 件 工 。 
(2) 设 家 电 开 的 利润 为 (1 十 i) 元 ,反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,得 表 2-12。 


表 2-12 
项 日 2 1 十 》 0 0 0 
Cs 二 b | Ts T3 Ta Ts 
0 Ta 15/2 0 0 1 5/4 = 全 
2 Tl 7/2 1 0 0 1/4 ma 
1+A rT2 3/2 0 1 0 ==]1/4 32 
cj — 2; 0 0 0 | 一 本 一 卫 4 


] ] 1 3 
+440, F240 
解 得 -<X<1 
即 家 电 本 的 利润 cz 的 变化 范围 应 满足 


二 、 分 析 b; 的 变化 


右 端 项 b; 的 变化 在 实际 问题 中 反映 为 可 用 资源 数量 的 变化 。 由 式 (2. 30) 看 出 5b; 变 
化 反映 到 最 终 单纯 形 表 上 将 引起 b 列 数字 的 变化 ,在 表 2-9 中 可 能 出 现 第 一 或 第 三 的 两 
种 情况 。 出 现 第 一 种 情况 时 ,问题 的 最 优 基 不 变 , 变 化 后 的 b 列 值 为 最 优 解 。 出 现 第 三 种 
情况 时 ,用 对 侦 单 纯 形 法 迭代 继续 找 出 最 优 解 。 

例 6 在 上 述 美佳 公司 的 例子 中 : (1) 夺 设备 A 和 调试 工序 的 每 天 能 力 不 变 ,而 设备 B 
每 天 的 能 力 增加 到 32h, 分 析 公 司 最 优 计划 的 变化 ; (2) 硅 设备 A 和 设备 B 每 天 可 用 能 力 
不 变 , 则 调试 工序 能 力 在 什么 范围 内 变化 时 ,问题 的 最 优 基 不 变 。 

Ab’ = BAb ©= : 1/4 —1/2 


0 
0 10 
0 一 1/4 3/2 0 一 2 


8 

0 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 得 表 2-13。 因 表 2-13 中 原 问 题 为 非 可 行 解 , 故 用 对 偶 单 纯 
形 法 继续 计算 得 表 2-14。 


解 (1) 因 有 Ab 二 ,由 式 (2. 30) 有 


] 4 1572 


人 


> 


-人 
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表 2-13 
Cj 一 > 2 ] 0 0 0 
Cs 基 b Xl 工 2 TX3 Xa Xs 
0 Ta 35/2 0 0 ] 5/4 i 
2 XIl 11/2 ] 0 0 1/4 dl 
1 Ts i 0 1 0 下 了/ 2 
Ci 0 0 0 一 1/4 一 1/2 
表 2-14 
Cj 一 > 2 ] 0 0 0 
Cs 基 b Xl r2 rs Xa Xs 
0 Ta 15 0 和 ] 0 0 
2 eu | D ] ] 0 0 ] 
0 ra 2 0 —4 0 1 —6 
CC; 之 j 0 一 ] 0 0 = 
由 此 美佳 公司 的 最 优 计 划 改 变 为 只 生产 5 件 家 电工 。 
(2) 设 调试 工序 每 天 可 用 能 力 为 (5 十 A)h, 因 有 
15 
1 5/4 — 15/2 
A = BH "Ah= |0 1/4 一 1/2 110|= | 一 一 A 
0 一 1/4 S/ 2 
三 
2 
将 其 反映 到 最 终 单 纯 形 表 中 ,其 b 列 数字 为 
7 
2 24 
ps 1 
b= pa pA 
3 3 
5 oA 
当 b 宇 0 时 间 题 的 最 优 基 不 变 , 解 得 一 1 二 4 三 1。 由 此 调试 工序 的 能 力 应 在 4~6h 之 间 。 


三 、 增 加 一 个 变量 xj 的 分 析 
增加 一 个 变量 在 实际 问题 中 反映 为 增加 一 种 新 的 产品 。 其 分 析 步 又 如 下 : 
Ue 计算 0 人 rant o 
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2. 计算 P; 一 ”了 。 

3. 若 oi 三 0, 原 最 优 解 不 变 , 只 需 将 计算 得 到 的 P; 和 o; 直接 写 和 人 最 终 单 纯 形 表 中 ; 
若 中 二 0, 则 按 单纯 形 法 继续 迭代 计算 找 出 最 优 。 

例 7 在 美佳 公司 例子 中 , 设 该 公司 又 计划 推出 新 型 号 的 家 电 芽 ,生产 一 件 所 需 设 备 
A .设备 B 及 调试 工序 的 时 间 分 别 为 3h、4h、2h, 该 产品 的 预期 赢利 为 3 元 / 件 , 试 分 析 该 
种 产品 是 否 值得 投产 ; 如 投产 ,对 该 公司 的 最 优生 产 计 划 有 何 变 化 。 

解 ” 设 该 公司 生产 ze 件 家 电 有 ,有 ce 一 3,Pe 一 (3,4,2) 。 


e+ 
-+ 二 - 


2 


5/4 一 15/2] T3 一 7 
1/4 一 17/2 | 和 | 
一 1/4 3/2 」]」L2 2 


1 
Ps 一 |0 
0 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-15。 


表 2-15 

cj 一 2 1 0 0 0 3 
Cs 址 b Tl 2 Ta Ts re 
0 Ta 15/2 0 0 ] 5/4 —15/2 1 
2 Ti 了 7 ] 0 0 1/4 一 1/2 0 
1 2 3/2 0 ] 0 一 1/4 3/2 [2] 

cj —%; 0 0 0 —1/4 —1/2 1 
因 cs 二 0 , 故 用 单纯 形 法 继续 迭 代 计 算得 表 2-16。 
表 2-16 

Ci 2 ] 0 0 0 3 
Cs 基 b Xl x2 3 Xa Xs 6 
0 Ta 51/4 0 7/2 ] 3/8 —9/4 0 
py Tl 7/2 ] 0 0 1/4 2 0 
3 Te 3/4 0 2 0 二 3/4 ] 

Cji 一 包 0 一 0 /8 —5/4 0 


由 表 2-16, 美 佳 公司 新 的 最 优生 产 计划 应 为 每 天 生产 分 件 家 电工 ,并 件 家 电 弄 。 


、 分 析 参 数 ij 的 变化 
aij 的 变化 使 线性 规划 的 约束 系数 矩阵 A 发 生变 化 。 硅 变量 zx; 在 最 终 单 纯 形 表 中 为 


他 


非 基 变 量 ,其 约束 条 件 中 系数 a5 的 变化 分 析 步 又 可 参照 本 节 之 三 ; 大 变量 zj; 在 最 终 单纯 
形 表 中 为 基 变 量 , 则 ai; 的 变化 将 使 相应 的 B 和 B” 发 生变 化 ,因此 有 可 能 出 现 原 问题 和 
对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 的 情况 。 出 现 这 种 情况 时 , 需 引 进 人 工 变量 先 将 原 问 题 的 解 转 化 
为 可 行 解 ,再 用 单纯 形 法 求解 ,下 面 举例 说 明 。 

例 8 在 美佳 公司 的 例子 中 ,各 家 电 开 每 件 需 设备 A、 设 备 B 和 调试 工时 变 为 8h、 
4h、1h, 该 产品 的 利润 变 为 3 元 / 件 , 试 重新 确定 该 公司 最 优生 产 计 划 。 

解 ” 先 将 生产 工时 变化 后 的 新 家 电 开 看 作 是 一 种 新 产品 ,生产 量 为 zz ,仿照 本 节 ” 标 
题 三 ”的 步骤 直接 计算 cx 和 Ps 并 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 。 其 中 : 


8 
o2 一 3 一 (0,1/4,1/2) |4|= 3/2 
1 
1 5/4 一 15/2118 1172 
P; = |0 1/4 一 1/2 ||4|= |1/2 
0 一 1/4 3/2 1 1/2 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-17 。 
表 2-17 
cj 一 2 ] 3 0 0 0 
基 b zi Ts 2 zs x zs 
0 Ta 15/2 0 0 11/2 ] 5/4 “15/2 
2 元 7/2 ] 0 1/2 0 1/4 ed 
] .2 3/2 0 ] [L172 0 一 1/4 3/2 
cj — 0 0 3/2 0 —1/4 一 1/2 


因 zx; 已 变换 为 zs , 故 用 单纯 形 算法 将 zz 替换 出 基 变 量 中 的 rz, 并 在 下 一 个 表 中 不 
再 保留 zz ,得 表 2-18。 


表 2-18 
Ci 一 > 2 3 0 0 0 
Cs 二 b 2 X2 3 Th Zs 
0 Ta 一 9 0 0 ] 4 一 24 
2 二 2 ] 0 0 Li2 一 此 
3 Xx2 3 0 ] 0 3 
cj 一 2 0 0 0 17 2 下 


表 2-18 中 原 问 题 与 对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 , 故 先 设 法 使 原 问 题 变 为 可 行 解 。 
表 2-18 第 1 行 的 约束 可 写 为 
一 447 一 247 =—9 2 3) 
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式 (2. 33) 两 端 乘 以 (一 1) ,再 加 上 人 工 变量 ze 得 


一 TXT3 一 4x4 十 24xs 十 X66 二 9 (2. 34) 
将 式 (2. 34) 替 换 表 2-18 的 第 1 行 , 得 表 2-19。 
表 2-19 
Cj 一 > 2 总 0 0 0 一 人 
Cs 款 b i to Ta Ta ts re 
一 M Te 9 0 0 + 一 上 [24 ] 
2 Xl 2 ] 0 0 1/2 一 2 0 
3 X2 3 0 1 0 —1/2 3 0 
a 0 0 —M 三 一 4M 一 5 十 24M 0 


因 对 偶 问 题 为 非 可 行 解 , 用 单纯 形 法 计算 得 表 2-20。 


表 2-20 
一 2 3 0 0 0 一 AM 
Cs 基 b 1 工 2 X3 Lo Xs 6 
0 Xs 3/8 0 0 eb Wf | —1/6 ] 1/24 
2 Xl 11/4 ] 0 一 1/12 1/6 0 jl2 
3 工 2 15/8 0 1 1/8 0 0 一 1/8 
cj —z; 0 0 一 5/24 一 1/3 0 一 M 十 二 


由 表 2-20 可 知 ,美佳 公司 的 最 优生 产 计划 为 每 天 生产 11/4 件 家 电工 ,15/8 件 新 家 
电工 。 


五 、 增 加 一 个 约束 条 件 的 分 析 


增加 一 个 约束 条 件 在 实际 问题 中 相当 于 增添 一 道 工序 。 分 析 的 方法 是 先 将 原 问 题 最 
优 解 的 变量 值 代入 新 增 的 约束 条 件 , 如 满足 ,说 明 新 增 的 约束 未 起 到 限制 作用 , 原 最 优 解 

` 变 。 否 则 ,将 新 增 的 约束 直接 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 再 进一步 分 析 。 

例 9 仍 以 美佳 公司 为 例 , 设 家 电工 . 开 经 调试 后 ,还 需 经 过 一 道 环境 试验 工序 。 家 
电工 每 件 需 环 境 试验 3h ,家电 开 每 件 需 2h, 又 环境 试验 工序 每 天 生产 能 力 为 12h。 试 分 
析 增 加 该 工序 后 的 美佳 公司 最 优生 产 计 划 。 

解 ” 先 将 原 问题 的 最 优 解 zi 二 7/2,zz 二 3/2 代入 环境 试验 工序 的 约束 条 件 3zi 十 


了 一 全 二 12, 故 原 问题 最 优 解 不 是 本 例 的 最 优 解 。 


7 
Da 2 因 3 义 了 二 2X 了 一 了 
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在 试验 工序 的 约束 条 件 中 加 松弛 变量 得 


37z1 十 2zrz 十 Z6 一 12 (2 30) 

以 zk 为 基 变 量 , 将 式 (2. 35) 反 映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-21。 
表 2-21 

本 2 ] 0 0 0 0 
Cs 基 b | X2 X3 Ta Ts Teé 
0 Ts 15/2 0 0 1 5 /4 一 15/2 0 OD 
2 | 7/2 ] 0 0 1/4 一 0 CO) 
] Xs 3/2 0 1 0 | 3/2 0 G) 
0 二 12 3 2 0 0 0 1 @ 

C;y 之 i 0 0 0 14 = 0 


表 2-21 中 zi、xz 列 不 是 单位 向 量 , 故 需 进 行 变换 ,得 表 2-22。 表 2-22 中 第 @@'"@ 
@' 行 同 原 表 第 @@@ 行 , 表 中 第 @' 行 由 以 下 初等 变换 得 到 ; @’= 一 @ 一 3X@ 一 2X@。 


表 2-22 
Cj 一 > 2 ] 0 0 0 0 
Cp 十 b Xl x2 Xa ra Ts TE 
0 ZX3 15/2 0 0 ] 5/4 -15/2 0 OOD’ 
2 Xl Ti ] 0 0 1/4 ee 0 (Of 
] x2 3/2 0 ] 0 = 3/2 0 (@ 
0 6 = 3 2 0 0 0 一 1/4 Bf 1 全- 
区 0 0 0 —1714 = 0 


因 表 2-22 中 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 原 问 题 为 非 可 行 解 , 故 用 对 偶 单 纯 形 法 迭代 计算 得 
> 


表 2-23 
ES 2 1 0 0 0 0 
Cs 基 b wi X2 XT3 Th Ts Teé 
2 Tl 4 ] 0 0 1/3 0 A 
] T2 0 0 ] 0 == 2 0 ] 
0 Ts ] 0 0 0 1/6 ] 2 
ey 0 0 0 i 0 -了 


由 表 2-23 知 ,添加 环境 试验 工序 后 ,美佳 公司 的 最 优生 产 计 划 为 只 生产 4 件 家 电工 。 
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第 六 忆 参数 线性 规划 


灵敏 度 分 析 中 研究 cj ,bi 等 参数 在 保持 最 优 解 或 最 优 基 不 变 时 的 允许 变化 范围 或 改 
变 到 某 一 值 时 对 问题 最 优 解 的 影响 , 硅 C 按 (C 十 4C“ ) 或 b 按 (b 十 4b”) 连 续 变 化 ,而 目标 
函数 值 z(4) 是 参数 4 的 线性 函数 时 , 式 (2. 36) 或 式 (2.37) 被 称 为 参数 线性 规划 。 
当 目 标 函 数 中 c; 值 连 续 变化 时 ,其 参数 线性 规划 的 形式 为 
max z(A) 一 (C 十 AMC )X 


AX = 二 b 
“| (2. 36) 
XX 二 0 


式 (2. 36) 中 CC 为 原 线性 规划 问题 的 价值 癌 量 ,C 为 变动 向 量 ,4 为 参数 。 
当 约 束 条 件 右 端 项 连续 变化 时 ,其 参数 线性 规划 的 形式 为 
max z(A) = CX 


AX = 二 b 十 4b 
S :| (2. 37) 
天 二 (0 


式 (2. 37) 中 4b， 为 原 线 性 规划 问题 的 资源 和 器 量 ,b’ 为 变动 器 量 ,4 为 参数 。 

参数 线性 规划 问题 的 分 析 步 又 是 : 

(1) 令 4 二 0 求解 得 最 终 单 纯 形 表 ; 

(2) 将 MAC “或 加 “项 反映 到 最 终 单 纯 形 表 中 去 ; 

(3) 随 4 值 的 增 大 或 减 小 ,观察 原 问 题 或 对 偶 问 题 , 一 是 确定 表 中 现 有 解 ( 基 ) 人 允许 X 
值 的 变动 范围 ; 二 是 当 4 值 的 变动 超出 这 个 范围 时 ,用 单纯 形 法 或 对 偶 单纯 形 法 求 取 新 
的 解 ; 

(4) 重复 第 (3) 步 ,一 直到 4 值 继 续 增 大 或 减 小 时 , 表 中 的 解 ( 基 ) 不 再 出 现 变 化 时 
为 止 。 

下 面 通过 例子 具体 说 明 。 

例 10 分 析 4 值 变化 时 ,下 述 参 数 线 性 规划 问题 最 优 解 的 变化 。 

max z(A) 二 (2 十 4A)Xxi 十 (1 十 24)zx， 
全 
Per 过 24 
Bi 


~ T。 


oe 
解 ” 先 令 4 二 0 求 得 最 优 解 ,并 将 4C* 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,得 表 2-24。 
表 2-24 中 , 当 一 二 <4 过 1 时 , 表 中 解 为 最 优 , 且 = 一 坟 十 人 1。 


人、 


人 


ba 
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当 ) 盖 1 时 ,变量 zx 的 检验 数 二 0, 用 单纯 形 迭 代 计 算得 表 2-25。 


表 2-24 
Gh 2 十 A 1 十 24 0 0 0 
Cs 基 b rl 2 ra Th Ts 
0 Ta 15/2 0 0 1 [574 一 15/2 
2 十 ) ed 7/2 ] 0 0 1/4 LA -二 <A<0 
1 十 2A T2 3 /2 0 1 0 一 1/4 $f2 
] ] ] 
Cy 一 守 ; 0 0 0 本 4 5 oA 
表 2-25 
Es 2 十 4 1 十 2) 0 0 0 
Cs 基 b be Z2 Ta Ta Ts 
0 Th b 0 0 4/5 ] = 
2 十 A Tl 2 ] 0 /5 0 ] p 
1 十 2A 2 3 0 ] 1/5 0 0 
Cj 一 之 0 0 二 一 二 0 一 2—A 


表 2-25 中 只 要 之 1, 表 中 解 即 为 最 优 解 。 这 时 有 z= 二 7 十 84。 


又 在 表 2-24 中 若 ) 二 一 亏 时 ,变量 zs 的 检验 数 >0, 这 时 用 单纯 形 法 迭代 得 表 2-26， 
表 2-26 
cj 一 2 十 ) 1 十 24 0 0 0 
Cp 基 b ri r2 73 ra Ts 
0 T3 15 0 9 ] 0 0 
2+A 了 4 1 1/3 0 1/6 0 ”一 2<4< 一 雯 
0 ts ] 0 2/3 0 一 1/6 ] 
0 0 二 十 过、 0 -本 -AL 0 
0 Ta 15 0 5 ] 0 0 
0 ra 24 6 2 0 ] 0 A 圭一 2 
0 Ts 9 ] ] 0 0 ] 
二 2 十 4 1 十 2) 0 0 0 
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表 2-26 中 , 当 一 2<A 坟 一 志 时 ,= 一 8 十 4 当 4 过 一 2 时 ,z= 二 0。 图 2-2 表明 了 例 10 


中 目标 也 数 值 >(4) 随 4 值 变 化 的 情况 。 
例 11 分 析 4 值 变化 时 ,下 述 参 数 线 性 规划 问题 最 
优 解 的 变化 。 
max z(A) = 2Xx1 十 Xz 


Szs SE 15 
医 十 zz 三 24 十 4A 
S。 | Eo 过 = 二 
2 


解 ” 令 4 二 0 求解 得 最 终 单 纯 形 表 ( 见 表 1-9)。 又 因 有 
| 5/4 一 15/211f0 
Ab =B'Ab= |0 1/4 一 1/2 ||4|= 1/4A 
0 一 1/4 3/2 J] LO 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,得 表 2-27。 


表 2-27 
CC 人 ] 0 0 0 
Cs 其 b | T2 T3 Cd Ts 
全， . 己 
0 Ta pa 0 0 ] 5/4 15/2 
T ] 
2 Tl A ] 0 0 1/4 了 一 和-A<6 
] Tr? 3—_i1, 0 1 0 /4 3/2 
、 2 4 
C ji 0 0 0 “4 = 了 


表 2-27 中 最 优 基 不 变 的 条 件 为 一 6 三 4 过 6, 这 时 表 中 最 优 解 为 > -一 学 十 十 1。 


当 )>6 时 , 表 2-27 中 基 变 量 zs 将 小 于 零 .这 时 可 用 对 偶 单 纯 形 法 继续 求解 得 
表 2-28 。 


表 2-28 
Cj 一 > 2 ] 0 0 0 
Cs 基 b zl 工 rs ra Xs 
0 Ta 15 0 5 ] 0 0 
2 寺 ] ] 0 0 ] 人 二 0 
0 Th | 0 = 二 0 1 = 
0 = 0 0 盖世 
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当 4 二 6 时 , 表 2-28 中 的 最 优 基 将 不 变 。 因 此 当 4 二 6 时 有 z= 二 10。 
当 4 二 一 6 时 , 表 2-27 中 基 变 量 zs 将 小 于 零 ,用 对 偶 单 纯 形 法 求解 得 表 2-29。 


表 2-29 
cj 一 2 1 0 0 0 
Cs 址 pb 元 X2 Xa 元 1 Xs 
0 Ts 一 1 一 二 4 0 0 -hs sm A ] 
2 Xl 3 十 二 ] 0 | 1/6 0 18 二 A 寺 . 一 6 
1 zy 3 0 ] 1/5 0 0 
Cj 一 之 j 0 0 A i 0 
1 
0 Xs /5A 一 人 0 0 =— /2 ] 
0 Xs 二 一 15 0 ] 一 5/2 0 “Ad 18 
] 
1 zz 12 十， 3 ] 0 1/2 y 
Ci; ji 一 ] 0 0 -=a 0 


当 ) 一 一 24 时 ,zs 将 小 于 零 ,但 zs 所 在 行 元 素 均 为 正 , 故 这 时 问题 无 可 行 解 。 
过 一 T8< 二 一 6 时 ,= 一 9 十 二 雪 一 2 二) 二 一 18 时 ,= 一 12 十 亏 )。 综合 表 2-27 一 


表 2-29, 将 例 11 中 zx(A) 随 参数 1 的 变化 情况 图 示 如 图 2-3 所 示 。 


=(4.) 
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习 弄 
2.1 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 ,并 以 对 偶 问 题 为 原 问题 ,再 写 出 对 偶 的 对 
偶 问 题 。 
(1) min zx 一 2zl 十 2zz 十 47s (2) max zx 一 5zZ1 十 6zz 十 37s 
元 1 十 3 "Tdrs >2 二 1 十 27 十 27。 一 5 
2Zzi 十 Xs 十 3zs 三 3 Tor — He .3 
i Zl1 十 4zz 十 3X3 一 5 4z1 十 7 十 3xs 近 8 
1 Pe 无 约束 Cl] 无 约束 ,Xz 宇 0 ,xX3 三 0 


(3) max z 一 Yaoiz; 


了 了 一】 


Yasz; < (i= 1 ,mi 过 m) 


Fil 


- > ,ai =b; (1i=m 二 l,m 2 ,m) 
eb | 


2 (1 = 1 ,nN 1n) 
Zi 无 约束 (j 二 十 1,…,n) 
2.2 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明 为 什么 。 
(1) 如 果 线 性 规划 的 原 问题 存在 可 行 解 , 则 其 对 偶 问 题 也 一 定 存在 可 行 解 ; 
(2) 如 果 线 性 规划 的 对 偶 问 题 无 可 行 解 , 则 原 问题 也 一 定 无 可 行 解 ; 
(3) 在 互 为 对 偶 的 一 对 原 问 题 与 对 侦 问 题 中 ,不 管 原 问 题 是 求 极 大 或 极 小 , 原 问 题 可 
行 解 的 目标 函数 值 一 定 不 超过 其 对 侦 问 题 可 行 解 的 目标 也 数 值 ; 
(4) 任何 线性 规划 问题 具有 唯一 的 对 偶 问 题 。 
2.3 对 本 章 第 三 节 影 子 价格 的 6 点 叙述 试 分 别 举例 说 明 其 实际 应 用 。 
2.4 下 列 两 个 线性 规划 问题 


(LP1) max z 一 cl 十 cy (LP2) max z=100cizxi 十 100c,x 
QT1 十 alsT2 夺 D1 l100anZzi 十 100a1sTxs 夺 太 ) 
se 本 OO Tr lO00m .hs 
me 天 


已 知 对 (LP1) 有 最 优 解 夺 "一 (50,500) ,xz 一 550, 求 (LP2) 的 最 优 解 。 
2.5 已 知 某 求 极 大 化 线性 规划 问题 用 单纯 形 法 求解 时 的 初始 单纯 形 表 及 最 终 单 纯 
形 表 如 表 2-30 所 示 , 求 表 中 各 括号 内 未 知 数 (a) 一 (2) 的 值 。 
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表 2-30 
本 3 2 2 0 0 0 
Cs 二 b 1 Tr» Ta Ta Ts re 
0 站 (bp) ] ] ] ] 0 0 
0 Ts 15 (a) 1 2 0 ] 0 
0 T6 20 2 (c) ] 0 0 ] 
Cj —z; 3 2 0 0 0 
0 ra 5/4 0 0 (dad) (71) —1/4 eh 
3 Tl 25/4 ] 0 (e) 0 3/4 (7) 
2 2 5/2 0 1 (f) 0 (h) 1/2 
Cj — 0 (k) (g) 0 = (7) 


2.6 给 出 线性 规划 问题 
min zz 二 2X1 十 3X2 十 5x3 十 6x4 
| X1 十 2X2 十 3X3 十 a 
s。t. < 一 2Zzl 十 Xz 一 Zs 十 3T4 委 一 3 
| 之 0 (= 二 1,*.…,4) 
(1) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (2) 用 图 解法 求解 对 偶 问 题 ; (3) 利用 (2) 的 结果 及 根据 对 侦 
问题 性 质 写 出 原 问题 最 优 解 。 
2.7 给 出 线性 规划 问题 
max zz 一 0Zzl 十 10zs 十 9zrs 十 2074 
4zl 十 9zz? 十 7Zzs 十 10z4 委 600 
Li "0m 400 
S 4 ey i ee es 
Zi 之 0(0J) = 二 1,*……,4) 


400 20 * 2800 
其 最 优 解 为 : X= (,0,0, 守 ,zx* 一。 


(1) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (2) 利用 互补 松弛 性 质 找 出 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 
2.8 已 知 线性 规划 问题 


maxz 一 并 ] 十 工 ? 
= 十 3 < 2 
s.t. 4— 2T71IT xT: 一 下 过 
Ti 20 


试 根 据 对 倡 问题 性 质证 明 上 述 线性 规划 问题 目标 晒 数 值 无 界 。 
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2.9 给 出 线性 规划 问题 
max zz 一 2zl 十 4zz 十 Ts 十 工 4 
1 TO 
Zi “i 三 6 
Ss. Tt. 2 TT 
2 可 < 
zj) 宇 0 (= 1,.…,4) 
要 求 : (1) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (2) 已 知 原 问 题 最 优 解 为 立 * 二 (2,2,4,0), 试 根据 对 偶 理 论 ， 
直接 求 出 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 
2.10 已 知 线 性 规划 问题 A 和 B 如 下 : 


问题 A 问题 B 
max z 一 > ,cj 影子 价格 max z 一 > ,cjj 影子 价格 
Ea j 一 1 
Yayz; = .y1 > 5ayz; 一 501 yn 
7 一 1] fl] 
nn n | ] 下 
a i 
TD st 
ayz; = bs V3 (as; 十 3a1;) x; 一 一 bs 十 301 ys 
1 一] j=1 
Ti 二 0 (= 1,.…,n) Ti 之 0 (一 1972) 


试 分 别 写 出 3; 同 w (Ci 一 1,2.3) 间 的 关系 式 。 
2.11 用 对 倡 单纯 形 法 求解 下 列 线 性 规划 问题 。 
(1) min zx 一 4zl1 十 12zy 十 18zs (2) min z 一 5Zl1 十 2z2 十 4zs 
Ee 下 32 下 2 TT2rs 4 
s.t | Zs 2 3 ent ro 10 


ZX1， 2，Z3 之 0 a 


2.12 考虑 如 下 线性 规划 问题 : 
min zx = 00zl 二 40x2 十 80x3 
二 20 Wa 2 
471 十 Ta 十 3zs 之 4 
271 T2723 十 275 之 3 
1 


要 求 : (1) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (2) 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 原 问 题 ; (3) 用 单纯 形 法 求解 其 对 偶 


问题 ; (4) 对 比 (2) 与 (3) 中 每 步 计 算得 到 的 结果 。 
2.13 已 知 线性 规划 问题 : 


max >z 一 27l 一 十 工 3 


Wl 二 未 
Tl1yZ2zyI3s 之 0 


先 用 单纯 形 法 求 出 最 优 解 ,再 分 析 在 下 列 条 件 单独 变化 的 情况 下 最 优 解 的 变化 。 
CL 目标 晒 数 变 为 INax Zz 二 2X1 十 3Xz 十 Xx3; 


有 
| 


(2) 约束 右 端 项 由 (，) 变 为 () ); 


(3) 增添 一 个 新 的 约束 条 件 一 zi 十 2x; 宇 2。 
2.14 给 出 线性 规划 问题 


max z 一 一 并 十 18z, 十 csZs 十 c44 


Zl1 十 2zz 十 3zs 十 4zi 扫 15 
s. 十 4zs 一 5zs 一 6zi 委 5 十 和 
Ti 之 0 (1 一 1,……)4) 
要 求 : 
(1) 以 zi,zs 为 基 变 量 列 出 单纯 形 表 ( 当 4 二 0 时 ); 
(2) 大 XxX1,Xz 为 最 优 基 ,确定 问题 最 优 解 不 变 时 cs ,cs 的 变化 范围 ; 
(3) 保持 最 优 基 不 变 时 的 4 的 变化 范围 ; 
(4) 增加 一 个 新 变量 ,其 系数 为 (ci ,2,3) , 试 求 问题 最 优 解 不 变 时 ci 的 取 值 范围 。 
2.15 分 析 下 列 线 性 规划 问题 中 , 当 # 变化 时 (0 三 0) 最 优 解 的 变化 ,并 画 出 <CA) 对 和 


的 变化 关系 图 。 
(1) min z= ZXx1 十 Xs —Axs 二 2AX4 (2) max z(A)=(8 二 A)X1 二 (24—2A)x, 
2 二 xs 十 2x4 二 2 a 210 
s. nt 十 3X4 三 5 s. t. [+ Tz; 夺 10 
Xj; 宇 0 (J 三 1,*…,4) Ye 
(3) max z(A) 一 37i 十 272 十 5 (4) max z(A) 一 27l 十 Zz 
2 一 二 
3 工 ] OO--2A Pe Ee 
- 全 x1 十 4z, < 之 30 一 7A SLs < 过 10 二 24 


Zi 之 0 (7 一 1 273) 


的 | 并 2 之 (0 


2.16 某 三 生产 A、B、C 三 种 产品 ,其 所 需 劳 动力 、 材 料 等 有 关 数 据 见 表 2-31。 要 
求 : (1) 确 定 获 利 最 大 的 产品 生产 计划 ; (2) 产 品 A 的 利润 在 什么 范围 内 变动 时 ,上 述 最 
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优 计划 不 变 ; (3) 如 果 设 计 一 种 新 产品 D, 单 件 务 动力 消耗 为 8h, 材 料 消耗 为 2kg, 每 件 可 
获 利 3 元 , 问 该 种 产品 是 否 值得 生产 ? (4) 如 果 原 材料 数量 不 增 , 劳 动力 不 足 时 可 从 市 场 
购买 ,为 1.8 元 /h。 问 : 该 三 要 不 要 招收 和 劳动力 扩 大 生产 ,以 购 多 少 为 宜 ? 


表 2-31 


消耗 定 
额 Se A B 和 j 量 
资 源 可 用 量 
劳动 力 /h 6 3 5 450 
材料 /kg 3 4 5 300 


产品 利润 /( 元 / 件 ) 30 10 40 


2.17 已 知 线性 规划 问题 : 
max z 一 〈cl 十 六 )TZl 十 czZz 十 csZs 十 0z4 十 0zs 
al1zl 十 alizZz 十 alsZzas 十 Zi 一 DO 十 3tz 
s.t.3a21zl 十 azzZz 十 azsZs 十 Z5 三 bz 十 tz 
|, 宇 0 (= 1,.…,5) 
当 3 4 二 4 二 0 时 求解 得 最 终 单纯 形 表 见 表 2-32。 


(1) 确定 Cl ssC2 C3 01 CI12 13 * U21 * U22 | bi ,D2 的 值 ; 

(2) 当 ts 二 0 时 , 刀 在 什么 范围 内 变化 上 述 最 优 解 不 变 ; 

(3) 当 记 三 0 时 ,ts 在 什么 范围 内 变化 上 述 最 优 基 不 变 。 

2. 18 菏 文 教 用 品 三 利用 原材料 白 坯 纸 生 产 原 稿 纸 、 日 记 本 和 练习 本 三 种 产品 。 该 
厂 现 有 工人 100 人 ,每 天 白 坯 纸 的 供应 量 为 30 000kg。 如 单独 生产 各 种 产品 时 ,每 个 工人 
每 天 可 生产 原稿 纸 30 捆 , 或 日 记 本 30 打 , 或 练习 本 30 箱 。 已 知 原材料 消耗 为 : 每 捆 原 
稿 纸 用 白 坯 纸 3 二 kg; 每 打 日 记 本 用 白 坯 纸 13 二 kg; 每 箱 练 习 本 用 白 坯 纸 26 二 kg。 已 
知 生产 各 种 产品 的 砌 利 为 : 每 捆 原 稿 纸 1 元 ,每 打 日 记 本 2 元 ,每 箱 练习 本 3 元 。 试 决 
定 : (1) 在 现 有 生产 条 件 下 使 该 厂 砌 利 最 大 的 方案 ; 2) 如 日 坯 纸 供应 量 不 变 , 而 工人 数 


量 不 足 时 可 从 市 场 上 招收 临时 工 , 临 时 工 费 用 为 每 人 每 天 40 元 。 问 : 该 三 应 否 招 临 时 工 
及 招收 多 少 人 为 宜 ? 


心 、 
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2.19 某 厂 生 产 I、 呈 三 种 产品 ,分 别 经 过 A、B.、C 三 种 设备 加 工 。 
ee 
表 2-33 


已 知 生 产 单 位 
品 的 预期 利润 见 表 2-33。 


A 1 1 100 
B 10 4 5 600 
了 2 
单位 产品 利润 /元 
要 求 ， 


(1) 求 获 利 最 大 的 生产 计划 ; 


(2) 产品 下 每 件 的 利润 增加 到 多 大 时 才 值 得 安排 生产 ?如 产品 下 每 件 利 润 增 加 到 
50/6 元 , 求 最 优 计划 的 变化 ; 

(3) 产品 1 虐 的 利润 在 多 大 范围 内 变化 时 , 原 最 优 计划 保持 不 变 ; 

(4) 设备 A 的 能 力 为 100 十 4, 求 保持 最 优 基 不 变 时 的 4 的 变化 范围 ; 


(5) 如 有 一 种 新 产品 ,加 工 一 件 需 设备 A、B.\C 的 台 时 分 别 为 1、4、3h, 预 计 每 件 的 利 
润 为 8 元, 是否 值 得 安排 生产 ; 
(6) 如 合同 规定 该 厂 至 少 生 产 10 件 产 品 上 , 试 重 新 确定 最 优生 产 计划 。 


HAPTER 3 
mm gh”= 
第 三 章 
运输 器 题 


在 社会 生产 和 消费 过 程 中 , 离 不 开 人 员 物资. 资金 和 信息 的 合理 组 织 和 流动 ,其 中 实体 
物品 的 流动 一 直 受 到 人 们 特别 的 重视 ,并 于 20 世纪 50 年 代 开 始 明 确 形成 了 物流 的 概念 。 
物流 包括 物品 的 分 拣 ` 包装、 搬运 、 装 印 .仓储 ` 运输、 保管 .信息 联 系 与 处 理 等 各 项 基本 活动 。 
其 中 ,运输 是 要 改变 物品 的 空间 位 置 以 创造 其 场所 效用 , 它 是 物流 活动 中 的 一 个 不 可 或 缺 的 重 
要 环节 。 随 春 社会 和 经 济 的 发 展 , 运 输 变 得 越 来 越 复杂 ,运输 量 有 时 非常 巨大 ,科学 组 织 运输 
可 有 效 降 低 物 流 活动 的 成 本 ,及 时 实现 需要 的 物品 空间 位 置 的 变动 ,以 有 效 提升 其 空间 价值 。 


第 一 六 ”运输 问题 及 其 数学 模型 


一 、 运 输 问题 的 数学 模型 


本 章 研 究 单一 品种 物资 的 运输 调度 问题 ,其 典型 情况 是 : 设 某 种 物品 有 mx 个 产地 
Al,As,…,A, ,各 产地 的 产量 分 别 是 al,az,…,aw; 有 7 个 销 地 Bi ,B:,…,B,., 各 销 地 的 
销量 分 别 为 01.52,…,b,;。 假 定 从 产地 A;G 王 1,2.…,7) 向 销 地 B;(j 二 1,2,…,n) 运 输 单 
位 物品 的 运 价 是 cj , 问 怎 样 调运 这 些 物品 才能 使 总 运费 最 小 ? 

为 直观 清楚 起 见 ,可 列 出 该 问题 的 运输 表 , 如 表 3-1 所 示 。 表 中 的 变量 x; (i 二 1， 
2,…,7; Jj/ 一 1.2,…,7) 为 由 产地 A; 运往 销 地 Bj 的 物品 数量 ,cj 为 A; 到 B; 的 单位 运 价 。 
有 时 ,将 单位 运 价 单独 列 入 男 一 个 表 中 ,并 称 其 为 单位 运 价 表 。 

表 3-1 


销量 | 


81 


如 果 运 输 问 题 的 总 产量 等 于 其 总 销量 , 即 有 


a: 一 2%; Ca 1) 
则 称 该 运输 问题 为 产销 平衡 运输 问题 ; 反之 , 称 产销 不 平衡 运输 问题 。 
产销 平衡 运输 问题 的 数学 模型 可 表示 如 下 : 


Xi Ui, Le = LZ on) (3. 2a) 
j=1 
9. Ls 
pe =b;, (]=1,2,.",n) (3. 2b) 
i=] 
Xj 宇 0， ls led J = love a (3. ZC) 


其 中 ,约束 条 件 右 侧 常数 a; 和 6; 满足 式 (3. 1) 。 

在 模型 (3.2) 中 ,目标 也 数 表示 运输 总 费用 ,要 求 其 极 小 化 ; 约束 条 件 (3. 2a) 的 意义 
是 由 某 一 产地 运往 各 个 销 地 的 物品 数量 之 和 等 于 该 产地 的 产量 ; 约束 条 件 (3. 2b) 指 由 各 
产地 运往 某 一 销 地 的 物品 数量 之 和 等 于 该 销 地 的 销量 ; 约束 条 件 (3. 2c) 为 变量 非 负 
条 件 。 

模型 (3.2) 是 一 种 线性 规划 模型 ,因而 可 用 单纯 形 法 求解 。 但 是 , 当 用 单纯 形 法 求解 
运输 问题 时 , 先 得 在 每 个 约束 条 件 中 引入 一 个 人 工 变量 ,这 样 一 来 ,即使 对 于 m= 二 3、n 二 4 
这 样 简单 的 运输 问题 ,变量 数目 也 会 达到 19 个 之 多 (未 考虑 去 掉 一 个 多 余 约 束 条 件 ), 因 
而 需要 寻求 更 简便 的 解法 。 

为 了 说 明 适 于 求解 运输 问题 的 更 好 的 解法 , 先 分 析 一 下 运输 问题 数学 模型 的 特点 。 


二 、 产 销 平 衡 运输 问题 数学 模型 的 特 扣 


由 于 运输 问题 的 结构 和 性 质 , 使 其 具有 以 下 几 个 特点 。 
1. 运输 问题 有 有 限 最 优 解 
对 运输 问题 (3. 2) , 右 令 其 变量 


aib; 
一 


(1 一 一 od J 一 lo2ys sR) LE 


i Do 


其 中 ,Q = 27a 二 25;, 则 式 (3.3) 就 是 运输 问题 (3.2) 的 一 个 可 行 解 ; 这 说 明 运输 问 
题 (3. 2) 的 目标 函数 有 下 界 , 目 标 函数 值 不 会 趋 于 一 >。 由 此 可 知 ,运输 问题 必 存 在 有 限 
最 优 解 。 

2. 运输 问题 约束 条 件 的 系数 矩阵 

将 式 (3. 2) 的 结构 约束 加 以 整理 ,可 知 其 系数 矩阵 具有 下 述 形式 ; 
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-11 12 Xn X21 X22 C2n Tml Cm2 Cmn 
1 1 1 
1 1 1 | ee 
~777 全 
1 1 1 | (3. 4) 
1 1 1 
1 1 1 | 站 
-nn 人 本 
1 1 | | 
其 系数 列 癌 量 的 结构 是 : 
第 i 个 V 第 Cm 十 让 个 
A; =(0,.…,0,1,0,.…,0,1,0,.… ,0)7 (3. 5) 


即 除 第 ;个 和 第 (十 7) 个 分 量 为 1 外 ,其 他 分 量 全 等 于 0。 

由 此 可 知 ,运输 问题 的 约束 条 件 具 有 下 述 特点 : 

(1) 约束 条 件 系数 矩阵 的 元 素 等 于 0 或 1; 

(2) 约束 条 件 系数 和 矩阵 的 每 一 列 有 两 个 非 零 元 素 , 这 对 应 于 每 一 个 变量 在 前 mr 个 约 
束 方 程 中 出 现 一 次 ,在 后 7 个 约束 方程 中 也 出 现 一 次 。 

对 产销 平衡 运输 问题 , 除 上 述 两 个 特点 外 ,还 有 以 下 特点 : 

(1) 所 有 结构 约束 条 件 都 是 等 式 约束 ; 

(2) 各 产地 产量 之 和 等 于 各 销 地 销量 之 和 。 

例 1 某 部 门 有 3 个 生产 同类 产品 的 工厂 (产地 ) ,生产 的 产品 由 4 个 销售 点 ( 销 地 ) 
出 售 ,各 工厂 的 生产 量 、 各 销售 点 的 销售 量 ( 假 定单 位 均 为 中 以 及 各 工厂 到 各 销售 点 的 单 
位 运 价 ( 元 /t) 示 于 表 3-2 中 。 要 求 研 究 产品 如 何 调运 才能 使 总 运费 最 小 。 

表 3-2 


销 地 
产地 


个 


本 


由 于 总 产量 和 总 销量 均 为 48, 故 知 这 是 一 个 产销 平衡 运输 问题 。 
用 地 表示 由 第 i 个 产地 运往 第 7 个 销 地 的 产品 数量 , 即 可 写 出 该 问题 的 数学 模型 
如 下 : 


min 之 -Da 2 sf 一 4x1 十 12x12 十 4x13 十 11xwu 十 22X21 


十 10zxzz 十 3xzs 十 9xz4 十 8xzal 十 5zx3z 十 1l1lzxs 十 6x34 
X11 十 X12 十 X13 十 X14 一 16 
X21 十 X22 十 X23 十 X24 一 10 
X31 十 X32 十 X33 十 X34 一 2 
Fe (3. 6) 
Zl2 十 Zzz 十 Tsz 二 14 
X13 十 X23 十 X33 一 2 
X14 十 X24 十 X34 二 14 
二 
3. 运输 问题 的 解 
根据 运输 问题 的 数学 模型 求 出 的 运输 问题 的 解 天 一 (z) ,代表 着 一 个 运输 方案 ,其 
中 每 一 个 变量 zi 的 值 表 示 由 A; 调运 数量 为 六 的 物品 给 B;。 前 已 指出 运输 问题 是 一 种 
线性 规划 问题 ,可 设想 用 迭代 法 进行 求解 , 即 先 找 出 它 的 某 一 个 基 可 行 解 ,再 进行 解 的 最 
优 性 检验 , 知 它 不 是 最 优 解 ,就 进行 迭代 调整 ,以 得 到 一 个 新 的 更 好 的 解 , 继 续 检 验 和 调整 
改进 ,直至 得 到 最 优 解 为 止 。 
为 了 能 按 上 述 思 路 求解 运输 问题 ,要 求 每 步 得 到 的 解 羡 二 (zj) 都 必须 是 其 基 可 行 
解 ,这 意味 着 : (1) 解 大 必须 满足 模型 中 的 所 有 约束 条 件 ; (2) 基 变量 对 应 的 约束 方程 组 
的 系数 列 向 量 线 性 无 关 ; (3) 解 中 非 去 变量 立 的 个 数 不 能 大 于 (十 2 一 1) 个 ,原因 是 运输 
问题 中 虽 有 (mx 十 加 个 结构 约束 条 件 ,但 由 于 总 产量 等 于 总 销量 , 故 只 有 (m 十 n 一 1 个 结 
构 约 束 条 件 是 线性 独立 的 ; (4) 为 使 迭代 顺利 进行 , 基 变 量 的 个 数 在 迭代 过 程 中 应 始终 保 
持 为 (mx 十 n 一 1) 个 。 
运输 问题 解 的 每 一 个 分 量 , 都 唯一 对 应 其 运输 表 中 的 一 个 格 。 得 出 运输 问题 的 一 个 
基 可 行 解 后 ,就 将 基 变 量 的 值 x; 填 和 人 运输 表 相 应 的 格 (A;,B,) 内 ,并 将 这 种 格 称 为 填 有 数 
字 的 格 ( 含 填 数 字 0 的 格 , 这 时 的 解 为 退化 解 ); 非 基 变量 对 应 的 格 不 十 入 数字 , 称 为 
空格 。 


第 二 节 用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 


表 上 作业 法 是 求解 运输 问题 的 一 种 简便 而 有 效 的 方法 ,其 求解 工作 在 运输 表 上 进行 。 
它 是 一 种 迭代 法 , 友 代 步骤 为 : 先 按 菜 种 规则 找 出 一 个 初始 解 ( 初 始 调运 方案 ); 再 对 现 
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行 解 作 最 优 性 判别 ; 硅 这 个 解 不 是 最 优 解 ,就 在 运输 表 上 对 它 进行 调整 改进 ,得 出 一 个 新 
解 ; 再 判别 ,再 改进 ; 直至 得 到 运输 问题 的 最 优 解 为 止 。 如 前 所 述 ,迭代 过 程 中 得 出 的 所 
有 和 解 都 要 求 是 运输 问题 的 基 可 行 解 。 下 面 曾 明 这 几 个 步 缀 ,并 结合 例 1 详细 加 以 说 明 。 

当 用 一 般 单纯 形 法 求解 运输 问题 时 ,应 去 掉 一 个 多 余 的 约 东 等 式 ( 任 一 个 约束 等 式 均 
可 ); 当 用 表 上 作业 法 求解 时 , 因 在 运输 表 上 进行 ,不 必 写 出 其 上 述 数 学 模型 。 


一 、 给 出 运输 问题 的 初始 基 可 行 解 (初始 调运 方案 ) 


下 面 介 绍 两 种 常用 的 方法 。 

1. 最 小 元 素 法 

人 们 容易 直观 想到 ,为 了 减少 运费 ,应 优先 考虑 单位 运 价 最 小 (或 运 距 最 短 ) 的 供销 业 
务 , 最 大 限度 地 满足 其 供销 量 。 即 对 所 有 i 和 j, 找 出 cij 一 min (cz) ,并 将 zion 一 
min (aa ,b;, ) 的 物品 量 由 Ai 供应 给 Bi 。 若 zj 一 i , 则 产地 A 的 可 供 物品 已 用 完 ,以 
后 不 再 继续 考虑 这 个 产地 , 且 B; 的 需求 量 由 bj; 减少 为 bj; 本 如 果 Ti jo 一 人 ,; 则 销 地 
B, 的 需求 已 全 部 得 到 满足 ,以 后 不 再 考虑 这 个 销 地 , 且 A, 的 可 供 量 由 a; 减少 为 w 一 
b;, 。 然 后 ,在 余下 的 供 、 销 地 的 供销 关系 中 ,继续 按 上 述 方法 安排 调运 ,直至 安排 完 所 有 
供销 任务 ,得 到 一 个 完整 的 调运 方案 (完整 的 解 ) 为 止 。 这 样 就 得 到 了 运输 问题 的 一 个 初 
始 基 可 行 解 (初始 调运 方案 )。 

由 于 该 方法 基于 优先 满足 单位 运 价 ( 或 运 距 ) 最 小 的 供销 业务 , 故 称 为 最 小 元 素 法 。 

在 例 1 中 , 因 A; 到 B 的 单位 运 价 2 最 小 , 故 首 先 考 虑 这 项 运输 业务 。 由 于 min(az ,01) 二 
二 8, 所 以 令 za 一 8, 在 表 3-2 的 (A:,B,) 格 中 填 人 数字 8, 见 表 3-3 这 时 A; 的 可 供 量 变 
为 a 一 bi 二 10 一 8 二 2; Bi 的 需求 量 全 部 得 到 满足 ,在 以 后 运输 量 分 配 时 不 再 考虑 , 故 划 去 
Bi 列 ( 见 虚线 中 ) 。 

在 表 3-3 尚未 划 去 的 各 格 中 再 寻求 最 小 单位 运 价 , 它 等 于 3, 对 应 (A:,Bs:) 格 。 由 于 
A: 供应 Bi 后 其 供应 能 力 变 为 2, 小 于 653 二 12, 故 在 格 (Ai,Bs) 中 填 入 数字 2。 这 时 A: 的 
供应 能 力 已 用 尽 , 划 去 A; 行 ( 见 虚线 @)。 


表 3-3 


A | [| 1.| 
| 
----16 ----@ 

es 
> | 

网 | Ea Ee 
3 
----22----® 

| 
要 于 


45 


Y 


继续 如 上 进行 ,在 (Ai ,Bs) 格 中 填 人 数字 10, 划 去 Bs 列 ( 见 虚线 @); 在 (As ,B:) 格 中 
填 人 数字 14, 划 去 Bz 列 ( 见 虚线 四 ) ; 在 (As ,B4) 格 中 填 人 数字 8, 划 去 As 行 ( 见 虚线 @) ; 
至 此 ,只 有 (Ai ,B4) 格 未 被 划 去 ,在 其 中 填 人 数字 6 ,使 Ai 的 可 供 量 和 B4 的 需求 量 同 时 得 
到 满足 ,并 同时 划 去 Ai 行 和 Bs 列 ( 见 虚线 @)。 这 时 ,运输 表 中 的 全 部 格子 均 被 划 去 ,所 
有 供销 要 求 均 得 到 满足 。 上 述 过 程 和 结果 示 于 表 3-3 中 ,该 表 中 下 部 和 右 侧 小 圆圈 中 的 
数字 中 , 回 ,…,@ 表 示 各 列 和 各 行 划 去 的 先后 顺序 。 

这 时 得 到 了 该 运输 问题 的 一 个 初始 基 可 行 解 : zs 三 10,zu 王 6,zz 一 8,zzs 一 2 ,X32 一 
14,zsa 一 8, 其 他 变量 全 等 于 零 。 即 由 Al 运 10 个 单位 物品 给 B;, 运 6 个 单位 物品 给 Bi 
等 。 读 者 可 以 验证 这 6 个 数字 对 应 的 约束 方程 组 的 系数 列 向 量 线性 无 关 。 总 运费 (目标 
痕 数 值 ) 

z= >》, pcsrs 


一 10X4 十 6X11 十 8X2 十 2X3 十 14X5 十 8X6 一 246 

这 个 解 满足 所 有 约束 条 件 , 其 非 零 变量 的 个 数 为 6( 等 于 mn 十 n 一 1 二 3 十 4 一 1 二 6)。 

2. 沃 格 尔 (Vogel) 法 

初 看 起 来 ,最 小 元 素 法 十 分 合理 。 但 是 ,有 时 按 某 一 最 小 单位 运 价 优先 安排 物品 调运 
时 , 却 可 能 导致 不 得 不 采用 运费 很 高 的 其 他 供销 点 对 ,从 而 使 整个 运输 费用 增加 。 对 每 一 
个 供应 地 或 销售 地 , 均 可 由 它 到 各 销售 地 或 到 各 供应 地 的 单位 运 价 中 找 出 最 小 单位 运 价 
和 次 小 单位 运 价 , 并 称 这 两 个 单位 运 价 之 差 为 该 供应 地 或 销售 地 的 罚 数 。 符 罚 数 的 值 不 
大 , 当 不 能 按 最 小 单位 运 价 安排 运输 时 造成 的 运费 损失 不 大 ; 反之 ,如 果 罚 数 的 值 很 大 ， 
不 按 最 小 运 价 组 织 运 输 就 会 造成 很 大 损失 , 故 应 尽量 按 最 小 单位 运 价 安排 运输 。 沃 格 尔 
法 就 是 基于 这 种 考虑 提出 来 的 。 

现 再 结合 例 1 说 明 这 种 方法 。 

首先 计算 运输 表 中 每 一 行 和 每 一 列 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 单位 运 价 之 间 的 差 值 ,并 
分 别称 为 相应 的 行 罚 数 和 列 罚 数 。 将 算出 的 行 罚 数 填 人 位 于 运输 表 右 侧 行 罚 数 栏 的 左边 
第 一 列 的 相应 格子 中 , 列 罚 数 填 和 人 位 于 运输 表 下 边 列 罚 数 栏 的 第 一 行 的 相应 格子 中 ( 见 
表 3-4) 。 例 如 ,Ai 行 中 的 次 小 和 最 小 单位 运 价 均 为 4, 故 其 行 罚 数 等 于 0; A; 行 中 的 次 
小 和 最 小 单位 运 价 分 别 为 3 和 2, 其 行 罚 数 等 于 3 一 2 王 1; Bi 列 中 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 
单位 运 价 分 别 为 4 和 2, 其 列 罚 数 等 于 2。 如 此 进行 ,计算 出 本 例 Ai、A: 和 As: 行 的 行 罚 
数 分 别 为 0、1 和 1; Bi、B;、B， 和 Bs 列 的 列 罚 数 分 别 为 2、.5、1 和 3。 在 这 些 罚 数 中 ,最 大 
者 为 5( 在 表 3-4 中 用 小 圆圈 示 出 ), 它 位 于 Bs 列 。 由 于 B, 列 中 的 最 小 单位 运 价 是 位 于 
(As ,B: ) 格 中 的 5, 故 在 (As,B;) 格 中 填 入 尽 可 能 大 的 运 量 14, 此 时 Bs 的 需要 量 得 到 满 
足 , 划 去 Bs 列 。 
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在 尚未 划 去 的 各 行 和 各 列 中 ,如 上 重新 计算 各 行 昼 数 和 列 神 数 , 并 分 别 填 入 行 昼 数 栏 
的 第 2 列 和 列 罚 数 栏 的 第 2 行 。 例 如 ,在 As 行 中 剩 下 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 单位 运 价 分 
别 为 8 和 6, 故 其 罚 数 等 于 2。 由 表 3-4 中 填 和 人 这 一 轮 计 算出 的 各 罚 数 可 知 ,最 大 者 等 于 

3 ,位 于 B4 列 ,由 于 Bs 列 中 的 最 小 单位 运 价 为 6, 故 在 其 相应 的 格 中 填 和 人 这 时 可 能 的 最 大 
调运 量 8, 划 去 As 行 。 

用 上 述 方法 继续 做 下 去 ,依次 算出 每 次 迭代 的 行 罚 数 和 列 罚 数 , 根 据 其 最 大 昼 数 值 的 
位 置 在 运输 表 中 的 适当 格 中 填 入 一 个 尽 可 能 大 的 运输 量 , 并 划 去 对 应 的 一 行 或 一 列 。 
本 例 中 ， 依次 在 运输 表 中 填 人 运输 量 : Z3s2 一 14,Zs4 一 8,Z2 一 8, zl 一 12，Zzz4 一 和， 并 相应 
依次 划 去 : B: 列 、A; 行 .Bi 列 `.Bs 列 \、A: 行 。 最 后 未 划 去 的 格 仅 为 (Ai,B4) ,在 这 ee 
填 和 人 数字 4, 并 同时 划 去 Al 行 和 B4 列 。 

用 这 种 方法 得 到 的 初始 基 可 行 解 是 : zi 三 12,zla 王 4,zz 一 8,za 一 2,7zsz 一 14,7zs4 一 
8 ,其 他 变量 的 值 等 于 零 。 这 个 解 的 目标 咕 数 值 

一 1]2X4 十 4X11 二 8XxXx2 十 上 4X9 十 14Xo5 十 8X6 一 244 

在 例 1 中 ， 比较 上 述 两 种 方法 给 出 的 初始 基 可 行 解 ,以 沃 格 尔 法 给 出 的 解 的 目标 函数 
值 较 小 。 一 般 来 说 , 沃 格 尔 法 得 出 的 初始 解 的 质量 较 好 ,常用 来 作为 规模 较 小 时 运输 问题 
最 优 解 的 近似 解 。 


二 、 解 的 最 优 性 检验 


得 到 了 运输 问题 的 初始 基 可 行 解 之 后 , 即 应 对 这 个 解 进行 最 优 性 判别 ,看 它 是 不 是 最 
优 解 。 下 面 介 绍 两 种 常用 的 判别 方法 : 财 回路 法 和 对 偶 变 量 法 (也 称 位 势 法 )。 


1. 财 回 路 法 (Ccycle method) 

要 判定 运输 问题 的 某 个 解 是 否 为 最 优 解 ,可 仿照 一 般 单纯 形 法 ,检验 这 个 解 的 各 非 基 
变量 (对 应 于 运输 表 中 的 空格 ) 的 检验 数 , 硅 有 某 空 格 (A;,B;) 的 检验 数 为 负 , 说 明 将 zij 变 
为 基 变 量 将 使 运输 费用 减少 , 故 当 前 这 个 解 不 是 最 优 解 。 硅 所 有 空格 的 检验 数 全 非 负 , 则 
不 管 怎样 变换 解 均 不 能 使 运输 费用 降低 , 即 这 时 的 目标 苑 数值 已 无 法 加 以 改进 ,这 个 解 就 
是 最 优 解 。 

现 结合 例 1 中 用 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 解 ( 参 看 表 3-3) 说 明 检 验 数 的 计算 方法 。 

首先 考虑 表 3-3 中 的 空格 (Ai ,Bi) ,设想 由 产地 Ai 供应 1 个 单位 的 物品 给 销 地 Bi， 
为 使 运 入 销 地 Bi 的 物品 总 数量 不 大 于 它 的 销量 ,就 应 将 A; 运 到 Bi 的 物品 数量 减 去 1 个 
单位 ,即将 格子 (A;: ,Bi) 中 填 入 的 数字 8 改 为 7; 为 了 使 由 产地 A; 运 出 的 物品 数量 正好 
等 于 它 的 产量 , 且 保 持 新 得 到 的 解 仍 为 基 可 行 解 , 需 将 zz 由 原来 的 2 增加 1, 即 改 为 3; 
然后 将 zs 由 10 减 去 1, 即 变 为 9, 以 使 运 入 销 地 Bs 的 物品 数量 正好 等 于 它 的 销量 ,同时 
使 由 Ai 运 出 的 物品 数量 正好 等 于 它 的 产量 。 显 然 , 这 样 的 调整 将 影响 到 zu 、zzr、zzs 和 
Zz13 这 四 个 变量 的 取 值 , 即 (Ali,B1)、(A;,Bi1)、(A;i,Bs) 和 (Ai,Bs) 这 四 个 格子 中 填 入 的 数 
据 。 这 些 格子 除 (Ai,Bi) 为 空格 外 ,其 他 都 是 填 有 数字 的 格 。 在 运输 表 中 ,每 一 个 空格 总 
可 以 和 一 些 填 有 数字 的 格 用 水 平 线 段 和 垂直 线段 交 蔡 连 在 一 闭合 回路 上 ( 见 表 3-5)。 按 
照 上 述 设 想 , 由 产地 Al 供给 1 个 单位 物品 给 销 地 Bi, 由 此 引起 的 总 运费 变化 是 : 
cl 一 C21 十 cz 一 Cl 一 4 一 2 十 3 一 4 一 1 ,根据 检验 数 的 定义 , 它 正 是 非 基 变量 ZU (或 说 空格 
(Ai ,Bi ) ) 的 检验 数 。 

现 再 看 空格 (Az,B:), 它 的 财 回 路 ( 表 3-5 中 的 虚线 ) 的 顶点 由 以 下 各 格 组 成 : 
(A: ,B:), (As ,B:), (As ,Bi), (Ai, Bi), (Ai,Bs),(A:,Bs),(A:,B:), 其 检验 数 oz 一 
c22 一 C32 十 ca 一 C4 十 Cc13 一 cz3 二 10 一 5 十 6 一 11 十 4 一 3 二 1。 

按照 同样 的 方法 ,可 得 表 3-3 中 其 他 各 空格 ( 非 基 变量 ) 的 检验 数 如 下 : 

0l2 一 Cl2 一 Cs 十 ca 一 c4 一 12 一 5 十 6 一 11 一 2 

024 一 C24 一 C4 十 cl 一 cc 一 9 一 1]1 十 4 一 3 一 一 ] 

03l 一 c3l 一 C21 十 cz 一 cl 十 cu 一 ca 一 8 一 2 十 3 一 4 十 11 一 6 一 10 
033 二 C33 一 Ca 十 cu 一 cl 一 11 一 6 十 11 一 4 一 12 


表 3-5 


由 于 cx 三 一 1 一 0 , 故 知 表 3-3 中 的 解 不 是 最 优 解 。 
用 上 述 闭 回路 法 算出 的 例 1 初始 调运 方案 ( 见 表 3-3) 各 空格 的 检验 数 示 于 表 3-6 的 
表 3-6 


由 上 可 知 , 为 了 求 某 个 空格 ( 非 基 变量 ) 的 检验 数 , 先 要 找 出 它 在 运输 表 上 的 闭 回路 ， 
这 个 财 回路 的 顶点 , 除 这 个 空格 外 ,其 他 均 为 十 有 数字 的 格 ( 基 变量 格 ), 它 是 由 水 平 线段 
和 竖 直 线段 依次 连接 这 些 顶 点 构成 的 一 封闭 多 边 形 。 可 以 证 明 , 每 个 空格 都 唯一 存在 这 
样 的 一 条 闭 回 路 。 

闭 回 路 可 以 是 一 个 简单 的 矩形 ,也 可 以 是 由 水 平和 竖 直 边线 组 成 的 其 他 封 财 多 边 形 ， 
图 3-1 示 出 了 几 种 较 简 单 的 财 回 路 的 可 能 图 形 , 更 为 复杂 的 财 回 路 是 上 述 图 形 的 组 合 。 


(a) (b) (¢) 


图 3-1 


位 于 闭 回 路 上 的 一 组 变量 ,它们 对 应 的 运输 问题 约束 条 件 的 系数 列 向 量 线性 相关 , 因 
而 在 运输 问题 基 可 行 解 的 迭代 过 程 中 ,不 允许 出 现 全 部 硕 点 由 填 有 数字 的 格 构 成 的 闭 回 
路 。 这 就 是 说 ,在 确定 运输 问题 的 基 可 行 解 时 , 除 要 求 基 变量 的 个 数 为 (十 2 一 1) 个 外 ， 
还 要 求 运 输 表 中 填 有 数字 的 格 不 构成 财 回 路 (当然 还 要 满足 所 有 约束 条 件 )。 用 前 述 最 小 
元 素 法 和 Vogel 法 得 到 的 解 都 满足 这 些 条 件 。 

2 对偶 变量 法 (位 势 法 )(dual variable method) 

用 闭 回 路 法 判定 一 个 运输 方案 是 否 为 最 优 方案 ,需要 找 出 所 有 空格 的 闭 回 路 ,并 计算 
出 其 检验 数 。 当 运输 问题 的 产地 和 销 地 很 多 时 ,空格 的 数目 很 大 ,计算 检验 数 的 工作 十 分 
繁重 ,而 用 对 偶 变 量 法 (位 势 法) 就 要 简便 得 多 。 

对 产销 平衡 运输 问题 (3. 2) , 若 用 mi ,wz，,… ,ua 分别 表 示 前 mm 个 约束 等 式 相应 的 对 
偶 变 量 ( 或 称 行 位 势 ) ,用 vi ,vs，,… ,vw 分 别 表 示 后 n 个 等 式 约束 相应 的 对 偶 变 量 ( 或 称 列 
位 势 ) , 即 有 对 偶 变 量 向 量 


第 三 草 ”运输 问题 


‘89 


本 


= (MI1 szL2s。 ”9 iii Ul 9 U2 9。。。 > Un) 


这 时 可 将 运输 问题 (3. 2) 的 对 偶 规 划 写 为 
max zx 一 Dj a EE 2 biv; 


Ui 十 W Cs 
t= 
~、 (3 /7) 
j = 1,.…,n 
Ui» Uj 的 符号 不 限 
由 第 二 章 公 式 (2. 17) 推 导 知 ,线性 规划 问题 变量 x; 的 检验 数 可 表示 为 
OO; 一 (Ci 人 人 这) 一 人 i 'P, “0 ns 
由 此 可 写 出 运输 问题 某 变 量 ri (对 应 于 运输 表 中 的 (A;,B;) 格 ) 的 检验 数 如 下 : 
of cy — zy = co —P; 


Cj (MK1，M2 Um Ul U2 "** ,Un) P; 


=ci — (ui v;) (3.8) 
现 设 我 们 已 得 到 了 运输 问题 (3.2) 的 一 个 基 可 行 解 ,其 基 变 量 为 
Tun sToi Ti 9 5 一 更 十 天 一 ] 
由 于 基 变 量 的 检验 数 等 于 零 故 对 这 组 基 杰 量 可 写 出 方程 组 
Ww Cp 
Th Ci (3. 9) 
WT 


显然 ,这 个 方程 组 有 (mx 十 n 一 1) 个 方程 。 运输 表 中 每 个 产地 和 每 个 销 地 都 对 应 
输 问 题 的 一 个 约束 条 件 , 从 而 也 对 应 各 自 的 一 个 对 偶 变 量 。 ten dip 
含有 基 变 量 , 可知 这 样 构 造 的 方程 组 (3. 9) 中 含有 全 部 (m 十 个 对 偶 变 量 。 

可 以 证 明 ,方程 组 (3.9) 有 解 , 且 由 于 对 偶 变 量 数 比 方程 数 多 一 个 , 故 解 不 唯一 。 从 而 
位 势 的 值 也 不 唯一 。 

若 由 方程 组 (3. 9) 解 得 的 某 组 解 满 足 式 (3.7) 的 所 有 约束 条 件 , 即 对 所 有 i 和 j 均 有 

ji 一 ci 一 (好 十 雪 ) 全 0 
即 这 组 对 偶 变 量 ( 位 势 ) 对 偶 可 行 , 则 互补 松弛 条 件 (Y4 一 C)X=0 成 立 ( 请 读者 说 明理 
由 ) ,从 而 这 0 
= (Xa,XN)T™ = (zij Ti ozij 000)T 
和 
rs (1 ss 9 "°° 9 1 9UL 9 U2 9 "°° 9 Un) 


分 别 为 原 运输 问题 及 其 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 


第 三 者 一 会 滞 页 
第 三 章 运输 问题 < 


否 由 式 (3.9) 解 得 的 解 不 满足 约束 条 件 式 (3.7), 即 韭 基 变量 的 检验 数 有 人 负 值 存在 , 则 
上 面 得 到 的 运输 问题 的 解 不 是 最 优 解 ,需要 进行 解 的 调整 。 

现 仍 用 前 面 的 例子 ( 见 表 3-3) 说 明 用 位 势 法 求 检 验 数 的 方法 和 步骤 。 

例 2 用 位 势 法 对 表 3-3 给 出 的 运输 问题 的 解 作 最 优 性 检验 。 

解 (1) 在 表 3-3 上 增加 一 位 势 列 u; 和 位 势 行 vj; ,得 表 3-7。 


表 3-7 


ee 
Al 可” ui1(l1) 


(2) 计算 位 势 。 可 先 建立 方程 组 (3.9) ,并 据 此 计算 出 运输 表 各 行 和 各 列 的 位 势 。 在 
本 例 中 "13，Z14，Z21， 并 23，Z32，Z34 芝 这 6 个 变 变量 为 基 变 量 ,上 故 有 


U1 十 v3 二 4 
ui 十 vw 二 11 
Uz 十 v1 一 2 
人 
Uz 二 vs 二 3 
xa 十 一 5 
us 十 vw 三 6 


在 求解 方程 组 (3. 9) 时 ,为 计算 简便 ,常任 意 指定 某 一 位 势 等 于 一 个 较 小 的 整数 或 零 。 

在 本 例 求解 方程 组 (3. 10) 时 ,任意 指定 us 二 0, 由 此 可 算出 : 
1 三 2， vs 二 3， ul 三 1， 4 一 10， zs 一 一 4， wv, 二 9 

i ee 

在 实际 计算 时 ,不 必 在 形式 上 列 出 方程 组 (3. 10) ,可 在 运输 表 上 和 赁 观察 直接 计算 ,并 
填 和 人 ww 和 相应 的 值 。 

(3) 计算 检验 数 

有 了 位 势 u; 和 w; 之 后 , 即 可 由 式 (3. 8) 计 算 各 空格 的 检验 数 。 本 例 算 出 的 各 空格 的 
检验 数 示 于 表 3-8 中 ( 基 变 量 的 检验 数 等 于 0, 表 中 不 再 列 出 ) 。 


表 3-8 
sip 销 地 Bs Ui 
站 4 i 本 | 
i 
本 
v ?| | | al 


比较 表 3-8 和 表 3-6, 可 知 用 位 势 法 (对 偶 变 量 法 ) 与 用 财 回路 法 算出 的 检验 数 完 全 
相同 。 因 cz 三 一 1 过 0 , 故 这 个 解 不 是 最 优 解 。 


三 、 解 的 改进 


对 运输 问题 的 一 个 解 来 说 , 若 最 优 性 检验 时 某 非 基 变量 zx; (空格 (A;,B;)) 的 检验 数 
5 为 负 , 说 明 将 这 个 非 基 变量 变 为 基 变 量 时 运费 会 更 小 ， 因而 这 个 解 不 是 最 优 解 ， 还 可 以 
进一步 改进 。 改 进 的 方法 是 在 运输 表 中 找 出 这 个 空格 对 应 的 闭 回路 L; ,在 满足 所 有 约束 
条 件 的 前 提 下 ,使 x; 尽 量 增 大 并 相应 调整 此 闭 回 路 上 其 他 顶点 的 运输 量 ,以 得 到 男 一 
更 好 的 基 可 行 解 。 

解 改 进 的 具体 步骤 为 : 

(1) 以 去 为 换 入 变量 , 找 出 它 在 运输 表 中 的 闭 回路 ; 

(2) 以 空格 (Ai ,Bi) 为 第 一 个 奇数 顶点 , 沿 财 回路 的 顺 ( 或 逆 ) 时 针 方 向 前 进 , 对 闭 回 
路 上 的 顶点 依次 编号 ; 

(3) 在 闭 回 路 上 的 所 有 偶数 顶点 集合 L(e) 中 , 找 出 运输 量 最 小 (min x5 ) 的 顶点 ( 格 
子 ) ,以 该 格 中 的 变量 为 换 出 变 

(4) 以 min zs ee 回路 上 所 有 奇数 顶点 处 的 运输 量 都 增加 这 一 数值 ,所 
有 偶数 顶点 处 的 运输 量 都 减 去 这 一 数值 ,从 而 得 出 一 新 的 运输 方案 。 该 运输 方案 的 总 运 
费 比 原 运 输 方案 减少 , 改 变量 等 于 0 ( min zy ) 。 

然后 ,再 对 得 到 的 新 解 进 行 最 优 性 检验 ,如 不 是 最 优 解 ,就 重复 以 上 步骤 继续 进行 调 
整 ,一 直到 得 出 最 优 解 为 止 。 

例 3 对 例 1 中 用 最 小 元 素 法 得 出 的 解 ( 见 表 3-3) 进 行 改进 。 

解 在 例 1 和 例 2 中 已 算出 了 这 个 解 的 检验 数 ( 见 表 3-6 或 表 3-8) ,由 于 cz 二 
一 1 一 0, 故 以 zz 为 换 入 变量 , 它 对 应 的 闭 回路 示 于 表 3-9 中 。 


22 


销量 14 48 


该 闭 回 路 的 偶数 顶点 位 于 格 (A ,Bi) 和 (A:,Bs) ,由 于 


mmn{ rr in 2 = 
故 应 对 解 作 如 下 调整 : 
24: 加 2 xu: 减 2 
Zls: 加 2 Xxz3: 减 2 


得 到 的 新 的 基 可 行 解 是 ( 见 表 3-10); Xx 二 10 十 2 二 12,xu 二 6 一 2 二 4,ZXz 二 8, Xz 三 0 十 
2 二 2 ,x3z 二 14,xs4 二 8, 其 他 为 韭 基 变量 。 原 来 的 基 变 量 zzs 变 为 非 基 变量 , 基 变 量 的 个 数 
仍 维持 为 6 个。 这 时 的 目标 也 数 值 等 于 246 十 2( 一 1) 一 244。 


表 3-10 
2 地 人 
~ 二 二 -一 - 
~ 了 3 本 2 国 
清和 一 


现 表 用 位 势 法 或 闭 回路 法 求 这 个 新 解 各 非 基 变量 的 检验 数 , 结 果 示 于 表 3-10 中 各 空 
格 的 小 圆圈 内 。 由 于 所 有 非 基 变量 的 检验 数 全 非 负 , 故 这 个 解 为 最 优 解 。 

对 这 个 解 来 说 , 因 on 二 0, 硅 以 zn 为 换 入 变量 可 青 得 一 解 , 它 与 上 面 最 优 解 的 目标 也 
数值 相等 , 故 它 也 是 一 个 最 优 解 。 例 1 的 运输 问题 有 两 个 最 优 基 解 , 由 第 一 章 第 三 节 有 关 
单纯 形 法 迭代 结果 的 最 优 性 检验 和 人 解 的 判别 的 讨论 ,可 知 它 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 
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四 、 几 点 说 明 


1. 若 运 输 问 题 的 某 一 基 可 行 解 有 多 个 非 基 变量 的 检验 数 为 负 , 在 继续 进行 迭代 时 ， 
它们 中 的 任 一 ee 量 均 可 使 目标 晒 数 值得 到 改善 ,但 通 币 取 几 二 0 中 最 小 者 


对 应 的 变量 为 换 和 人 变 


2. poe 如 果 有 某 非 基 变 量 的 检验 数 等 于 零 , 则 说 明 该 运 


输 问 题 有 多 重 最 优 解 。 


3. 当 运输 问题 某 部 分 产地 的 产量 和 ,与 某 一 部 分 销 地 的 销量 和 相等 时 ,在 迭代 过 程 
中 间 有 可 能 在 某 个 格 填 和 人 一 个 运 量 时 需 同时 划 去 运输 表 的 一 行 和 一 列 , 这 时 就 出 现 了 退 
化 。 在 运输 问题 中 ,退化 解 是 时 常 发 生 的 。 为 了 使 表 上 作业 法 的 迭代 工作 能 顺利 进 ed 
去 ,退化 时 应 在 同时 划 去 的 一 行 或 一 列 中 的 某 个 格 中 填 人 数字 0, 表 示 这 个 格 中 的 变 
取 值 为 0 的 基 变 量 , 以 使 迭代 过 程 中 基 变 量 个 数 始 终 恰 好 为 (十 2 一 1) 个 。 


第 三 节 ”运输 问题 的 进一步 讨论 
、 产 销 不 平衡 的 运输 问题 


第 二 节 讲 述 的 运输 问题 的 算法 ,是 以 总 产量 等 于 总 销量 (产销 平衡 ) 为 前 提 的 。 实 际 
上 ,在 很 多 实际 运输 问题 中 ,总 产量 不 等 于 总 销量 。 这 时 ,为 了 能 使 用 前 述 表 上 作业 法 求 


解 , 就 需 将 产销 不 平衡 运输 问题 化 为 产销 平衡 运输 问题 。 
如 果 总 产量 大 于 总 销量 , 即 
之 1ai p= 6; 
这 时 的 数学 模型 为 


min z 一 2 Desrs 


i=] j= 


ba i (1 一 1 .2.…… ,777) 


| =6b;, (j= 1,2,.,n) 
i=1 


i 2 0 


(3. 11) 


为 借助 于 产销 平衡 时 的 表 上 作业 法 求解 ,可 增加 一 个 假想 的 销 地 B,+1, 由 于 实际 上 
它 不 存在 ,因而 由 产地 A;(i 二 1,2,…,m) 调 运 到 这 个 假想 销 地 的 物品 数量 zl( 相 当 于 


松弛 变量 ) ,实际 上 是 就 地 存储 在 A; 的 物品 数量 。 就 地 存储 的 物品 不 经 


圣 运 输 , 故 可 令 其 单 
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位 运 价 ci 一 0 (i 二 1 ,2,… ,m)。 
bn+1 一 > ,ai 一 >》 已 (3. .12) 
i=1] 7 二 1 


则 模型 (3. 11) 变 为 


m 
min > 一 > ， > C 了 7 工 二 


一 】 j= 


n+1 
> 一 Qi， (1 = 1,2,.,m) 
j=1 
| 一 b;，, (7 一 ls2r™ sR 1) (3. 13) 
i=1 
i = 0 
总 销量 大 于 总 产量 的 情形 可 仿照 上 述 方法 类 似 处 理 , 即 增加 一 个 假想 的 产地 An+1， 
它 的 产量 等 于 


本 p33 一 3 (3.14) 

由 于 这 个 假想 的 产地 并 不 存在 , 求 出 由 它 发 往 各 个 销 地 的 物品 数量 zx,+1,; (二 1， 
2,… ,7n) ,实际 上 是 各 销 地 b; 所 需 物 品 的 天 缺额 ,显然 有 

co 一 0， (j= 1,2,.,n) 

例 4 某 市 有 三 个 造纸 厂 Al、 As 和 As ,其 纸 的 产量 分 别 为 8 个 单位 .5 个 单位 和 9 个 
单位 ,有 4 个 集中 用 户 Bi、B;、Bs 和 Bs ,其 需 用 量 分 别 为 4 个 单位 、3 个 单位 、5 个 单位 和 6 
个 单位 。 由 各 造纸 厂 到 各 用 户 的 单位 运 价 如 表 3-11 所 示 , 请 确定 总 运费 最 少 的 调运 
方案 。 

表 3-11 


一 可可 


ko 


CD 


解 ”由 于 总 产量 22 大 于 总 销量 18, 故 本 问题 是 个 产销 不 平衡 运输 问题 。 为 用 表 上 
作业 法 求解 , 震 增加 一 假想 销 地 Bs ,并 参照 上 面 的 叙述 写 出 其 运输 表 , 再 用 表 上 作业 法 求 
解 。 请 读者 自己 完成 写 出 运输 表 和 求解 过 程 。 


二 、 有 转运 的 运输 问题 


在 以 上 讨论 中 ,我 们 假定 物品 由 产地 直接 运送 到 销售 目的 地 ,不 经 中 间 转 运 
(transshipment)。 但 是 , 常 第 会 遇 到 这 种 情形 : 需 先 将 物品 由 产地 运 到 某 个 中 间 转 运 站 
(可 能 是 另外 的 产地 、 销 地 或 中 间 转 运 仓 库 ), 然 后 再 转运 到 销售 目的 地 。 有 时 ,经 转运 比 
直接 运 到 目的 地 更 为 经 济 。 总 之 ,在 很 多 情况 下 ,在 决定 运输 方案 时 有 必要 把 转运 也 考虑 
进去 。 显 然 , 考 虑 转运 将 使 运输 问题 变 得 更 为 复杂 (人 参看 图 3-2) 。 


Al A> 
产地 
销 地 
BI B， 3 
(a) 无 转运 
3-2 


假定 mr 个 产地 Ai,A:,…,A, 和 个 销 地 Bi,B;,…,B, 都 可 以 作为 中 间 转 运 站 使 
用 ,从 而 发 送 物品 的 地 点 和 接收 物品 的 地 点 都 有 mx 十 nn 个。 这样 一 来 ,我 们 就 得 到 了 一 个 
扩大 了 的 运输 问题 。 令 

ai: 第 i 个 产地 的 产量 ( 兆 供 应 量 ); 

b;: 第 ) 个 销 地 的 销量 ( 净 需 要 量 ) ; 

253: 由 第 i 个 发 送 地 运 到 第 7 个 接收 地 的 物品 数量 ; 

ci: 由 第 ;个 发 送 地 到 第 7 个 接收 地 的 单位 运 价 ; 

ci: 第 i 个 地 点 转运 单位 物品 的 费用 .。 

硅 将 产地 和 销 地 统一 编号 ,并 把 产地 排 在 前 面 , 销 地 排 在 后 面 , 则 有 

QAmtl 一 Amiz 一 “一 Qmin 一 (0 
= 


假定 为 产销 平衡 运输 问题 , 即 有 


有 转运 运输 问题 的 运输 表 和 运 价 表 分 别 示 于 表 3-12 和 表 3-13 中 。 
当 不 考虑 转运 费时 , 可 令 Ci 一 0(7 一 1.2.… ,772 -二 77) o 
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表 3-12 
发 送 量 
TC11 i Tt 1m Cl,m+1 0 Tlmtn Q 十 al 
产 : 
地 . 
Qt am 
Q 
锁 9 9 9 9 . 9 
地 . . . . . 
i ee Q 
表 3-13 


发 送 量 
| Ss C lm 


cl,m 十 1 Cl,m+n Q 十 al 
产 
地 . 
Q 十 a， 
Q 
销 : 
地 . 
Q 


例 5 图 3-3 示 出 了 一 个 运输 系统 , 它 包括 两 个 产 
地 (中 和 四) 两 个 销 地 (由 和 加 ) 及 一 个 中 间 转 运 站 
(G)) ,各 产地 的 产量 和 各 销 地 的 销量 用 相应 节点 处 箭 线 
旁 的 数字 表示 ,节点 连 线 上 的 数字 表示 其 间 的 运输 单 
价 ,节点 劳 的 数字 为 该 地 的 转运 单价 , 试 确 定 最 优 运输 


方案 。 
解 ”在 本 例 中 : 


al 一 10，az 一 40，ais 一 ai 一 ai 一 0 
bl = 06, =6b,s =0, bb 一 30， bs = 20 
QQ = 10+40 = 30 二 20 = 50 


cl 一 4， ca 一 】， cs 一 3， c4 一 3， c5 一 5 


现 以 M 表示 足够 大 的 正 数 , 可 将 该 运输 问题 的 运输 表 列 出 ,如 表 3-14 所 示 。 


人 


37 


表 3-14 
一 rw wal wu 


根据 表 3-14, 用 最 小 元 素 法 得 出 本 例 的 初始 运输 方案 ( 见 表 3-15), 青 经 过 两 次 迭代 

得 最 优 解 ( 示 于 表 3-16 中 )。 其 运输 方案 是 : 由 中 地 运 10 个 单位 物品 到 由 地 ; 由 加 地 运 

20 个 单位 物品 到 局 地 ; 由 乌 地 运 20 个 单位 物品 到 号 地 ,再 由 急 地 转运 到 由 地 。 总 运费 为 
之 一 C14T14 i C25 C25 下 C23TC23 十 C23T34 = C34TC34 


二 2 X10 十 4X 20 十 2 X20 十 3 X20 十 5 X20 二 300 


下 
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= 


了 


第 四 蔬 应 用 问题 举例 


由 于 运输 问题 的 表 上 作业 法 概念 清晰 直观 , 且 通 筑 比 一 般 单 纯 形 法 计算 简单 ,因而 
人 们 在 解决 有 些 实际 问题 时 ,常设 法 将 其 转化 为 运输 问题 的 数学 模型 求解 ,下 面 通过 几 个 
例子 加 以 说 明 。 

例 6 有 三 个 产地 Al、 As 和 As 生产 同一 种 物品 ,使 用 者 为 Bi、 B: 和 Bs, 各 产地 到 各 
使 用 者 的 单位 运 价 示 于 表 3-17 中 。 这 三 个 使 用 者 的 需求 量 分 别 为 10 个 单位 、4 个 单位 和 
6 个 单位 。 由 于 销售 需要 和 客观 条 件 的 限制 ,产地 Ai 至 少 要 发 出 6 个 单位 的 产品 , 它 最 
多 只 能 生产 11 个 单位 的 产品 ; Az 必须 发 出 7 个 单位 的 产品 ; As 至 少 要 发 出 4 个 单位 的 
产品 。 试 根据 上 述 条 件 用 表 上 作业 法 求 该 运输 问题 的 最 优 运输 方案 。 


表 3-17 
生产 


解 ”由 表 3-17 可 知 , 当 和 Ai 的 产量 wa 取 最 小 值 6 时 ,Al 和 A; 的 产量 之 和 等 于 13， 
而 总 需 量 为 20, 故 在 产销 平衡 的 条 件 下 产地 As 的 产量 as 最 多 等 于 7。 如 果 产 地 Al 和 
As 的 产量 都 取 各 目的 最 大 值 11 和 7, 总 产量 可 达 25, 它 大 于 总 需 量 20, 这 时 应 增设 一 个 
虚 销 点 B ,其 需 用 量 为 5 。 

为 考虑 可 能 出 现 的 各 种 情况 ,将 A! 和 As 这 两 个 产地 的 产量 都 分 成 两 部 分 ,其 中 一 
部 分 是 必须 发 出 的 ,应 运 至 实在 的 需 用 地 ,而 不 能 运往 虚 销 点 B4 ,从 而 应 将 这 部 分 产品 运 
往 虚 销 点 B 的 单位 运 价 取 为 充分 大 的 正 数 M; 男 一 部 分 产品 可 以 运往 虚 销 点 ,但 由 于 这 
时 实际 上 不 需 运 输 , 故 取 相 应 的 单位 运 价 等 于 零 。 

基于 上 述 分 析 , 可 将 该 运输 问题 的 运输 表 写 成 表 3-18 的 形式 。 用 表 3-18 求解 该 运 
和 输 问 题 的 过 程 请 读者 完成 。 


和 


4 


和 
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表 3-18 


一 可 可 可 
| 可 可 
可 可 可 
使 有 量 | 1l0 | 4 | 6 | 5 


例 7 某 公 司 承 担 4 条 航线 的 运输 任务 ,已 知 : (1) 各 条 航线 的 起 点 城市 和 终点 城市 

及 每 天 的 航班 数 ( 见 表 3-19); (2) 各 城市 间 的 航行 时 间 ( 见 表 3-20); (3) 所 有 航线 都 使 用 

同一 种 船只 ,每 次 装 船 和 伸 船 时 间 均 为 1 天 。 问 该 公司 至 少 应 配备 多 少 条 船 才 能 满足 所 

有 航线 运输 的 需要 ? 
表 3-19 
航线 


nN 


每 天 航班 数量 


~ CO ~ 


解 所 需 船 只 可 分 为 两 部 分 : 
(1) 各 航线 航行 、 装 船 、 凶 船 所 占用 的 船只 。 对 各 航线 逐一 分 析 , 所 需 船 只 数列 入 
表 3-21 中 , 紫 计 共 需 91 条 船 。 
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表 3-21 


航线 


~ CO ~ 


(2) 各 港口 之 间 调 度 所 需 船 只 数量 。 这 由 每 天 到 达 茶 一 港口 的 船只 数量 与 它 所 需 发 出 的 
船只 数量 不 相等 而 产生 。 各 港口 城市 每 天 到 达 船 上 只、 需求 船只 数量 及 其 差额 示 于 表 3-22 中 。 


表 3-22 

城 市 F 
每 天 到 达 ] 
每 天 需要 0 
余 缺 数 ] 


将 船 由 多 余 船 只 的 港口 调 往 需 用 船只 的 港口 为 空 船 行驶, 应 采用 合理 的 调度 方案 ,以 
使 “调运 量 ” 最 小 。 为 此 ,建立 表 3-23 所 示 的 运输 问题 ,其 单位 运 价 取 为 相应 一 对 港口 城 
市 则 的 航行 时 间 ( 天 )。 


表 3-23 


| 
> 
8 
缺少 船员 1 1 
用 表 上 作业 法 求解 这 一 运输 问题 ,可 得 如 下 两 个 最 优 解 : 


ZcE 一 2， xzpa 一 1]， Xxps 三 1, ZzxreE 二 1 
和 en 1 zm, zm 二 = zm= 1 Te 一] 
按 这 两 个 方案 调运 多 余 船 只 ,其 目标 薄 数 值 等 于 40, 说 明 各 港口 
之 间 调 度 所 需 船 只 至 少 为 40 艘 。 综 合 以 上 两 个 方面 的 要 求 , 在 不 考虑 
维修 .储备 等 情况 下 ,该 公司 至 少 要 配备 131 条 船 , 才 能 满足 4 条 航线 
正常 运输 的 需要 。 
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3.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 运输 问题 是 一 类 特殊 的 线性 规划 模型 ,因而 对 模型 (3. 1) 的 求解 结果 可 能 有 : 唯一 
最 优 解 ,无 穷 多 最 优 解 ,无 界 解 ,无 可 行 解 ; 

(2) 表 上 作业 法 实质 上 就 是 求解 运输 问题 的 单纯 形 法 ; 

(3) 如 果 表 3-2 单位 运 价 的 某 一 行 均 加 上 常数 有 ,最 优 调运 方案 不 会 改变 ; 

(4) 如 果 表 3-2 单位 运 价 的 某 一 行 均 乘 上 常数 有 ,最 优 调运 方案 不 会 改变 。 

3.2 运输 问题 的 基 可 行 解 应 满足 什么 条 件 ? 试 判断 表 3-24 和 表 3-25 中 给 出 的 调 
运 方案 可 否 作 为 表 上 作业 法 迭代 时 的 基 可 行 解 ” 为什么? 


表 3-24 


3.3 试 对 给 出 运输 问题 初始 基 可 行 解 的 最 小 元 素 法 和 Vogel 法 进行 比较 ,分 析 给 出 
的 解 之 质量 不 同 的 原因 。 

3.4 简要 说 明 用 位 势 法 (对 偶 变 量 法 ) 求 检验 数 的 原理 。 

3.5 用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 时 ,在 什么 情况 下 会 出 现 退 化 解 ” 当 出 现 退 化 解 时 
应 如 何 处 理 ? 

3.6 一 般 线 性 规划 问题 具备 什么 特征 才能 将 其 转化 为 运输 问题 求解 ,请 举例 说 明 。 


i 全 » A ” 
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3.7 表 3-26 和 表 3-27 分 别 给 出 了 各 产地 和 各 销 地 的 产量 和 销量 ,以 及 各 产地 至 各 
销 地 的 单位 运 价 , 试 用 表 上 作业 法 求 最 优 解 。 


表 3-26 
Ai 8 
A: 8 
As 4 
销量 20 

表 3-27 

产地 三 量 

Ai 5 
A: 2 
As 6 
销量 


3.8 某 企 业 和 用 户 签订 了 设备 交 货 合同 ,已 知 该 企业 各 季度 的 生产 能 力 、 每 台 设 备 
的 生产 成 本 和 每 季度 末 的 交 货 量 ( 见 表 3-28) , 若 生 产 出 的 设备 当 季 度 不 交 货 ,每 台 设 备 
每 季度 需 支 付 保管 维护 费 0. 1 万 元 ,试问 在 遵守 合同 的 条 件 下 ,企业 应 如 何 安 排 生 产 计 
划 ,才能 使 年 消耗 费用 最 低 ? 

表 3-28 

季度 


记 WN ~ 


3.9 某 市 有 3 个 面粉 三, 它们 供给 3 个 面食 加 工厂 所 需 的 面粉 。 各 面粉 厂 的 产 
量 、 各 面食 加 工厂 加 工 面粉 的 能 力 、 各 面食 加 工厂 和 各 面粉 厂 之 间 的 单位 运 价 , 均 示 于 
表 3-29 中 。 假 定 在 第 1、2 和 3 面食 加 工厂 制作 单位 面粉 食品 的 利润 分 别 为 12、16 和 
11, 试 确定 使 总 效益 最 大 的 面粉 分 配 计划 (假定 面粉 厂 和 面食 加 工厂 都 属于 同一 个 主 
管 单位 )。 
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表 3-29 


| 3 10 20 
咱 8 11 20 
食品 厂 需 量 


3. 10” 表 3-30 示 出 一 个 运输 问题 及 它 的 一 个 解 ,试问 : 
(1) 表 中 给 出 的 解 是 否 为 最 优 解 ”请 用 位 势 法 进行 检验 。 
(2) 知 价值 系数 ca 由 1 变 为 3, 所 给 的 解 是 否 仍 为 最 优 解 ” 寿 不 是 ,请 求 出 最 优 解 。 
(3) 若 所 有 价值 系数 均 增 加 1, 最 优 解 是 否 改 变 ? 为 什么 ? 
(4) 知 所 有 价值 系数 均 乘 以 2, 最 优 解 是 否 改变 ?” 为 什么 ? 
(5) 写 出 该 运输 问题 的 对 偶 问 题 ,并 说 明 二 者 最 优 解 的 关系 。 


表 3-30 


销量 22 


3.11 1、2.、3 三 个 城市 每 年 需 分别 供 应 电力 320 个 单位 .250 个 单位 和 350 个 单位 ， 
由 工 . 工 两 个 电站 提供 ,它们 的 最 大 可 供电 量 分 别 为 400 个 单位 和 450 个 单位 ,单位 费用 
如 表 3-31 所 示 。 由 于 需要 量 大 于 可 供 量 , 决 定 城市 1 的 供应 量 可 减少 0 一 30 个 单位 , 城 
市 2 的 供应 量 不 变 ,城市 3 的 供应 量 不 能 少 于 270 个 单位 , 试 求 总 费用 最 低 的 分 配方 案 
(将 可 供电 量 用 完 ) 。 


表 3-31 


HAPTER 4 
牢 四 草 
目标 规 划 


第 一 六 目标 规划 问题 及 其 数学 模型 


一 、 目 标 规 划 问 题 的 提出 


应 用 线性 规划 ,可 以 处 理 许多 线性 系统 的 最 优化 问题 。 但 是 ,线性 规划 作为 一 种 决策 
工具 ,在 解决 实际 问题 时 ,存在 着 一 定 的 局 限 性 。 

例 1 某 工 三 生产 两 种 产品 ,受到 原材料 供应 和 设备 工时 的 限制 。 在 单 件 利润 等 有 
天 数据 已 知 的 条 件 下 ,要求 制订 一 个 获 利 最 大 的 生产 计划 。 具 体 数据 见 表 4-1。 


表 4-1 
原材料 /CE/ 件 ) 5 
设备 工时 /CH/ 伯 E 
利润 /( 元 / 件 ) | 


设 产品 工 和 产品 开 的 产量 分 别 为 x 和 x;, 当 用 线性 规划 来 描述 和 解决 这 个 问题 时 ， 
其 数学 模型 为 
max z = 06zl 十 8z: 
下 过 00 
s.t. < 47zl 十 4zz 夺 40 
| vs 0 
其 最 优 解 , 即 最 优生 产 计 划 为 zi 一 8( 件 ) ,zy 一 2( 件 ) ,max z= 二 64( 元 )。 
从 线性 规划 的 角度 来 看 ,问题 似乎 已 经 得 到 了 圆满 的 解决 。 但 是 ,如 果 站 在 工厂 领导 
的 立场 上 对 此 进行 评价 的 话 ,问题 就 不 是 这 么 简单 了 。 
第 一 ,一 般 来 说 ,一 个 计划 问题 要 满足 多 方面 的 要 求 。 例 如 ,财务 部 门 可 能 希望 和 尽 
可 能 大 的 利润 ,以 实现 其 年 度 利润 目标 ; 物资 部 门 可 能 希望 有 尽 可 能 小 的 物资 消耗 ,以 市 
约 储 备 资金 占用 ; 销售 部 门 可 能 希望 产品 品种 多 样 ,适销 对 路 ; 计划 部 门 可 能 希望 和 尽 
可 能 大 的 产品 批量 ,便于 安排 生产 等 。 也 就 是 说 ,一 个 计划 问题 实际 上 是 一 个 多 目标 决策 
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问题 。 只 是 由 于 需要 用 线性 规划 来 处 理 , 计 划 人 员 才 不 得 不 从 众多 目标 要 求 中 硬性 选择 
其 一 ,作为 线性 规划 的 目标 滑 数 。 

第 二 ,线性 规划 有 最 优 解 的 必要 条 件 是 其 可 行 解 集 非 空 , 即 各 约束 条 件 彼 此 相 容 。 但 
是 ,实际 问题 有 时 不 能 满足 这 样 的 要 求 。 例 如 ,在 生产 计划 中 ,由 于 储备 资金 的 限制 , 原 材 
料 的 最 大 供应 量 不 能 满足 计划 产量 的 需要 时 ,从 供给 和 需求 两 方面 产生 的 约束 条 件 彼此 
就 是 互 不 相 容 的 ; 或 者 ,由 于 设备 维修 .能 源 供 应 .其 他 产品 生产 需要 等 原因 ,计划 期 内 可 
以 提供 的 设备 工时 不 能 满足 计划 产量 工时 需要 时 ,也 会 产生 彼此 互 不 相 容 的 情况 。 

第 三 ,线性 规划 解 的 可 行 性 和 最 优 性 具有 十 分 明确 的 意义 ,但 那 都 是 针对 特定 数学 模 
型 而 言 的 。 在 实际 问题 中 ,决策 者 需要 计划 人 员 提 供 的 不 是 严格 的 数学 上 的 最 优 解 ,而 是 
可 以 帮助 作出 最 优 决 策 的 参考 性 的 计划 ,或 是 提供 多 种 计划 方案 , 供 最 终 决 策 时 选择 。 

上 述 分 析 表 明 , 同 任 何其 他 决策 工具 一 样 ,线性 规划 并 不 是 完美 无 缺 的 。 在 处 理 实际 
问题 时 ,线性 规划 存在 着 由 其 "刚性 ?本 质 所 注定 的 某 些 固有 的 局 限 性 。 现 代 决 策 强 调和 定 
量 分 析 和 定性 分 析 相 结合 ,强调 硬 技术 和 软 技 术 相 结合 ,强调 矛盾 和 冲突 的 合理 性 ,强调 
妥协 和 让 步 的 必要 性 。 线 性 规划 无 法 胜任 这 些 要 求 。 

1961 年 , 查 因 斯 (A. Charnes) 和 库 们 (W. W. Cooper) 提 出 目标 规划 (goal programming)， 
得 到 广泛 重视 和 较 快 发 展 。 目 标 规划 在 处 理 实际 决策 问题 时 ,承认 各 项 决策 要 求 ( 即 使 是 
冲突 的 ) 的 存在 有 其 合理 性 ; 在 做 最 终 决 策 时 ,不 强调 其 绝对 意义 上 的 最 优 性 。 由 于 目标 
规划 在 一 定 程 度 上 弥补 了 线性 规划 的 上 述 局 限 性 ,因此 ,目标 规划 被 认为 是 一 种 较 之 线性 
规划 更 接近 于 实际 决策 过 程 的 决策 工具 。 


二 、 目标 规划 的 数学 模型 


例 2 假设 在 例 1 中 ,计划 人 员 被 要 求 考 虑 如 下 的 意见 : 

(1) 由 于 产品 下 销售 疲软 , 故 希 望 产品 下 的 产量 不 超过 产品 工 的 一 半 :; 

(2) 原材料 严重 短缺 ,生产 中 应 避免 过 量 消耗 ; 

(3) 最 好 能 节约 4h 设备 工时 ; 

(4) 计划 利润 不 少 于 48 元 。 

面 对 这 些 意见 ,计划 人 员 需 要 会 同 有 关 各 方 作 进一步 的 协调 ,最 后 达成 了 一 致意 见 : 
原材料 使 用 限额 不 得 突破 ; 产品 [产量 要 求 必须 优先 考虑 ; 设备 工时 问题 其 次 考虑 ; 最 
后 考虑 计划 利润 的 要 求 。 类 似 这 样 的 多 目标 决策 问题 是 典型 的 目标 规划 问题 。 

目标 规划 数学 模型 涉及 下 述 基 本 概念 : 

1. 偏差 变量 

对 每 一 个 决策 目标 ,引入 正 、 负 偏差 变量 d+ 和 cd- ,分 别 表示 决策 值 超过 或 不 足 目 标 
值 的 部 分 。 按 定义 应 有 d 三 0,d 三 0, d+*d 一 0。 

2. 绝对 约束 和 目标 约束 

绝对 约束 是 指 必须 严格 满足 的 约束 条 件 , 如 线性 规划 中 的 约束 条 件 都 是 绝对 约束 。 


A 


绝对 约束 是 人 硬 约束 ,对 它 的 满足 与 否 ,决定 了 解 的 可 行 性 。 目 标 约 束 是 目标 规划 特有 的 概 
念 ,是 一 种 软 约 束 , 目 标 约 束 中 决策 值 和 目标 值 之 间 的 差异 用 偏差 变量 表示 。 

3. 优先 因子 和 权 系 数 

不 同 目 标的 主 次 轻重 有 两 种 差别 。 一 种 差别 是 绝对 的 ,可 用 优先 因子 Pi 来 表示 。 只 
有 在 高 级 优先 因子 对 应 的 目标 已 满足 的 基础 上 ,才能 考虑 较 低 级 优先 因子 对 应 的 目标 ; 
在 考虑 低级 优先 因子 对 应 的 目标 时 , 绝 不 允许 违背 已 满足 的 高 级 优先 因子 对 应 的 目标 。 
优先 因子 间 的 关系 为 PPin, 即 已 对 应 的 目标 比 Pi+ 对 应 的 目标 有 绝对 的 优先 性 。 
另 一 种 差别 是 相对 的 ,这 些 目标 具有 相同 的 优先 因子 ,它们 的 重要 程度 可 用 权 系 数 的 不 同 
来 表示 。 

4， 目 标 规 划 的 目标 晒 数 

目标 规划 的 目标 卫 数 (又 称 为 准则 了 苑 数 或 达成 函数 ) 由 各 目标 约束 的 偏差 变量 及 相应 
的 优先 因子 和 权 系 数 构成 。 由 于 目标 规划 追求 的 是 尽 可 能 接近 各 既定 目标 值 , 也 就 是 使 
各 有 关 偏 差 变 量 尽 可 能 小 ,所 以 其 目标 函数 只 能 是 极 小 化 。 应 用 时 ,有 三 种 基本 表达 式 : 

(1) 要 求 恰好 达到 目标 值 。 这 时 ,决策 值 超过 或 不 足 日 标 值 都 是 不 希望 的 ,因此 有 

min{ f(d!+ dd  )} 

(2) 要 求 不 超过 目标 值 ,但 允许 不 足 目 标 值 。 这 时 ,不 希望 决策 值 超过 目标 值 , 因 

此 有 
min{ f(d*)) 

(3) 要 求 不 低 于 目标 值 ,但 允许 超过 目标 值 。 这 时 ,不 希望 决策 值 低 于 目标 值 , 因 

此 有 
min{ f(d-)) 

除 以 上 三 种 基本 表达 式 外 ,目标 规划 的 目标 函数 还 可 以 有 其 他 表达 式 , 如 
min{d ”一 dt) 和 min{d+ 一 4d ) 等 ,但 很 少 使 用 .。 

根据 上 述 概 念 , 例 2 的 目标 规划 数学 模型 如 下 : 

min{ Pidi , Pdi , Psds )} 


5zi 十 10z， < 60 (4. 1a) 

Zl 一 2zz 十 di 一 di i (4. 1b) 

s. t. < 4x1 二 4xz2 十 dz 一 cd 一 36 (4. 1c) 
6Zzl 十 8Z; 十 dz 一 dt 一 48 (4. 1d) 


Tizardi dl >0 (= 1243) 
其 中 , 式 (4. 1a) 为 绝对 约束 , 式 (4.1b)、 式 (4. 1c) 式 (4. 1d) 为 目标 约束 。 根 据 题 意 ,Pi 为 
两 种 产品 产量 要 求 的 优先 因子 ; P; 为 节约 工时 要 求 的 优先 因子 ; Ps 为 计划 利润 要 求 的 
优先 因子 ,它们 应 满足 Pi1 伟 P; 读 P;。 
目标 规划 数学 模型 的 一 般 形 式 为 


四 章 ”目标 规划 


人 O 


天 
min| Pi( > Wadr + wiat) ) hk 
k=1 


Pcszrit+adri—dt=g: (k=1,2,.%,K) 


了 一 


SS Es 


Faszi; < (=, 2)b: (i= 1,2,.,m) (4. 2) 
j=1 


Ti 之 0 (= 1,2,,n) 
1 
模型 式 (4. 2) 中 gx 为 第 & 个 目标 约束 的 预期 目标 值 ,Wi 和 Wi 为 Pi 优先 因子 对 应 各 目 
标的 权 系 数 。 
在 建立 目标 规划 数学 模型 时 ,需要 确定 预期 目标 值 . 优 先 级 和 权 系 数 等 ,应 当 综 合 运 
用 各 种 决策 技术 , 尽 可 能 地 减少 主观 片面 性 。 


第 二 节 ”目标 规划 的 图 解法 


对 于 只 有 两 个 决策 变量 的 目标 规划 问题 ,可 以 用 图 解 方法 来 求解 。 

在 用 图 解法 解 目标 规划 时 ,首先 必须 满足 所 有 绝对 约束 。 在 此 基础 上 ,再 按照 优先 级 
从 高 到 低 的 顺序 ,逐个 地 考虑 各 个 目标 约束 。 一 般 地 , 知 优 先 因 子 P; 对 应 的 解 空 间 为 R;， 
则 优先 因子 Pi 对 应 的 解 空间 只 能 在 R; 中 考虑 , 即 Rj 和 R;。 奉 Rj; 关 信 ,而 Rjn 二 人 OO， 
则 R; 中 的 解 为 目标 规划 的 满意 解 , 它 只 能 保证 满足 Pi1,P;,…,P; 级 目标 ,而 不 保证 满足 
其 后 的 各 级 目标 。 

例 3 用 图 解法 解 例 2 的 目标 规划 模型 。 

解 解 题 过 程 见 图 4-1。 
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图 4-1 中 ,AOAB 区 域 是 满足 绝对 约束 (4. 1a) 和 非 负 条 件 的 解 空间 。 对 于 所 有 目标 
约束 ,去 掉 偏 差 变 量 , 画 出 相应 直线 ,然后 标 出 偏差 变量 变化 时 直线 平移 方向 , 见 图 4-1 
所 示 。 

按 优先 级 高 低 , 首 先 考虑 Pi, 此 时 要 求 min di ,因而 解 空 间 Ri 为 人 OAC 区 域 ; 再 考 
虑 P; ,此 时 要 求 min dz ,因而 解 空间 Rs 为 人 ODC 区 域 ; 最 后 考虑 P;, 此 时 要 求 min ds ， 
因而 解 空间 R; 为 四 边 形 EDCF 区 域 。 容易 求 得 玉 ,D,C,F 四 点 的 坐标 分 别 为 (8,0)、 
(9,0)、(6,3)、(4.8,2.4), 故 问题 的 解 可 表示 为 

a1(8,0) 十 az(9,0) 十 as(6,3) 十 gs (4.8,2.4) 
一 (8ai 十 9as 十 62s 十 4. 8a4 ;3as 十 2. 4a4) 
其 中 ; al yaz ,as ,ad 三 0,al 十 az 十 as 十 as 二 1。 

本 题解 能 满足 式 (4. 1) 的 所 有 目标 的 要 求 , 即 能 使 min x 二 0, 这 种 情况 并 不 总 是 出 
现 , 即 很 多 目标 规划 问题 只 能 满足 前 面 已 级 目标 的 要 求 。 

例 4 用 图 解法 解 下 面 的 目标 规划 。 

min{ Pidi , Pzdi , Ps (5ds + 3di ) ,Pdt) 


zl 十 2zs 十 dT 一 d+ = (4. 3a) 

ZX1 十 2z， 十 cz 一 cz 一 (4. 3b) 

s. t. 4 X1 一 2 二 ds—d3 = (4. 3c) 
ra +di—di = (4. 3d) 


Ry ma de 2 0 (1 一 | 
解 ” 解 题 过 程 见 图 4-2。 


图 4-2 


从 图 4-2 可 见 ,在 考虑 Pl 和 PP 的 目标 后 , 解 空间 Ri 为 四 边 形 ABCD 区 域 。 在 考虑 
Ps 的 目标 时 ,为 使 dc 尽 可 能 小 ,应 在 EF 右 下 方 ; 为 使 dt 尽 可 能 小 ,应 在 C 互 上 方 ， 
在 四 边 形 ABCD 内 两 者 无 公共 区 域 。 比 较 两 个 最 接近 的 点 G 和 上 , 解 出 G 点 坐标 为 
(5,2), 刁 点 坐标 为 (6. 5,1. 25) ,将 其 分 别 代 入 式 (4. 3c) 和 式 (4. 3d) ,可 得 G 点 处 dz 三 1， 
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ds 二 0,5ds 十 3d4 二 5,;E 点 处 ds = 二 0,ds* = 二 0.75,5ds 十 3ds 一 2. 25, 比较 找 出 小 者 为 点 
E(6.5,1.25)。 所 以 ,问题 的 满意 解 为 Xx1 二 6.5,zx: 二 1. 25。 

在 用 图 解法 解 目 标 规 划 时 , 可 能 会 遇 到 下 面 两 种 情况 。 

一 种 情况 是 像 例 3 那样 ,最 后 一 级 目标 的 解 空 间 非 空 。 这 时 得 到 的 解 能 满足 所 有 目 
标的 要 求 。 当 解 不 唯一 时 (如 例 3,Rs 为 四 边 形 EDCF 区 域 ) ,决策 者 在 作 实 际 决 策 时 究 
竞选 择 哪 一 个 解 , 完 全 取决 于 决策 者 和 目 身 的 考虑 。 

另 一 种 情况 是 像 例 4 那样 ,得 到 的 解 不 能 满足 所 有 目标 。 这 时 ,我 们 要 做 的 是 寻找 满 
意 解 ,使 它 尽 可 能 满足 高 级 别 的 目标 ,同时 又 使 它 对 那些 不 能 满足 的 较 低 级 别 目标 的 偏离 
程度 尽 可 能 的 小 。 如 在 例 4 中 , 解 空 间 R; 二 OO。 于 是 我 们 在 Ri( 四 边 形 ABCD 区 域 ) 中 
选择 了 点 , 它 满足 P! 和 Pi 的 目标 。 对 P; 的 目标 , 它 只 满足 ds 二 0, 而 ds 二 0 未 能 满 
足 (dr 二 0.75)。 至 于 更 低级 的 Ps 目标 di 二 0, 它 也 不 能 满足 (di 二 3)。 必 须 注意 的 是 ， 
在 考虑 低级 别 目 标 时 ,不 能 破坏 已 经 满足 的 高 级 别 目标 ,这 是 目标 规划 的 基本 原则 。 但 
是 ,也 不 能 因此 认为 , 当 高 级 别 目 标 不 能 满足 时 ,其 后 的 低级 别 目标 也 一 定 不 能 被 满足 。 
事实 上 ,在 有 些 目 标 规划 中 , 当 某 一 优先 级 的 目标 不 能 满足 时 ,其 后 的 某 些 低级 别 目 标 仍 
有 可 能 被 满足 。 


第 三 忆 ” 解 目 标 规划 的 单纯 形 法 


目标 规划 的 数学 模型 实际 上 是 最 小 化 型 的 线性 规划 ,可 以 用 单纯 形 法 求解 ,下 面 分 三 
种 不 同方 法 求解 。 


一 、 检 验 数 分 列 的 单纯 形 法 


因 目标 规划 中 的 目标 晒 数 是 各 俩 差 变 量 乘 上 相应 优先 因子 的 线性 组 合 。 因 此 ,在 判 
别 各 检验 数 的 正 负 及 大 小 时 ,必须 注意 Pi 优 P; 伟 P; 优 … 当 所 有 检验 数 都 已 满足 最 优 性 
条 件 (c; 一 世人 三 0) 时 ,从 最 终 单纯 形 表 上 就 可 以 得 到 目标 规划 的 解 。 
例 S5 用 单纯 形 法 解 例 2。 
解 引入 松弛 变量 zs ,将 例 2 的 目标 规划 模型 化 为 线性 规划 标准 形式 : 
min {Pidi ,P:dz ,Ps3d;s)} 


9T1 Tl1l0zxs 十 Zs = 60 
TX1 一 2Zz 二 di 一 di = 和 
s. t. 447Z1 十 4z， 十 dz 一 cd = 
" 十 8 十 ds 一 dr 一 48 
1 


用 单纯 形 法 解 上 面 的 标准 形式 。 解 题 过 程 的 单纯 形 表 见 表 4-2。 
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0 0 0 Pi 0 0 P; Ps 0 
| TX2 X3 di dr d» dz ds ct 了 
5 10 ] 0 0 0 0 0 0 
[1] = 0 ] = 0 0 0 0 
| 4 4 0 0 0 ] 一 ] 0 0 
6 8 0 0 0 0 0 ] 一 ] 
一 ] 0 0 ] 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 ] 0 0 
一 6 一 8 0 0 0 0 0 0 ] 
0 20 ] 一 5 5 0 0 0 0 
] 一 2 0 ] 一 ] 0 0 0 0 
ll 0 12 0 一 4 4 1 一 ] 0 0 
0 [20j 0 一 6 6 0 0 ] 一 
0 0 0 ] 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 ] 0 0 
0 一 20 0 6 一 6 0 0 0 ] 
0 0 ] ] 一 ] 0 0 一 1] ] 
中 ] 0 0 2/5 ”一 2/5 0 0 1/10 ”一 1/10 
0 0 0 一 2/5 2/5 ] 一 1 ”一 3/5 3/5 
0 ] 0 一 3/10 3/10 0 0 1/20 ”一 1/20 
0 0 0 ] 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 ] 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 ] 0 


表 4-2 中 ,单纯 形 表 工 为 初始 单纯 形 表 。 其 中 , 非 基 变量 zi 的 检验 数 一 已 一 6P: 一 0， 
其 他 非 基 变量 检验 数 均 非 负 , 故 确定 zi 为 换 入 变量 。 按 最 小 比值 规则 ,确定 基 变 量 di 
为 换 出 变量 。 经 迭代 变换 得 单纯 形 表 [[ 。 在 单纯 形 表 中, 非 基 变 量 zx 和 di 的 检验 数 
皆 负 ,但 zs 的 检验 数 更 小 些 , 故 确定 zs 为 换 入 变量 。 按 最 小 比值 规则 ,ds 为 换 出 变量 。 
经 迭代 变换 得 单纯 形 表 下 。 由 于 单纯 形 表 下 中 所 有 非 基 变量 检验 数 皆 非 负 , 故 单纯 形 表 
焉 为 最 终 单纯 形 表 。 因 此 ,从 单纯 形 表 开 得 例 2 的 一 个 满意 解 x1 = 二 24/5== 4. 8, zz 一 
12/5 王 2.4, 此 即 图 4-1 中 FF 点 。 

在 单纯 形 表 下 中 ,由 于 非 基 变量 gr 和 ds 的 检验 数 都 是 零 , 故 知 例 2 有 多 重 最 优 解 
(满意 解 )。 如 以 di 为 换 入 变量 继续 迭代 ,可 得 计算 结果 信 ; 如 以 d3 为 换 和 变量 继续 和 迭 
代 , 可 得 计算 结果 V 。 再 从 或 V 的 结果 继续 迭代 可 得 结果 VW。 下 面 将 人 入、V 、W 的 计算 
结果 及 对 应 图 4-1 中 的 点 列表 显示 , 见 表 4-3。 
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综 上 所 述 , 例 2 的 解 为 以 上 四 个 满意 解 ( 即 C,D,E,F 四 点 ) 的 凸 组 合 。 而 且 , 由 单纯 
形 表 由 、N 、V 、W 中 可 知 ,各 非 基 变量 检验 数 中 三 个 优先 因子 的 系数 全 部 非 负 ,这 表示 任 
何 一 个 满意 解 都 能 满足 所 有 目标 的 要 求 。 单 纯 形 法 和 图 解法 的 解 题 结果 完全 一 致 。 

例 6 用 单纯 形 法 解 例 4。 

解 ” 解 题 过 程 见 表 4-4。 表 4-4 给 出 了 单纯 形 法 求解 时 的 初始 单纯 形 表 ( 工 ) 和 经 5 
步 迭 代 后 的 最 终 单纯 形 表 ( V1)。， 


Xl x2 di dar pa ds ds di a 


1 2 1 一 ] 0 0 0 0 0 0 

1 2 0 0 1 一 ] 0 0 0 0 

] —2 0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 ] = 

一 ] 一 二 0 ] 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 ] 0 0 0 0 

一 9 0 0 0 0 0 9 0 3 

0 0 ] 0 0 0 0 0 0 

] 0 0 0 La 2 2 0 0 

0 0 一 ] ] ] 一 ] 0 0 0 0 
0 0 0 0 一 1/4 1/4 1/4 一 17/4 ] = 

0 1 0 0 li 1 “Id /4 0 0 

站 0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 ] 0 0 0 0 

0 0 0 0 3/4 一 3/4 17/4 3/4 0 3 

0 0 1 0 一 ] ] 0 0 0 0 


从 表 4-4 的 最 终 单 纯 形 表 可 以 看 到 ,所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 已 非 员 。 从 线性 规划 
的 角度 看 ,该 解 为 最 优 解 , 它 对 应 图 4-2 中 的 王 点 。 但 是 ,作为 目标 规划 ,该 解 只 是 一 个 
满意 解 , 因 为 它 并 没有 能 满足 所 有 的 目标 要 求 。 事 实 上 ,在 检验 数 cj 一 z; 中 ,虽然 优先 因 
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子 P! 和 P; 的 系数 皆 为 非 负 , 但 优先 因子 P: 和 Ps 的 系数 中 还 有 负 系 数 。 这 表明 ,作为 
目标 规划 ,Pl! 和 P; 优先 因子 各 目标 皆 已 满足 ,但 P: 和 Ps 优先 因子 各 目标 并 未 全 部 满 
足 。 对 于 Ps 优先 因子 而 言 , 由 于 ds 二 0 和 ds 三 3/4, 故 它 的 两 个 目标 中 ,ds 一 0 已 实现 ， 
但 dx 一 0 的 目标 未 实现 。 对 于 Ps 优先 因子 而 言 , 由 于 di? 二 3, 故 di 一 0 的 目标 并 未 实 
现 。 以 上 结果 同 图 解法 的 结果 ( 见 图 4-2) 完 全 一 致 。 


二 、 对 优先 因子 给 定 权 重 的 计算 方法 


由 前 述 目 标 规划 中 的 优先 因子 应 满足 Pi 写 P; 读 P;…, 因 此 不 妨 在 模型 中 假设 优先 
因子 P; 的 权重 等 于 10 ,由 此 本 章 例 2 的 目标 规划 模型 就 可 表示 为 
min{100d7 十 10di + ds)} 


5zi 十 10zs 二 60 
zl 一 2zz 十 di 一 中 一 0 
s.t.44zl 十 4zz Fa = = 36 
| 十 8zz 十 cz 一 cd 一 48 
9 


这 样 就 不 需要 在 单纯 形 法 计算 中 将 优先 级 分 列 , 只 需 按 一 般 单 纯 形 法 进行 计算 即 可 。 
本 题 用 单纯 形 法 计算 得 到 的 最 终 表 见 表 4-5。 
表 4-5 


表 中 结果 对 应 图 4-1 的 下 点 , 因 非 基 变 量 di .dz 的 检验 数 均 为 零 , 故 继续 友人 代 ,可 
找 出 图 4-1 中 的 CDE 点 。 


三 、 优 先 级 分 层 优化 的 计算 方法 
因 目标 规划 求解 时 ,遵循 从 高 优先 级 到 低 优先 级 逐 层 优化 的 原则 , 故 为 保证 较 低层 级 
的 优化 在 较 高 层级 优化 的 约束 范围 内 进行 。 可 将 上 一 层级 目标 的 优化 值 作为 约束 ,加 到 


下 一 层 的 模型 中 ,这 种 方法 也 称 为 字典 序 计算 法 ,下面 仍 以 本 章 例 2 用 作 说 明 。 
先 列 出 例 2 第 一 层级 的 优化 模型 : 
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min di 
5Z1 十 10xz 十 XT3 二 60 
TX1 一 LTZ2z 十 di 一 人 = 
s. t. 44x1 二 4x 十 dz —dz 一 36 
民 十 8zz 十 dz 一 di 一 48 
TiyZay7s 0 disdi 宇 0 (一 1,2,3) 


解 得 zx1 二 0,zxz 二 0,zxs 二 60,di 二 0,di 二 0,dz 二 36,dz 二 0,ds 二 48,d3 一 0。 将 di = 二 0 
加 到 第 一 层级 的 优化 模型 中 , 写 出 第 二 层级 的 优化 模型 : 


min d2 
5Xz1 十 10xz 十 Xs 一 60 
Ty — LT 二 di 一 di = 
4z1 十 47zz 十 dz 一 dz 一 36 
0 十 在 —di =48 
dl 一 0 


2 0 人 2 人 (i= se) 
解 得 z1 二 0,zs 二 0,7zs 二 60,di = 二 0,d1 = 二 0,ds 二 36,d; 二 0,ds 二 48,ds 一 0。 再 将 
dz 二 0 加 到 第 二 层级 的 优化 模型 中 , 写 出 第 三 层级 的 优化 模型 : 


min da 
5X1 十 10xz 十 Xz3 一 60 
LE — OE 十 di —di 一 
47zl1 十 47s 十 dz 一 cz 一 36 
s 1671 + Bz dr dt 48 
dl 一 0 
dz 一 


dd td 
解 得 dd 2 00 =7 2 0 = d= dd =0. 这 
个 解 对 应 图 4-1 中 的 下 点 或 表 4-2 的 计算 结果 下 。 
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在 目标 规划 建 模 时 ,目标 优先 级 和 权 系 数 的 确定 往往 带 有 一 定 的 主观 性 ,因此 ,对 它 
们 的 灵敏 度 分 析 是 目标 规划 灵敏 度 分 析 的 主要 内 容 。 目 标 规 划 灵 人 敏 度 分 析 的 方法 .原理 
同 线性 规划 的 灵敏 度 分 析 本 质 上 相同 ,下 面 通过 例子 讲述 。 

例 7 对 例 4 的 目标 规划 问题 ,已 求 得 满意 解 为 Zi 三 13/2,zz 三 5/4( 见 表 4-4)。 现 
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决策 者 想 知道 ,目标 晒 数 中 各 目标 的 优先 因子 和 权 系 数 对 最 终 解 的 影响 。 为 此 ,提出 了 下 
面 两 个 灵敏 度 分 析 问 题 , 即 目 标清 数 分 别 变 为 : 

(1) min{Pdr ,Bdz ,Pdi ,P,(5ds + 3dr )) 

(2) min{Pidi ,Pzdz ,Ps (Wids +W2ds: ),Pidi } (Wi,W:>0) 

解 ” 目 标 孔 数 的 变化 仅 影 响 原 解 的 最 优 性 , 即 各 变量 的 检验 数 。 因 此 ,应 当先 考察 检 
验 数 的 变化 ,然后 青 作 适当 的 人 处理。 

1. 当 目 标 浮 数 变 为 (1) ,就 是 要 了 解 交 换 第 三 和 第 四 优先 级 目标 对 原 解 的 影响 。 此 
时 ,单纯 形 表 变 为 表 4-6 。 


表 4-6 
攻 0 0 已 ， 六 0 P， 5P， 0 3P, 0 

Cs 医 到 区 到 mi 
0 0 0 1/2 一 1 /2 1/2 1/2 0 0 

0 一 | ] ] | 0 0 0 0 

0 0 0 /4 1/4 1/4 一 1/4 ] = 一 

] 0 0 1/4 一 1/4 一 1/4 1/4 0 0 

0 ] 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 ] 0 = ] 0 0 0 0 

0 0 0 3/4 “9/4 17/4 3/4 0 3 


从 表 4-6 可 见 , 原 解 最 优 性 已 被 破坏 (dz 的 检验 数 一 Ps 十 了 Ps 二 0), 故 应 用 单纯 形 
法 继续 求解 。 见 表 4-7。 


表 4-7 
0 Pi P; 0 P: 5P, 0 3P, 0 
re di dT ds dz da ct 了 ds di 
0 1/2 ”一 1/2 0 0 1/2 一 1/2 0 0 
0 一 ] 1 1 —1 0 0 0 0 
0 —1/4 1/4 0 0 1/4 —1/4 1 一 ] 
1 1/4 —1/4 0 0 —1/4 1/4 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 ] 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 3/4 一 3/4 0 0 17/4 3/4 0 3 
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从 表 4-7 可 知 , 第 三 和 第 四 优先 级 目标 交换 后 , 原 满意 解 已 失去 了 最 优 性 。 新 的 满意 
解 为 zi 二 5,zxz 二 1/2, 即 图 4-2 中 下 点 。 

2. 当 目 标 哺 数 变 为 (2) ,就 是 要 了 人 解 第 三 优先 级 中 两 目标 权 系 数 取 值 对 原 解 的 影响 。 
此 时 ,单纯 形 表 变 为 表 4-8。 

从 表 4-8 可 知 , 原 解 是 否 改变 取 决 于 ds 的 检验 数 Wi 一 W;/4。 因 此 : 

当 Wi 一 Wz/4 宝 0, 即 Wi1/W;: 放 1/4 时 , 原 解 不 变 , 仍 为 Xz1 二 13/2,xz 二 5/4, 即 图 4-2 
中 点 ; 


表 4-8 
ci 0 0 Pi Ps 0 P; WiP; 0 W:P， 0 
Ce 2 zz dr di dz d# dy ct 了 dr dt 
0 Xl : ] 0 0 0 1/2 —1/2 1/2 —1/2 0 0 
P, di 0 0 一 ] ] ] 一 ] 0 0 0 0 
WPs| dr 0 0 0 0 一 1/4 1/4 1/4 —1/4 ] 一 ] 
0 2 0 ] 0 0 1/4 —1/4 —1/4 1/4 0 0 
0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 ] 0 0 0 0 
5 0 0 0 0 人 SW/4 —W/AWi—W/4 Ws/4 0 WW 
0 0 ] 0 一 ] ] 0 0 0 0 


当 WyW: 生 1/4 时 , 原 解 改变 。 用 单纯 形 法 继续 求解 ,可 得 新 的 满意 解 zi 一 5,zz 一 2 
(此 时 ,ds = 二 3,d7 二 0), 即 图 4-2 中 GG 点 ; 

当 Wi/W2s 二 1/4 时 ,点 和 G 点 皆 为 满意 解 。 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 第 三 优先 级 两 目标 权 系 数 的 改变 有 可 能 会 影响 所 得 的 满意 解 。 解 
的 变化 取决 于 两 目标 权 系 数 的 比值 Wi1/W; ,其 临界 点 为 1/4。 事 实 上 ,在 前 两 优先 级 目标 均 
已 被 满足 的 条 件 下 ,如 满足 ds 二 0, 则 使 dr 二 3/4; 如 满足 dx 二 0, 则 使 ds 二 3。ds# /ds 二 
1/4。 如 将 W1/W: 看 作 同 一 优先 级 下 两 目标 重要 程度 的 比较 ,而 将 dr /ds 看 作 因 此 而 引 
起 的 不 满足 程度 的 比较 , 则 两 者 的 一 致 恰好 说 明了 目标 规划 中 权 系 数 的 作用 和 意义 。 

若 用 图 解法 作 灵 敏 度 分 析 , 当 1/4 二 Wi/W;s 二 1 时 , 因 Wi 二 W; ,我 们 会 以 为 满意 解 是 
G 点 ,这 是 错误 的 。 图 解法 虽然 有 直观 形象 的 优点 ,但 不 能 识别 权 系数 取 值 的 微妙 作用 和 
意义 ,往往 将 目标 权 系 数 的 大 小 差别 混同 于 优先 级 的 高 低 。 


第 五 万” 目标 规划 应 用 举例 


目标 规划 是 一 种 十 分 有 用 的 多 目标 决策 工具 ,有 着 广 泛 的 实际 应 用 。 
例 8 运输 问题 一 草 的 例 1 中 给 出 了 产地 Al、A;、A， 和 销 地 Bl、B;、B;、Bs 的 各 目 产 
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销量 及 各 产销 地 之 间 的 单位 运 价 , 见 表 4-9( 同 表 3-2) 。 现 假定 : 
Pi: Bi 是 重点 单位 ,希望 销量 增 至 12 单位 ,并 尽量 满足 ; 
P: : Bi 需求 量 中 至 少 有 6 个 单位 来 日 A:; 
Ps : Bs; 、B;、Bs 的 需求 量 应 均 不 少 于 90% 得 到 满足 ; 
P4 : 因 路 况 较 差 , 从 As 至 Bs 的 运 量 不 要 超过 8 单位 ; 
Ps : 使 总 运费 尽 可 能 节省 。 
试 找 出 问题 的 满意 解 。 


表 4-9 


解 ” 原 运输 问题 的 最 小 运费 为 244。 设 从 A; 运往 Bi 的 物品 数量 为 zx; (i 二 1,2,3; 


j 二 1,2,3,4) ,问题 的 目标 规划 模型 为 : 
min z = {Pidi ,Pzds ,Ps(dz + ds+d),Pdt ,Psd+) 


ot | i a (4.4a) 
X21 十 X22 十 X23 十 X24 三 10 (4.4b) 
ey i es i ee i (4.4c) 
zu 二 za 十 Xa 十 di 一 dt = 12 (4. 4d) 
Tria Ta Tt ds dz 二 12.6 (4.4e) 
X13 十 X23 十 X33 十 ds 一 d3 二 10.8 (4. 4f) 
X14 十 Xa 十 Xa 十 di 一 dt 二 12.6 (二 4g) 
rat+ds—dt=6 Ce 
rut+ds—dt=8 Ve 
3 十 dz; 十 d7 一 244 (4. 4]) 
EC 
模型 中 各 约束 的 含义 为 : 


式 (4. 4a) 至 式 (4. 4c) 是 产量 的 约束 ; 
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式 (4.4d) 至 式 (4. 4g) 是 考虑 了 实际 情况 后 的 需求 量 约束 ; 

式 (4. 4h) 为 Bl 由 A; 供应 量 的 目标 约束 ; 

式 (4. 41) 为 由 As 至 B4 路况 对 运 量 的 限制 ; 

式 (4. 4) 使 运费 尽 可 能 节省 的 目标 约束 。 

目标 晒 数 则 反映 了 使 优先 级 各 不 相同 的 5 项 目标 不 被 满足 的 程度 尽 可 能 小 的 总 目标 。 
解 上 面 的 目标 规划 ,可 得 使 各 方面 尽 可 能 满意 的 调运 方案 , 见 表 4-10。 相 应 的 总 运 
费 为 238.4 元。 


该 调运 方案 满足 P, ,P, ,P:,,P,,P; 各 优先 级 目标 ,总 运费 的 减少 
主要 是 因为 B, 需求 量 的 增加 ,而 从 A: 至 Bi 的 单位 运 价 又 较 低 的 


习 AU 
4.1 和 在 用 以 下 表达 式 作 为 目标 规划 的 目标 晒 数 ,其 逻辑 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 
(1) maxfc- 十 cr+) (2) max {Z -一 C) 
(3) min{fd- 十 cr) (4) min {d- 一 cd》 


4.2 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 目标 规划 中 正 偏差 变量 应 取 正 值 , 负 偏 差 变 量 应 取 负 值 ; 

(2) 目标 规划 的 目标 浮 数 中 含 决策 变量 与 偏差 变量 ; 

(3) 同一 目标 约束 中 的 一 对 偏差 变量 di 、d7 至 少 一 个 取 值 为 零 ; 
(4) 只 含 目 标 约 束 的 目标 规划 模型 一 定 存在 满意 解 。 

4.3 用 图 解法 解 下 列 目 标 规划 问题 : 


(1) min{ Pidi , P; (2d3 + dz ) , Psd?1) 
2XT1 十 Xs 十 di 一 dt 一 150 
| 工 1 +di—adi 一 40 
| 本 a-—at = 
ms sat 0 EL 
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Ch min{ Pi(d# + di), Pdi ,Psdz ,Ps(ds + 1.5ds)) 
Xl 十 Xz 十 di 一 di 二 40 
Xl 十 Xz 十 dz 一 di 一 100 


| 
区 
S 


zz +di—di =15 
1 sa sd 0 (7 一 es 
4.4 用 单纯 形 法 解 下 列 目 标 规 划 问 题 : 


9S: | 十 cs —d3 


(1) min{ Pi (di di),P,dz ,Psds ,Ps Sd3 + 3di )) 
Xl 十 Xs。 十 dd 一 di 二 800 
5x1 十 dz 一 cd = 2 500 


和 | 3z; +ds—dt = 1 400 
risrisdr dt >=0 (f= T2758) 
(2) 对 (1) 作 灵敏 度 分 析 , 夺 目标 函数 改变 为 
min{ Pids , Ps (di + di), Psdz ,Ps(5d3 十 3cz)) 
4.5 某 成 品 酒 有 三 种 商标 ( 红 、 黄 、 蓝 ) ,都 是 由 三 种 原料 酒 (等 级 [、 呈 、 轩 ) 竞 制 而 
成 。 三 种 等 级 的 原料 酒 的 日 供应 量 和 成 本 见 表 4-11, 三 种 商标 的 成 品 酒 的 竞 制 要 求 和 售 
价 见 表 4-12。 决 策 者 规定 : 首先 是 必须 严格 按 规 定 比例 竞 制 各 商标 的 酒 ; 其 次 是 获 利 最 
大 ; 最 后 是 红 商 标的 酒 每 天 至 少 生产 2 000kg。 试 列 出 该 问题 的 数学 模型 。 


表 4-11 
等 级 日 供应 量 /kg 成 本 /元 /kg 
| 1 500 6 
[I 2 000 4.5 
响 1 000 3 
表 4-12 
商标 郊 制 要 求 /% 售 价 / (元 /kg) 
oT 虽 少 于 10 
ws 
[ 多 于 50 
是 少 于 70 
了 
和 [ 多 于 20 
星 少 于 50 
4.8 
下 [ 多 于 10 


4.6 公司 决定 使 用 1 000 万 元 新 产品 开发 基金 开发 A、B、C 三 种 新 产品 。 经 预测 佑 
计 , 开 发 A、B、C 三 种 新 产品 的 投资 利润 率 分 别 为 5%、7%、10%。 由 于 新 产品 开发 有 一 
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定 风 险 , 公 司 研 究 后 确定 了 下 列 优 先 顺 序 目 标 : 
第 一 ,A 产品 至 少 投资 300 万 元 ; 
第 二 ,为 分 散 投 资 风险 ,任何 一 种 新 产品 的 开发 投资 不 超过 开发 基金 总 额 的 35%; 
第 三 ,应 至 少 留 有 Re 
第 四 ,使 总 的 投资 利润 最 大 。 
试 建立 投资 分 配方 案 的 目标 规划 模型 。 
4.7 已 知 单位 牛奶 牛肉、 鸡蛋 中 的 维生素 及 胆固醇 含量 等 有 关 数 据 见 表 4-13。 如 
果 只 考虑 这 三 种 食物 ,并 且 设 立 了 下 列 三 个 目标 : 
第 一 ,满足 三 种 维生素 的 每 日 最 小 需要 量 ; 
第 二 ,使 每 日 摄 入 的 胆固醇 最 少 ; 
第 三 ,使 每 日 购买 食品 的 费用 最 少 。 
要 求 建立 问题 的 目标 规划 模型 。 


表 4-13 
项 目 每 日 最 小 需要 量 /mg 
维生素 A/mg 
维生素 C/mg 100 10 10 30 
维生素 D/mg 10 100 10 10 
胆 同 本/ 间 位 区 
费用 /元 5 | ss | + | 


4.8 人 金 源 公司 生产 三 种 产品 ,其 整个 计划 期 分 为 三 个 阶段 。 现 需 编 制 生 产 计划 , 确 
定 各 个 阶段 各 种 产品 的 生产 数量 。 

计划 受 市 场 需求 .设备 台 时 、 财 务 资 金 等 方面 条 件 的 约束 ,有 关 数 据 如 表 全 14 和 表 15 
所 示 。 假 设计 划 期 初 及 期 末 各 种 产品 的 库存 量 皆 为 去 。 


表 4-14 台 


阶段 
1 


900 750 900 
680 800 800 
800 950 1 000 


台 产 品 资 源 消耗 (占用 ) 量 PE 
有 一 7 


设备 工作 台 时 /h 2.0 1.0 3.1 5 000 
流动 资金 占用 量 / 元 55 93 000 


表 4-15 
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公司 设 定 以 下 三 个 优先 等 级 的 目标 : 

Pi: 及 时 供 货 ,保证 需求 ,尽量 减少 缺 货 ,并 且 第 三 种 产品 及 时 供 货 的 重要 性 相当 于 
第 一 种 .第 二 种 产品 的 2 倍 ; 

Pz : 尽量 使 各 阶段 加 工 设 备 不 超人 负 价 ; 

Ps: : 流动 资金 占用 量 不 超过 限额 ; 

要 求 建立 目标 规划 的 模型 。 


HAPTER S 
第 五 草 
整数 规划 


第 一 太 ”整数 规划 的 数学 模型 及 解 的 特 后 


一 、 整 数 规划 数学 模型 的 一 般 形式 


要 求 一 部 分 或 全 部 决策 变量 必须 取 整 数值 的 规划 问题 称 为 整数 规划 (integer 
programming,IP)。 不 考虑 整数 条 件 , 由 余下 的 目标 函数 和 约束 条 件 构 成 的 规划 问题 称 为 该 
整数 规划 问题 的 松弛 问题 (slack problem)。 硅 松弛 问题 是 一 个 线性 规划 , 则 称 该 整数 规 
划 为 整数 线性 规划 (integer linear programming)。 整 数 线 性 规划 数学 模型 的 一 般 形 式 为 


max( 或 min)z 一 》 cjz; (5. 1a) 
j=] 
[Be < (或 一 一 , 或 他)0， (1 = 1 ,2 ,°° ,7n) Lo 1b) 
本 丰 
上 >>0 (j = 1,2,.,n) (5. 1c) 
Zlyzz…zn 中 部 分 或 全 部 取 整 数 (5. 1d) 


整数 线性 规划 问题 可 以 分 为 下 列 几 种 类 型 : 

1. 纯 整 数 线性 规划 (pure integer linear programming): 指 全 部 决策 变量 都 必须 取 整 
数值 的 整数 线性 规划 。 有 时 ,也 称 为 全 整数 规划 。 

2. 混合 整数 线性 规划 (mixed integer linear programming): 指 决 策 变 量 中 有 一 部 分 
必须 取 整 数值 , 男 一 部 分 可 以 不 取 整 数值 的 整数 线性 规划 。 

3. 0-1 型 整数 线性 规划 (zero-one integer linear programming): 指 决 策 变 量 只 能 取 
值 0 或 1 的 整数 线性 规划 。 

本 章 仅 讨论 整数 线性 规划 。 后 面 提 到 的 整数 规划 ,一般 都 是 指 整数 线性 规划 。 


二 、 整 数 规划 的 例子 


例 1 本 书 第 一 章 例 11 给 出 了 一 个 海河 市 公交 公司 人 员 各 时 间 段 班次 安排 问题 。 
表 5-1 给 出 了 该 公司 上 班 时 间 段 及 所 需 人 员 数 ,问题 中 提出 该 公司 需 配 备 多 少 人 员 ,才能 
满足 公司 的 正常 运转 。 
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表 5-1 


时 间 段 15 :00 一 17 :00 17:00 一 19 :00 19 :00 一 21 :00 21 :00 一 23 :00 


设 zi,zz， ,XT9 分 别 为 从 5:00 至 17:00 各 时 段 开始 时 上 班 人 数 , 该 题 列 出 了 如 下 线 


性 规划 模型 : 
min z 一 ZI 十 Zz 十 … 十 并 
X1 = 26 2 by i 2 和 
1 .50 Z5 十 Z6 十 并 7 之 46 
-本 3 了 6 十 工 7 之 36 
有 二 古国 ot 
TeT wet e368 Ti 之 0 (j= 1,.…,7) 


实际 上 要 求 zx;( 二 1,…,7) 必 须 取 整 数值 ,所 以 这 是 一 个 整数 规划 问题 。 

例 2 现 有 资金 总 额 为 B。 可 供 选 择 的 投资 项 目 有 个 ,项 目 7 所 宕 投资 额 和 预期 收 
益 分 别 为 a; 和 cj(j 二 1,2,…,n)。 此 外 ,由 于 种 种 原因 ,有 三 个 附加 条 件 : 第 一 , 奉 选 择 项 
目 1, 就 必须 同时 选择 项 目 2。 反 之 , 则 不 一 定 ; 第 二 ,项 目 3 和 项 目 4 中 至 少 选择 一 个 ; 
第 三 ,项 目 5、 项 目 6 和 项 目 7 中 恰好 选择 两 个 。 应 当 怎 样 选择 投资 项 目 , 才 能 使 总 预期 
收益 最 大 ? 

解 ” 每 一 个 投资 项 目 都 有 被 选择 和 不 被 选择 两 种 可 能 ,为 此 令 

加 f 对 项 目 7 投资 


XX; 二 
lo ”对 项 目 j 不 投资 
这 样 ,问题 可 表示 为 


亿 = Lads sy 


> ai B 
了 一 】 


Xz 之 工 ] 
Ss. t. 2 
Z5 十 Ze 十 Zy 一 2 
==0Rml1 (ye le2rwnm) 
这 是 一 个 0-1 规划 问题 。 其 中 ,中 间 三 个 约束 条 件 分 别 对 应 三 个 附加 条 件 。 
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例 3 工厂 Al 和 A: 生产 某 种 物资 。 由 于 该 种 物资 供不应求 , 故 需要 再 建 一 家 工厂 。 
相应 的 建 厂 方案 有 A 和 As 两 个 。 这 种 物资 的 需求 地 有 Bi ,B: ,Bis,B4 四 个 。 各 工厂 年 
生产 能 力 、 各 地 年 需求 量 、 各 厂 至 各 需求 地 的 单位 物资 运费 cj (ij 一 1,2,3,4) 见 表 5-2。 


表 5-2 
PD 生产 能 力 / 
(kt/ 年 ) 
Al 加 400 


需求 量 (kt 年 ) EE RE 


工厂 As 或 A4 开工 后 ,每 年 的 生产 费用 估计 分 别 为 1200 万 元 或 1500 万 元 。 现 要 决 
应 该 建设 工厂 As 还 是 As ,才能 使 今后 每 年 的 总 费用 ( 即 全 部 物资 运费 和 新 工厂 生产 费 
es 
解 ” 这 是 一 个 物资 运输 问题 ,其 特点 是 事先 不 能 确定 应 该 建 As 和 As 中 的 哪 一 个 ， 
因而 不 知道 新 厂 投 产后 的 实际 生产 费用 。 为 此 ,引入 0-1 变量 
人 敬 建 工厂 As 


”lo 基建 工厂 A 
上 骨 设 ii 为 由 A 运往 也 ， 的 物资 数量 (zy7 王 1,2,3,4) ,单位 是 千 吨 ; 之 表示 总 费用 , 单 
位 是 万 元 。 
问题 的 数学 模型 为 
min z 一 -3 DE 十 L1200y 十 1500(1 一 y) 


Ti 十 过 二 二 工业 让 元 本 一 :390 (5. 2a) 
X12 十 Xzz 十 X32 十 X42 一 400 (5. 2b) 
X13 十 Xz3 十 X33 十 X43 一 300 CC) 
ZU 一 IMT 十 9 Tzu 一 150 (5. 20) 
未 本 TrisT ry TT Tu = 400 (5. Ze) 
PE (5. 2f) 
Tsl 十 X32 十 X33 十 TXT54 一 200y (95, ZF) 
Tu1 十 X42 十 X43 十 Xu 一 200(1 一 y) (5.2h) 
je 0 ti dd (5. 21) 


y 二 0 或 1 (9. 2]) 
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上 述 数学 模型 中 ,目标 函数 由 两 部 分 组 成 ,和 式 部 分 为 由 各 工厂 运往 各 需求 地 的 物资 
总 运费 ,加 号 后 的 中 括号 部 分 为 建 工 厂 As 或 As 后 相应 的 生产 费用 。 约 束 条 件 (5. 2a) 一 
约束 条 件 (5. 2h) 为 供需 平衡 条 件 。 约 束 条 件 (5. 2g) 和 约束 条 件 (5. 2h) 中 含 0-1 变量 y。 
石 y 王 1, 表 示 建 工厂 A3。 此 时 ,约束 条 件 (5. 2g) 就 是 对 工厂 As 的 运 出 量 约 束 。 青 由 约 
束 条 件 (5. 2h) , 必 有 x 二 x4z 二 x43 二 x4 二 0; 反之 ,和 疹 y= 二 0, 表 示 建 工厂 A4。 

显然 ,这 是 一 个 混合 整数 规划 问题 。 


三 、 解 的 特点 


整数 线性 规划 及 其 松弛 问题 ,从 解 的 特点 上 来 说 ,二 者 之 间 既 有 密切 的 联系 ,又 有 本 
质 的 区 别 。 

松弛 问题 作为 一 个 线性 规划 问题 ,其 可 行 解 的 集合 是 一 个 凸 集 , 任 意 两 个 可 行 解 的 凸 
组 合 仍 为 可 行 解 。 整 数 规划 问题 的 可 行 解 集合 是 它 的 松弛 问题 可 行 解 集合 的 一 个 子 集 ， 
任意 两 个 可 行 解 的 凸 组 合 不 一 定 满足 整数 约束 条 件 , 因 而 不 一 定 仍 为 可 行 解 。 由 于 整数 
规划 问题 的 可 行 解 一 定 也 是 它 的 松弛 问题 的 可 行 解 ( 反 之 则 不 一 定 ) ,所 以 ,前 者 最 优 解 的 
目标 盟 数 值 不 会 优 于 后 者 最 优 解 的 目标 晒 数 值 。 

在 一 般 情况 下 ,松弛 问题 的 最 优 解 不 会 刚好 满足 变量 的 整数 约束 条 件 ,因而 不 是 整数 
规划 的 可 行 解 , 目 然 就 不 是 整数 规划 的 最 优 解 。 此 时 , 行 对 松弛 问题 的 这 个 最 优 解 中 不 符 
合 整数 要 求 的 分 量 简单 地 取 整 ,所 得 到 的 解 不 一 定 是 整数 规划 问题 的 最 优 解 ,甚至 也 不 一 
定 是 整数 规划 问题 的 可 行 解 。 

例 4 考虑 下 面 的 整数 规划 问题 : 

max z 一 Xl 十 4x2 

| 2 
-本 

| ,zz 二 0 且 取 整数 

图 5-1 中 四 边 形 OBPC 及 其 内 部 为 松弛 问题 的 可 行 域 ,其 中 那些 整数 格 点 为 整数 
规划 问题 的 可 行 解 。 根 据 目 标 也 数 等 值 线 的 优化 方 各 , 从 直观 可 知 ,P 点 (xi 二 18/7， 
Tz 二 19/7) 是 其 松弛 问题 的 最 优 解 ,其 目标 函数 值 z= 二 94/7。 在 PP 点 附近 对 zl 和 zz 简 
单 取 整 , 可 得 四 点 : Al、 A:、 As: 和 A。 其 中 ,A, 和 A; 为 非 可 行 解 ; A; 和 As 虽 为 整数 
可 行 解 ,但 不 是 最 优 解 。 本 例 整数 规划 的 最 优 解 为 A" 点 (zi 二 4,zz 二 2), 其 目标 函数 
值 一 12。 

由 于 整数 规划 及 其 松弛 问题 之 间 的 上 述 特殊 关系 , 像 例 4 中 先 求 松 弛 问题 最 优 解 ,再 
用 简单 取 整 的 方法 虽然 直观 简单 , 却 并 不 是 求解 整数 规划 的 有 效 方法 。 


A 
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第 二 记 ” 解 纯 整 数 规划 的 割 平面 法 


考虑 纯 整 数 规划 问题 
I (5. 3a) 
j=1 
| 一 DO (1 = 1,2,.,m) C5. 30) 
j=] 
号 Ts 
上 一 CF = Lp LD .De 
Xx; 取 整 数 (j 一 1,2,…,7) (5. 3d) 


设 其 中 aj (i==1,2,…,m; j) 一 1,2,…,72) 和 2 一 1,2,…,m) 皆 为 整数 ( 若 不 为 整数 时 ,可 
乘 上 一 个 倍数 化 为 整数 ) 。 

纯 整 数 规划 的 松弛 问题 由 式 (5. 3a) 、 式 (5. 3b) 和 式 (5. 3c) 构 成 ,是 一 个 线性 规划 问 
题 ,可 以 用 单纯 形 法 求解 。 在 松弛 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 , 记 Q@ 为 m 个 基 变 量 的 下 标 集 
合 ,K 为 n 一 m 个 非 基 变量 的 下 标 集 合 , 则 mz 个 约束 方程 可 表示 为 


jEK 
而 对 应 的 最 优 解 ns ) ,其 中 
| 到 J1 EC 
7X; 一 (5. 5) 
| 0 JEK 


若 各 5;(j EQ) 皆 为 整数 , 则 半 * 满足 式 (5. 3d) ,因而 就 是 纯 整 数 规 划 的 最 优 解 ; 若 各 
b;(jEQ) 不 全 为 整数 , 则 关 * 不 满足 式 (5. 3d) ,因而 就 不 是 纯 整 数 规划 的 可 行 解 , 自 然 也 
不 是 原 整数 规划 的 最 优 解 。 

用 割 平面 法 (cutting plane approach) 解 整数 规划 时 , 奎 其 松弛 问题 的 最 优 解 站 * 不 满 
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足 式 (5.3d) , 则 从 ”的 非 整 分 量 中 选取 一 个 ,用 以 构造 一 个 线性 约束 条 件 , 将 其 加 入 原 
松弛 问题 中 ,形成 一 个 新 的 线性 规划 ,然后 求解 之 。 若 新 的 最 优 解 满足 整数 要 求 , 则 它 就 
是 整数 规划 的 最 优 解 ; 否则 ,重复 上 述 步骤 ,直到 获得 整数 最 优 解 为 止 。 

为 最 终 获 得 整数 最 优 解 ,每 次 增加 的 线性 约束 条 件 应 当 具 备 两 个 基本 性 质 : 其 一 是 
已 获得 的 不 符合 整数 要 求 的 线性 规划 最 优 解 不 满足 该 线性 约束 条 件 , 从 而 不 可 能 在 以 后 
的 解 中 再 出 现 ; 其 二 是 凡 整 数 可 行 解 均 满足 该 线性 约束 条 件 , 因 而 整数 最 优 解 始 终 被 保 
留 在 每 次 形成 的 线性 规划 可 行 域 中 。 

为 此 ,车 5;, (io € Q) 不 是 整数 ,在 式 (5.4) 中 对 应 的 约束 方程 为 

zi 十 2 Aor; = bi (5.6) 


JEK 
其 中 ,zi 和 xz; (jEK) 按 式 (5. 3d) 应 为 整数 ; 5; 按 假设 不 是 整数 ; a;,;(j EK) 可 能 是 整 
数 ,也 可 能 不 是 整数 。 
分 解 ai,,; 和 6 ;成 两 部 分 。 一 部 分 是 不 超过 该 数 的 最 大 整数 , 另 一 部 分 是 余下 的 小 
数 。 即 
ai 二 Nis 十 firws Nis 夺 Qn; 且 为 整数 ，0 寺 fis 二 1G €K》 (5.7) 


bi; N; EE 和 Ne < ob; 有 日 为 整数 ， 0 < i 区 1 (5.8) 
把 式 (5.7) 和 式 (5.8) 代 入 式 (5. 6), 移 项 后 得 
i 十 /Ni zi -3 N; 一 一 了 ,大 Zi CE 9) 
jEK jEK 


式 (5. 9) 中 ,左边 是 一 个 整数 ,右边 是 一 个 小 于 1 的 数 ,因此 有 fi 一 》)fi,z; 三 0, 即 
jEK 


2 fen < (5. 10) 
现在 ,来 考察 线性 约束 条 件 (5.10) 的 性 质 : 
一 方面 ,由 于 式 (5.10) 中 jEK, 所 以 ,如 将 疼 * 代 入 ,各 x; 作为 非 基 变量 皆 为 0,; 因 
而 有 
0 <— f; 
这 和 式 (5.8) 矛 盾 。 由 此 可 见 , 关 ”不 满足 式 (5. 10) 。 
另外 ,满足 式 (5. 3b)、 式 (5. 3c) 和 式 (5. 3d) 的 任何 一 个 整数 可 行 解 羡 一 定 也 满足 
式 (5.4)。 式 (5.6) 是 式 (5.4) 中 的 一 个 表达 式 ,当然 也 满足 。 因 而 天 必定 满足 式 (5.9) 和 
式 (5. 10)。 由 此 可 知 , 任 何 整数 可 行 解 一 定 能 满足 式 (5. 10) 。 
综 上 所 述 ,线性 约束 条 件 (5. 10) 具 备 上 述 两 个 基本 性 质 。 将 式 (5. 10) 和 式 (5. 3a)、 
式 (5. 3b) . 式 (5.3c) 合 并 ,构成 一 个 新 的 线性 规划 。 记 尺 为 原 松弛 问题 可 行 域 ,R' 为 新 的 
线性 规划 可 行 域 。 从 几何 意义 上 看 , 式 (5. 10) 实 际 上 对 R 做 了 一 次 “切割 ”, 在 留 下 的 R 
中 ,保留 了 整数 规划 的 所 有 整数 可 行 解 ,但 不 符合 整数 要 求 的 六 "被 “切割 * 掉 了 。 随 着 
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“切割 ”过 程 的 不 断 继续 ,整数 规划 最 优 解 最 终 有 机 会 成 为 某 个 线性 规划 可 行 域 的 项 点 , 作 
为 该 线性 规划 的 最 优 解 而 被 解 得 。 
割 平面 法 在 1958 年 由 高 莫 瑞 (R. E. Gomory) 首 先 提 出 , 故 又 称 Gomory 制 平面 法 。 
在 割 平面 法 中 ,每 次 增加 的 用 于 “切割 ”的 线性 约束 称 为 割 平面 约束 或 Gomory 约束 。 构 
造 割 平面 约束 的 方法 很 多 ,但 式 (5.10) 是 最 常用 的 一 种 , 它 可 以 从 相应 线性 规划 的 最 终 单 
纯 形 表 中 直接 产生 。 
实际 解 题 时 ,经 验 表 明 硅 从 最 优 单纯 形 表 中 选择 具有 最 大 小 (分 ) 数 部 分 的 非 整 分 量 
所 在 行 构 造 割 平面 约束 ,往往 可 以 提高 切割” 效果, 减少“ 切割” 次数 。 
例 S 用 割 平面 法 求解 纯 整 数 规划 
max Z 一 3T1— ZX 
Li — Ba 
Dr dps 5 10 
s. t. <27T1 十 Xs 夺 5 
| 本 
ZX1,X2 为 整数 
解 引入 松弛 变量 zs ,zi,zs, 将 问题 化 为 标准 形式 ,用 单纯 形 法 解 其 松弛 问题 ,得 最 
优 单 纯 形 表 , 见 表 5-3。 


表 5-3 
0 
Cs C5 
号 2/17 
—] S37 
0 22/7 
C i | 


由 于 4b 列 各 分 数 中 工 ! 二 13/7 有 最 大 小 数 部 分 6/7, 故 从 表 5-4 中 第 一 行 产生 制 平 面 
约束 。 按 照 式 (5. 10), 制 平面 约束 为 
国 ys < 7 Co. LI 


引入 松弛 变量 ze ,得 割 平面 方程 


1 2 6 
二 se (5 11b) 


将 式 (5.11b) 并 入 表 5-3 ,然后 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 ,得 表 5-4。 


类 似 地 ,从 表 5-4 中 最 后 一 个 单纯 形 表 的 第 四 行 产 生 割 平面 约束 


一 了 zt 一 了 zs 之 一 六 (5. 11¢) 
引入 松弛 变量 zy ,得 割 平面 方程 
Tx Tx 一 一 工本 


将 式 (5.11d) 并 入 表 5-4 中 最 后 一 个 单纯 形 表 ,然后 用 对 偶 单 纯 形 法 解 之 ,得 表 5-5。 


表 5-5 
3 

‘ Ts = 

: 0 0 0 ] 


表 5-5 给 出 的 最 优 解 (zl,zz,zs,ztyz,zeyzy) 一 
(1,2,4,3,1,0,0) 已 满足 整数 要 求 , 因 而 , 原 整数 规划 
问题 的 最 优 解 为 

TX1 二 1， Xx: 二 2, max z= 1. 

如 果 ,在 先后 构造 的 割 平面 约束 (5. 11a) 和 (5. 11c) 
中 ,将 各 变量 用 原 整 数 规划 的 决策 变量 zk 和 zz 来 表 
示 , 则 式 (5. 11a) 和 式 (5. 11c) 成 为 zi 过 1 和 zi 十 zz 二 3。 
在 这 种 形式 下 “切割 "的 几何 意义 是 显而易见 的 , 见 
图 5-2。 

在 用 割 平面 法 解 整数 规划 时 ,常会 遇 到 收敛 很 慢 的 
情形 。 因 此 ,在 实际 使 用 时 ,有 时 往往 和 下 一 节 中 讲述 
的 分 支 定 界 法 配合 使 用 。 


第 三 节 分支 定 界 法 


分 支 定 界 法 (branch and bound method) 是 一 种 隐 枚 举 法 (implicit enumeration) 或 部 
分 枚 举 法 , 它 不 是 一 种 有 效 算 法 ,是 枚 举 法 基础 上 的 改进 。 分 文 定 界 法 的 关键 是 分 文 和 
定 界 。 

若 整数 规划 的 松弛 问题 的 最 优 解 不 符合 整数 要 求 , 假 设 x; 二 65; 不 符合 整数 要 求 ， 
[5;j 是 不 超过 5b; 的 最 大 整数 , 则 构造 两 个 约束 条 件 : zx; 三 [5;] 和 xz; 宇 L5;j] 十 1。 分 别 将 其 
并 入 上 述 松弛 问题 中 ,从 而 形成 两 个 分 文 , 即 两 个 后 继 问 题 。 两 个 后 继 问 题 的 可 行 域 中 包 
含 原 整 数 规划 问题 的 所 有 可 行 解 。 而 在 原 松 弛 问题 可 行 域 中 ,满足 [6;] 二 x; 二 Lbi;j 十 1 
的 一 部 分 区 域 在 以 后 的 求解 过 程 中 被 遗弃 了 ,然而 它 不 包含 整数 规划 的 任何 可 行 解 。 根 
据 需 要 ,各 后 继 问 题 可 以 类 似 地 产生 目 己 的 分 文 , 即 自己 的 后 继 问 题 。 如 此 不 断 继 续 , 直 
到 获得 整数 规划 的 最 优 解 。 这 就 是 所 谓 的 “分 文 ”。 

所 谓 “ 定 界 ”, 是 在 分 文 过 程 中 , 硅 某 个 后 继 问 题 恰巧 获得 整数 规划 问题 的 一 个 可 行 
解 , 那 么 , 它 的 目标 哺 数 值 就 是 一 个 界限”, 可 作为 衡量 处 理 其 他 分 文 的 一 个 依据 。 因 为 
整数 规划 问题 的 可 行 解 集 是 它 的 松弛 问题 可 行 解 集 的 一 个 子 集 , 前 者 最 优 和 解 的 目标 咀 数 
值 不 会 优 于 后 者 最 优 解 的 目标 曙 数 值 。 所 以 ,对 于 那些 相应 松弛 问题 最 优 解 的 目标 晒 数 
值 光 于 上 述 “ 界 限 ? 值 的 后 继 问 题 , 就 可 以 剔除 而 不 再 考虑 了 。 当 然 , 如 果 在 以 后 的 分 文 过 
程 中 出 现 了 更 好 的 “界限 ”, 则 以 它 来 取代 原来 的 界限 ,这 样 可 以 提高 求解 的 效率 。 

“分 文 ” 为 整数 规划 最 优 解 的 出 现 缩减 了 搜索 范围 ,而 “ 定 界 ” 则 可 以 提高 搜索 的 效率 。 
经 验 表 明 ,在 可 能 的 情况 下 ,根据 对 实际 问题 的 了 解 , 事 先 选 择 一 个 合理 的 “界限 ”, 可 以 提 
高 分 文 定 界 法 的 搜索 效率 。 

下 面 ,通过 例子 来 阐明 分 文 定 界 法 的 基本 思想 和 一 般 步骤 .。 
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例 6 求解 
INaXxX 之 二 XIX] 二 芭 2 
9 yl 
ne EE < 二 
一 2zi 十 
st 4 一 2 十 富 委 可 


二 
Zl1yZz2 取 整 数 
解 ” 记 整数 规划 问题 为 (IP) , 它 的 松弛 问题 为 (LLP)。 图 5-3 中 $ 为 CLP) 的 可 行 域 ， 
黑 点 表示 (CIP) 的 可 行 解 。 用 单纯 形 法 解 (LP) ,最 优 解 为 zi 一 3/2,zxz 王 10/3, 即 点 A， 
max zx 一 29/6 。 
(LP) 的 最 优 解 不 符合 整数 要 求 ,可 任 选 一 个 变量 ,如 选择 zi 三 3/2 进行 分 文 。 由 于 
最 接近 3/2 的 整数 是 1 和 2, 因而 可 以 构造 两 个 约束 条 件 
1 之 2 (5.12a) 
和 
| (5 120) 
将 式 (5.12a) 和 式 (5. 12b) 分 别 并 入 例 6 的 松弛 问题 CLP) 中 ,形成 两 个 分 支 , 即 后 继 问 题 
(LPi) 和 (LP;) ,分 别 由 (LP) 及 式 (5. 12a) 和 (LP) 及 式 (5. 12b) 组 成 。 图 5-4 中 SS 和 S， 
分 别 为 (LP1) 和 (LP;) 的 可 行 域 。 不 连通 的 域 SUS: 中 包含 了 (IP) 的 所 有 可 行 解 ,S 中 
被 舍 去 的 一 部 分 S\S1i US 中 不 包含 (IP) 的 任何 可 行 解 。 


X2 


5-3 5-4 


解 (LP, ) ,最 优 解 为 zi 二 2,zxz 二 23/9, 即 点 B,max xz 二 41/9。 点 B 仍 不 符合 整数 要 
求 , 再 解 (LP: ) 。(LP: ) 最 优 解 为 三 1,zz 王 7/3, 即 点 C,max zx 一 10/3。 点 C 也 不 符合 整 
由 于 41/9 盖 10/3 ,所 以 优先 选择 Si 分 文 。 因 B 点 x1 二 2, 而 zz 二 23/9 不 符合 整数 要 

求 , 故 可 以 构造 两 个 约束 条 件 
Xs 之 3 LH. Ze 


zz < 2 (5. 12d) 
将 式 (5.12c) 和 式 (5. 12d) 分 别 并 入 (LP1), 形 成 两 个 新 分 支 , 即 (LPi) 的 后 继 问 题 (LPn) 
和 (LPyz) ,分 别 由 (LPi) 及 式 (5. 12c) 和 (LPi) 及 式 (5. 12d) 组 成 。 图 5-5 中 Siz 为 (LP1z) 的 
可 行 域 。 由 于 式 (5. 12c) 和 (LPi) 不 相 容 , 故 (LPu) 无 可 行 解 , 也 就 是 说 ,(LPn ) 的 可 行 域 
Su 为 空 集 , 所 以 只 需 考 虑 后 继 问 题 (LP1;)。 

在 Si: 上 解 (LP1z) ,最 优 解 为 zi 王 33/14,zz 一 2, 即 图 5-5 中 点 D,max zx 二 61/14。 

对 于 原 整 数 规 划 (IP) 来 说 ,至 此 还 剩 两 个 分 文 : 后 继 问 题 (CLP:) 和 (LP)。 因 为 
(LP ) 的 最 优 解 目 标 困 数值 比 (LLP:) 的 大 ,所 以 优先 考虑 对 (LPi:) 进 行 分 文 。 

两 个 新 约束 条 件 为 

2 (5. 12e) 
和 
zl 2 (5.12f) 

类 似 地 ,形成 (LP1;) 的 两 个 后 继 问 题 (LPiz) 和 (LPizs)。 图 5-6 中 Si 和 Sizz 分 别 为 它们 
的 可 行 域 ,其 中 Siss 是 一 条 直线 段 。 

(LPiz ) 的 最 优 解 是 二 3,zz 一 1, 即 图 5-6 中 点 万 ,max zx 一 4; (LP1zz) 的 最 优 解 是 
Zi 一 2,zz 一 2, 即 图 5-6 中 点 下 ,max zx 二 4。 这 两 个 解 都 是 (IP) 的 可 行 解 , 且 目 标 孔 数值 相 
等 。 至 此 ,可 以 肯定 两 点 : 第 一 ,在 Siz1 和 Sizzs 中 不 可 能 存在 比 玉 点 和 下 点 更 好 的 (IP) 的 
可 行 解 ,因此 不 必 青 在 它们 中 继续 搜索 ; 第 二 ,既然 点 玉 和 点 下 都 是 (IP) 的 可 行 解 , 那 
么 ,它们 的 目标 郴 数 值 z===4 就 可 看 作 (IP) 最 优 解 的 目标 函数 值 的 一 个 界限 (对 于 最 大 化 
问题 ,是 下 界 ; 对 于 最 小 化 问题 ,是 上 界 ) 。 


共 ? 


| 


Le 
bb 
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现在 ,尚未 检查 的 后 继 问 题 只 有 (LP;) 了 。 但 (LP;) 的 最 优 解 的 目标 孔 数 值 是 10/3， 
比 界限 4 小 。 因 此 ,S; 中 不 存在 目标 吨 数 值 比 4 大 的 CIP) 的 可 行 解 ,也 就 是 说 ,不 必 再 对 
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综 上 所 述 ,我 们 已 经 求 得 了 整数 规划 (CIP) 的 两 个 最 优 解 。 它 们 分 别 是 x1 = 二 3,x:= 二 1 
和 Z1 一 2 ,zz 一 2.,max 之 一 4。 


上 述 分 文 定 界 法 求解 的 过 程 可 用 图 5-7 来 表示 。 


4 
S |X1=3/2. x»=10/9 
z=29/6 


S12| x1=33/14, x2=2 


==61/14 


分 文 定 界 法 解 整数 规划 的 一 般 步 最 如 下 : 

步骤 1: 称 整数 规划 问题 为 问题 A, 它 的 松弛 问题 为 问题 B, 以 zs 表示 问题 A 的 目标 
函数 的 初始 界 ( 如 已 知 问 题 A 的 一 个 可 行 解 , 则 可 取 它 的 目标 困 数 值 为 xz,)。 对 最 大 化 问 
题 A,zs 为 下 界 ; 对 最 小 化 问题 A,zs 为 上 界 。 解 问题 B。 转 步骤 2; 

步骤 2; 如 问题 B 无 可 行 解 , 则 问题 A 也 无 可 行 解 ; 如 问题 B 的 最 优 解 符 合 问题 A 
的 整数 要 求 , 则 它 就 是 问题 A 的 最 优 解 。 对 于 这 两 种 情况 ,求解 过 程 到 此 结束 。 如 问题 
B 的 最 优 解 存在 ,但 不 符合 问题 A 的 整数 要 求 , 则 转 步 又 3; 

步骤 3: 对 问题 B, 任 选 一 个 不 符合 整数 要 求 的 变量 进行 分 文 。 设 选择 zx; 二 5;, 且 设 
[5;] 为 不 超过 5; 的 最 大 整数 。 对 问题 B 分 别 增加 下 面 两 个 约束 条 件 中 的 一 个 : 

Xj 扫 - [5;] 和 Zz; 之 [5;j 十 1， 

从 而 形成 两 个 后 继 问 题 。 解 这 两 个 后 继 问 题 。 转 步骤 4; 

步骤 4: 考查 所 有 后 继 问题 ,如 其 中 有 某 几 个 存在 最 优 解 , 且 其 最 优 解 满足 问题 A 的 
整数 要 求 , 则 以 它们 中 最 优 的 目标 也 数 值 和 界 zs 作 比 较 。 奉 比 界 x 更 优 , 则 以 其 取代 原 
来 的 界 zs ,并 称 相 应 的 后 继 问 题 为 问题 C。 否 则 ,原来 的 界 zs 不 变 。 转 步骤 5; 

步骤 5: 不 属于 C 的 后 继 问 题 中 , 称 存 在 最 优 解 且 其 目标 晒 数 值 比 界 zx, 更 优 的 后 继 
问题 为 待 检查 的 后 继 问 题 。 


右 不 存在 竺 检查 的 后 继 问 题 , 当 问题 C 存在 时 ,问题 C 的 最 优 解 就 是 问题 A 的 最 优 
解 ; 当 问 题 C 不 存在 时 ,和 界 zs 对 应 的 可 行 解 就 是 问题 A 的 最 优 解 。zs。 即 为 问题 A 的 
最 优 解 的 目标 也 数值 ,求解 到 此 结束 。 

硅 存 在 待 检查 的 后 继 问 题 , 则 选择 其 中 目标 也 数 值 最 优 的 一 个 后 继 问 题 , 改 称 其 为 问 
题 B。 回 到 步骤 3。 

分 支 定 界 法 是 求解 整数 规划 的 较 好 方法 ,很 多 求解 整数 规划 的 计算 机 软件 是 根据 分 
文 定 界 法 原理 编写 的 ,同时 这 种 方法 也 适用 于 求解 混合 整数 规划 问题 ,在 实际 中 有 着 广泛 
应 用 。 
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一 、0-1 变量 及 其 应 用 


耕 变 量 只 能 取 值 0 或 1, 称 其 为 0-1 变量 。0-1 变量 作为 逻辑 变量 (logical variable)， 
第 被 用 来 表示 系统 是 否 处 于 某 个 特定 状态 ,或 者 决策 时 是 否 取 某 个 特定 方案 。 例 如 
人 当 决 策 取 方案 已 时 


元 一 
io ” 当 决 策 不 取 方 案 己 时 ( 即 取 互 时 ) 
当 问 题 含 有 多 项 要 素 ,而 每 项 要 素 篆 有 两 种 选择 时 ,可 用 一 组 0-1 变量 来 描述 。 一 般 
地 , 设 问题 有 有 限 项 要 素 天 ,Es,… ,下 ,其 中 每 项 EF; 有 两 种 选择 A; 和 AiG 一 1,2,…， 
n), 则 可 令 
个 大 E; 选择 A， 
ZX; 一 
lo 车 巨 选择 A 
在 应 用 中 ,有 时 会 遇 到 变量 可 以 取 多 个 整数 值 的 问题 。 这 时 ,利用 0-1 变量 是 二 进 制 
变量 (binary variable) 的 性 质 , 可 以 用 一 组 0-1 变量 来 取代 该 变量 。 例 如 ,变量 xz 可取 0 
与 9 之 间 的 任意 整数 时 ,可 令 
工 一 20zro 十 2.zl 十 22zrs 十 2"zrs< 挟 9 
其 中 ,To ，T1，T2，T3 篆 为 0-1 变量 。 
0-1 变量 不 仅 广泛 应 用 于 科学 技术 问题 ,在 经 济 管理 问题 中 也 有 十 分 重要 的 应 用 。 
例 7 含有 相互 排斥 的 约束 条 件 的 问题 
设 工序 B 的 每 周 工时 约束 条 件 为 
0. 3z1 二 0.5zx: 夺 150 (5.13a) 
现在 假设 工序 B 还 有 一 种 新 的 加 工 方式 ,相应 的 每 周 工时 约束 变 成 
0.27l 十 0.4x; 三 120 (5.13b) 


(J 一 1,2，……，72) 
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如 果 工 序 B 只 能 从 两 种 加 工 方 式 中 选择 一 种 ,那么 , 式 (5. 13a) 和 式 (5. 13b) 就 成 为 两 个 
相互 排斥 的 约束 条 件 。 为 了 统一 在 一 个 问题 中 ,引入 0-1 变量 
| 耕 工 序 B 采用 原 加 工 方 式 


1 奋 工 序 吾 不 采用 原 加 工 方式 


人 否 工 序 B 采用 新 加 工 方式 
y2 一 


1 车工 序 B 不 采用 新 加 工 方 式 
于 是 ,相互 排斥 的 约束 条 件 (5. 13a) 和 约束 条 件 (5. 13b) 可 用 下 列 三 个 约束 条 件 统一 起 来 : 


OU。3 工 1 一 0。 On < 150 十 Myi (5 L136) 
0. 2T1 十 0. 4Xx2 < 120 十 My， (3 13d) 
yi 十 yz 一] (5. 13e) 


其 中 M 是 充分 大 的 数 。 由 于 式 (5. 13e) ,y 和 yz 中 必定 有 一 个 是 1, 男 一 个 是 0。 奉 1 三 1， 
而 yz 二 0, 即 采用 新 加 工 方式 ,此 时 式 (5. 13d) 就 是 式 (5. 13b) ,而 式 (5. 13c) 自然 成 立 , 因 
而 是 多 余 的 ; 反之 ,名 yw 一 0,yz 王 1, 即 采用 原 加 工 方式 ,此 时 式 (5. 13c) 就 是 式 (5. 13a)， 
而 式 (5.13d) 自然 成 立 , 因 而 是 多 余 的 。 

一 般 地 ,特需 要 从 p 个 约束 条 件 


Yjasz; bh; (1 = 1,2,.…,p) 
j=1 


中 恰好 选择 g(g 二 pp) 个 约束 条 件 , 则 可 以 引入 p 个 0-1 变量 
| 若 选 择 第 i 个 约束 条 件 
1 若 不 选择 第 i 个 约束 条 件 


一 一 1 ,2,..,p) 


那么 ,约束 条 件 组 


Si < bi; 二 My: 
2 (i = 1,2,°,p) 
之 /3 /| 

就 可 以 达到 这 个 目的 。 因 为 上 述 约 束 条 件 组 保证 了 在 p 个 0-1 变量 中 有 p 一 g 个 为 1,g 
个 为 0。 几 取 0 值 的 y; 对 应 的 约束 条 件 即 为 原 约 束 条 件 ; 而 取 1 值 的 y; 对 应 的 约束 条 件 
将 自然 满足 ,因而 是 多 余 的 。 

例 8 固定 费用 问题 

有 三 种 资源 被 用 于 生产 三 种 产品 ,资源 量 、 产品 单 件 可 变 费 用 及 售 价 、 资 源 单 耗 量 及 
组 织 三 种 产品 生产 的 固定 费用 见 表 5-6。 要 求 制订 一 个 生产 计划 ,使 总 收益 最 大 。 
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表 5-6 
wi en 
资源 
A 500 


辣 定 费 放 5 200 
mt | 和 lu 和 ll 


解 总 收益 等 于 销售 收入 减 去 生产 上 述 产 品 的 固定 费用 和 可 变 费 用 之 和 。 建 模 碰 到 
的 困难 主要 是 事先 不 能 确切 知道 某 种 产品 是 否 生 产 , 因 而 不 能 确定 相应 的 固定 费用 是 否 
发 生 。 下 面 俯 助 0-1 变量 解决 这 个 困难 。 
设 zx; 是 第 7 种 产品 的 产量 ,j 二 1,2,3; 再 设 
”者 生产 第 j 种 产品 ( 即 xz; 之 0) 
lo 右 不 生产 第 7 种 产品 ( 即 x; 二 0) 
则 问题 的 整数 规划 模型 是 
maxz 一 《8 一 4)2i 十 410 一 5)7z 十 (人 12 一 60)7Zs 一 100 一 150y 一 200ys 
2X1 十 4zz 十 8zs 三 500 
271 37 一 472 过 300 
T1 十 27x 十 3xs 夺 100 


(J] 一 1,2,3) 


二 Se 
Xz My? 
Ts My 
Xj 宇 0 且 为 整数 ，() = 1,2,3) 
yj 二 0 或 1， [7 = 
其 中 Mi 为 zi 的 某 个 上 界 。 例 如 ,根据 第 3 个 约束 条 件 ,可 取 Mi = 100, M; = 50， 
NM: 一 34。 


如 果 生 产 第 7 种 产品 , 则 其 产量 zx; 二 0。 此 时 ,由 约束 条 件 xz; 三 Mjy;, 知 y; 二 1。 因 
此 ,相应 的 固定 费用 在 目标 也 数 中 将 被 考虑 。 如 果 不 生 产 第 7 种 产品 , 则 其 产量 zx; 二 0。 
此 时 ,由 约束 条 件 zxj; 三 Mjy; 可 知 ,y; 可 以 是 0, 也 可 以 是 1。 但 y; 二 1 不 利于 目标 阴 数 > 
的 最 大 化 ,因而 在 问题 的 最 优 解 中 必然 是 y; 二 0, 从 而 相应 的 固定 费用 在 目标 消 数 中 将 不 
被 考虑 。 

例 9 工件 排序 问题 

用 4 台 机 床 加 工 3 件 产 品 。 各 产品 的 机 床 加 工 顺 序 , 以 及 产品 i 在 机 床 ;7 上 的 加 工 


工时 ii 风 表 5-7。 


表 5-7 


由 于 某 种 原因 ,产品 2 的 加 工 总 时 间 不 得 超过 d。 现 要 求 确 定 各 件 产品 在 机 床上 的 
加 工 方案 ,使 在 最 短 的 时 间 内 加 工 完全 部 产品 。 
解 ” 设 码 表示 产品 i 在 机 床 ; 上 开始 加 工 的 时 间 (z 一 1,2,3; 三 1,2,3,4)。 
下 面 将 逐步 列 出 问题 的 整数 规划 模型 。 
1. 同一 件 产品 在 不 同 机 床上 的 加 工 顺序 约束 
对 于 同一 件 产品 ,在 下 一 台 机 床上 加 工 的 开始 时 间 不 得 早 于 在 上 一 人 台 机 床上 加 工 的 
结束 时 间 , 故 应 有 
喇 1: Tu 二 an 二 T13 及 X13 十 a13 夺 XT 
产品 2: X21 az ST22 及 rz2 十 qzz 夺 Tz4 
产品 3 : Zsz asz Tss 
2. 每 一 台 机 床 对 不 同 产品 的 加 工 顺 序 约束 
一 台 机 床 在 工作 中 ,如 已 开始 的 加 工 还 没有 结束 , 则 不 能 开始 另 一 件 产品 的 加 工 。 对 
于 机 床 1, 有 两 种 加 工 顺序 。 或 先 加 工 产品 1, 后 加 工 产品 2; 或 反之 。 对 于 其 他 3 台 机 
床 ,情况 也 类 似 。 为 了 容纳 两 种 相互 排斥 的 约束 条 件 , 对 于 每 台 机 床 , 分 别 引 入 0-1 变量 : 
人 先 加 工 某 件 产品 
”11 先 加 工 另 一 件 产品 
那么 ,每 台 机 床上 加 工 产品 的 顺序 可 用 下 列 四 组 约束 条 件 来 保证 : 
机 床 1 : Tu an My 及 rataa<ru tM yi) 
机 床 2: Zzz 十 azz Ta2 十 Moys 及 X32 Tas ST22 十 M(1— y;2) 
机 床 3: zis 十 a1s 硅 X33 十 Mys 及 zs 十 as 三 Zi 十 MG1L 一 ys) 
机 床 4: zu 十 au 委 za 十 My 及 za 十 ar< 委 zu 十 MG 一 ) 
其 中 M 是 一 个 足够 大 的 数 。 
各 y; 的 意义 是 明显 的 。 如 当 yi 二 0 时 ,表示 机 床 1 先 加 工 产品 1, 后 加 工 产品 2; 当 
V1 二 1 时 ,表示 机 床 1 先 加 工 产 品 2, 后 加 工 产 品 1。>yz ,ys,y 的 意义 类 似 。 
3. 产品 2 的 加 工 总 时 间 约 束 
产品 2 的 开始 加 工时 间 是 zz ,结束 加 工时 间 是 zz 十 az , 故 应 有 


(7 二 1,2,3,4) 


TA Tau— za.d 
4. 目标 也 数 的 建立 
设 全 部 产品 加 工 完 毕 的 结束 时 间 为 W。 
由 于 三 件 产品 的 加 工 结 束 时 间 分 别 为 zu 十 ai ,Xz 十 az4，X33 十 a33, 故 全 部 产品 的 实 
际 加 工 结束 时 间 为 : 
W = max(Czu 二 am ,X24 二 424 ,X33 十 ass) 
因此 ,目标 孔 数 = 的 线性 表达 式 为 


min > 一 W 


Ww 之 X24 十 a24 
WwW 之 X33 十 a33 
综 上 所 述 , 例 9 的 整数 规划 模型 为 


min > 一 W 


W = Xu 二 al4 
| 


Zll 十 all 委 X13 Zl13 十 als 三 X33 十 Mys 
Z13 十 Qls 委 并 14 Za3s3 十 ass 过 Zl3 十 MGC1L 一 ys) 
Z2l 十 azl 委 并 2z Tu 二 Tau Ta Mya 
X22 十 Qzz 委 Xa Z24 十 az 委 Z4 十 MG 一 y4) 
X32 十 az 委 并 33 Tu a Ta < Ad 

s. t. Xu 十 an 二 X21 十 My W .> Tu Ta 
Ta 十 dal 三 TXn 十 M(l—y) WX 二 an 
Z22 十 azz 三 X32 十 My: W 过 Zass 十 aas 


X32 十 a32 Z22 十 ML 一 yz) 
a sb 9 ,TV 2 0 


= (i= lo2r37sd) 
二 、0-1 型 整数 规划 的 解法 


0-1 型 整数 规划 是 一 种 特殊 的 整数 规划 , 硅 含 有 个 变量 , 则 可 以 产生 2” 个 可 能 的 
变量 组 合 。 当 nn 较 大 时 ,采用 完全 枚 举 法 解 题 几乎 是 不 可 能 的 。 已 有 的 求解 0-1 型 整数 
规划 的 方法 一 般 都 属于 隐 枚 举 法 。 

在 2” 个 可 能 的 变量 组 合 中 ,往往 只 有 一 部 分 是 可 行 解 。 只 要 发 现 某 个 变量 组 合 不 满 
足 其 中 一 个 约束 条 件 时 ,就 不 必 上 青 去 检验 其 他 约束 条 件 是 否 可 行 。 对 于 可 行 解 ,其 目标 陌 
数值 也 有 优 劣 之 分 。 硅 已 发 现 一 个 可 行 解 , 则 根据 它 的 目标 函数 值 可 以 产生 一 个 过 滤 条 
件 (filtering constraint) , 即 对 于 目标 也 数值 比 它 差 的 变量 组 合 就 不 必 上 下 去 检验 它 的 可 行 
性 。 在 以 后 的 求解 过 程 中 ,每 当 发 现 比 原来 更 好 的 可 行 解 , 则 以 此 替换 原来 的 过 滤 条 件 。 


上 述 这 些 做 法 ,都 可 以 减少 运算 次 数 ,使 最 优 解 能 较 快 地 被 发 现 。 


例 10 求解 0-1 整数 规划 


max z = 3X1 — 2Xx2 + 5X 


Xl 十 2TXs 一 Xs 三 2 
Zl1 十 4zz 十 工 = 4 


4x, 十 工 ; < 6 
T19T29T3 一 0 或 ] 
解 ”求解 过 程 可 以 列表 表示 ( 见 表 5-8) 。 
表 5-8 


Ee | 十 TL2 < _ 


人 TS z 值 a be 

(0,0,0) Vv 

(0,0,1) VY 

(0,1,0) 7 
(0,1,D) 加 


所 以 ,最 优 解 (zi sC2 ro (C10 1 Tnx 之 二 8。 
由 于 采用 上 述 算法 ,实际 只 做 了 20 次 运算 。 


约束 条 件 
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(5.14a) 
(5. 14b) 
(5. 14c) 
(5. 14d) 


为 了 进一步 减少 运算 量 , 常 按 目 标 消 数 中 各 变量 系数 的 大 小 顺序 重新 排列 各 变量 ,以 
使 最 优 解 有 可 能 较 早 出 现 。 对 于 最 大 化 问题 ,可 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 ; 对 于 最 小 化 问 


题 , 则 相反 。 为 此 上 例 可 写成 下 列 形式 : 


max 2 = 573 + 371 — 2x; 


ry 

Ts Tri 47s 4 

二 XI 十 Xs 委 3 
X3 十 4zs 夺 6 


T3912 一 0 或 1 


:Loa 
(5.15b) 
Co. L106 
(5 15d) 


求解 时 先 令 排 在 前 面 的 变量 取 值 为 1, 如 本 例 中 可 取 (xs,z1,zxz) 二 (1,0,0), 若 不 满 
足 约 束 条 件 时 ,可 调整 取 值 为 (0,1.0); 若 仍 不 满足 约束 条 件 ,. 可 退 为 取 值 (0.0,.1) 等 , 依 


次 类 推 。 据 此 改写 后 模型 的 求解 过 程 可 见 表 5-9。 


人 z 值 2 过 滤 条 件 


(0,.0.0) wi Ww Ww Ww z 之 0 
(1 ,0,0) ww A Ww WwW z 之 5 
Li 0) VV Vv Vv YY z 宇 8 


从 目标 了 清 数 方程 看 到 ,xz 值 已 不 可 能 再 增 大 ,(zs'ziyzz) 一 (1,1.0) 即 为 本 例 的 最 优 解 。 
采取 这 样 的 形式 用 上 法 解 此 例 , 可 以 很 大 程度 减少 运算 次 数 。 一 般 问 题 的 规模 越 大 ， 
这 样 做 的 好 处 就 越 明 显 。 


第 五 人 指派 问题 


一 、 指 派 问题 的 标准 形式 及 其 数学 模型 


在 现实 生活 中 ,有 各 种 性 质 的 指派 问题 (assignment problem)。 例 如 ,有 奉 干 项 工作 
需要 分 配给 硅 干 人 (或 部 门 ) 来 完成 ; 有 若干 项 合同 需要 选择 奋 干 个 投标 者 来 承包 ; 有 大 
干 班 级 需要 安排 在 各 教室 里 上 谨 等 。 诸 如 此 类 问题 ,它们 的 基本 要 求 是 在 满足 特定 的 指 
派 要 求 条 件 下 ,使 指派 方案 的 总 体 效 果 最 佳 。 由 于 指派 问题 的 多 样 性 ,有 必要 定义 指派 问 
题 的 标准 形式 。 

指派 问题 的 标准 形式 (以 人 和 事 为 例 ) 是 : 有 nn 个 人 和 nn 件 事 ,已 知 第 ; 人 做 第 7 事 的 
费用 为 cj; (i,j 二 1,2,…,n) ,要 求 确 定 人 和 事 之 间 的 一 一 对 应 的 指派 方案 ,使 完成 这 件 
事 的 总 费用 最 少 。 

一 般 称 矩阵 C= 二 (ci ),x* 为 指派 问题 的 系数 和 矩阵 (coefficient matrix) 。 在 实际 问题 中 ， 
根据 必 的 具体 意义 ,和 矩阵 C 可 以 有 不 同 的 含义 ,如 费用 、 成 本 .时 间 等 。 系 数 和 矩阵 C 中 ,第 
i 行 中 各 元 素 表 示 第 i 人 做 各 事 的 费用 ,第 7 列 各 元 素 表示 第 7 事由 各 人 做 的 费用 。 

为 了 建立 标准 指派 问题 的 数学 模型 ,引入 ni 个 0-1 变量 : 

i 奉 指 派 第 i 人 做 第 7 事 i 
” ”lo 车 不 指派 第 i 人 做 第 j 事 
这 样 , 问 题 的 数学 模型 可 写成 


min > 一 3 pe (5.16a) 


i 一 1 j=] 


2。17 一 一 1 ,2,* ,7) 


| 中 一 1 (= 1,2,.…,n) (5. 16b) 
i 一 ] 
-本本 (5. 16c) 
| zi 一 1 (i= 1,2,.,n) 
了 一 】 
(5.16d) 
Xi 0 或 1 (7,7 一 1],2,°.…,n) 
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模型 中 ,约束 条 件 (5. 16b) 表 示 每 件 事 必 有 且 只 有 一 个 人 去 做 ,约束 条 件 (5. 16c) 表 示 每 个 
人 必 做 且 只 做 一 件 事 。 

对 于 问题 的 每 一 个 可 行 解 ,可 用 解 矩 阵 帮 二 (zz)x* 来 表示 。 当 然 , 作 为 可 行 解 ,矩阵 
每 列 各 元 素 中 都 有 且 只 有 一 个 1, 以 满足 约束 条 件 (5. 16b); 每 行 各 元 素 中 都 有 且 只 有 一 
个 1, 以 满足 约束 条 件 (5. 16c) 。 指 派 问题 有 2! 个 可 行 解 。 

例 11 某 商 业 公 司 计划 开办 5 家 新 商店 ,决定 由 5 家 建筑 公司 分 别 承建 。 已 知 建 筑 
公司 Ai;(i 二 1,2,… ,5) 对 新 商店 Bj;(j 二 1,2,…,5) 的 建造 费用 的 报价 (万 元 ) 为 ci (i,j 二 
1,2,…,5), 见 表 5-10。 如 仅 考 虑 节省 费用 ,商业 公司 应 当 对 5 家 建筑 公司 怎样 分 配 建造 
任务 ,才能 使 总 的 建造 费用 最 少 ? 


这 是 一 个 标准 的 指派 问题 。 若 设 0-1 变量 
/1 当 A; 承建 B; 时 
因 儿 六 一 ( 
Lo 当 A; 不 承建 B; 时 
则 问题 的 数学 模型 为 


Ls lss*D) 


min zx 一 4x1 十 8x1 十"… 十 10xs4 十 6z55 


**»* .9D) 


一 
<“ i 
ky 
we， 
| 
| 
mA 
> 
| 
| 
» 
[BY 


Ss. t. 
xij 三 1 lo == Load 
区 (1,] = 1,2,°.*,5) 
二 、 匈 牙 利 解法 
从 上 述 数学 模型 可 知 ,标准 的 指派 问题 是 一 类 特殊 的 整数 规划 问题 ,又 是 特殊 的 0-1 
规划 问题 和 特殊 的 运输 问题 ,因此 , 它 可 以 用 多 种 相应 的 解法 来 求解 。 但 是 ,这 些 解 法 都 
没有 充分 利用 指派 问题 的 特殊 性 质 , 有 效 地 减少 其 计算 量 。1955 年 , 库 恩 (W. W.Kuhn) 


利用 匈牙利 数学 家 康 尼 格 (D. Kanig) 的 关于 和 矩阵 中 独立 零 元 素 的 定理 ,提出 了 解 指派 问 
题 的 一 种 算法 ,习惯 上 称 之 为 匈牙利 解法 。 


匈牙利 解法 的 关键 是 利用 了 指派 问题 最 优 解 的 以 下 性 质 : 藻 从 指派 问题 的 系数 矩阵 
C= 二 (ci )。x* 的 某 行 (或 某 列 ) 各 元 素 分 别 减 去 一 个 常数 &A, 得 到 一 个 新 的 矩阵 C 一 (c3) wxn。 
则 以 C 和 C 为 系数 矩阵 的 两 个 指派 问题 有 相同 的 最 优 解 。 这 个 性 质 是 容易 理解 的 。 由 
于 系数 矩阵 的 这 种 变化 并 不 影响 数学 模型 的 约束 方程 组 ,而 只 是 使 目标 郴 数 值 减少 了 党 
数 &。 所 以 ,最 优 解 并 不 改变 。 

下 面 结合 例 11 具体 讲述 匈牙利 解法 的 计算 步骤 。 

步骤 1: 变换 系数 矩阵 。 先 对 各 行 元 素 分 别 减 去 本 行 中 的 最 小 元 素 得 矩阵 C ,再 对 
C 的 各 列 元 素 分 别 减 去 本 列 中 最 小 元 素 得 C”。 这 样 ,系数 矩阵 C 中 每 行 及 每 列 至 少 有 一 
个 零 元 素 ,同时 不 出 现 负 元 素 。 转 步骤 2。 

已 知 例 11 指派 问题 的 系数 矩阵 为 


4 8 7 15 12 
7 9 17 14 10 
C= |6 9 12 8 7 
6 7 14 6 10 
6 9 12 10 6 
先 对 各 行 元 紊 分别 减 去 本 行 的 最 小 元 素 ,然后 对 各 列 也 如 此 , 即 
0 4 3 1l1 8 0 3 0 11 8 
0 2 10 7 3 0 1 7 7 3 
C 一 |03 6 2 1|-~-C=|0 2 3 21 
0 1 8 0 4 0 0 5 0 4 
0 3 6 4 0 0 2 3 4 0 


此 时 ,C 中 各 行 和 各 列 都 已 出 现 零 元 素 。 

步骤 2: 在 变换 后 的 系数 和 矩阵 中 确定 独立 零 元 素 。 奋 独立 零 元 素 有 允 个 , 则 已 得 出 最 
优 解 ; 大 独立 零 元 素 少 于 nn 个 , 则 做 能 覆盖 所 有 垮 元 素 的 最 少 直 线 数目 的 直线 集合 ,理由 
是 对 于 系数 矩阵 非 负 的 指派 问题 来 说 ,各 能 在 系数 矩阵 中 找到 个 位 于 不 同行 和 不 同 列 
的 零 元 素 , 则 对 应 的 指派 方案 总 费用 为 零 , 从 而 一 定 是 最 优 的 。 在 选择 去 元 素 时 , 当 同 一 
行 ( 或 列 ) 上 有 多 个 零 元 素 时 ,如 选择 其 一 , 则 其 余 的 零 元 素 就 不 能 再 被 选择 ,而 成 为 多 余 
的 。 所 以 ,关键 并 不 在 于 有 多 少 个 零 元 素 ,而 要 看 它们 是 否 恰当 地 分 布 在 不 同行 和 不 同 列 
上 , 即 独立 零 元 素 的 数目 。 

为 了 确定 独立 去 元 系 , 可 以 在 只 有 一 个 零 元 素 的 行 (或 列 ) 中 加 圈 ( 标 记 为 山 ) ,因为 这 
表示 此 人 只 能 做 该 事 ( 或 此 事 只 能 由 该 人 来 做 )。 每 圈 一 个 “0”, 同 时 把 位 于 同 列 (或 同行 ) 的 
其 他 零 元 素 划 去 (标记 为 0) ,这 表示 此 事 已 不 能 再 由 其 他 人 来 做 (或 此 人 已 不 能 做 其 他 事 )。 
如 此 反复 进行 ,直至 系数 矩阵 中 所 有 零 元 素 都 被 圈 去 或 划 去 为 止 。 在 此 过 程 中 ,如 遇 到 在 所 
有 的 行 和 列 中 , 零 元 素 都 不 止 一 个 时 (存在 零 元 素 的 财 回 路 ) ,可 任 选 其 中 一 个 零 元 素 加 圈 ， 
同时 划 去 同行 和 同 列 中 其 他 雯 元 素 。 当 过 程 结 束 时 ,被 画 圈 的 零 元 素 即 是 独立 零 元 素 。 

如 独立 零 元 素 有 交 个 , 则 表示 已 可 确定 最 优 指派 方案 。 此 时 , 令 解 矩 阵 中 和 独立 零 元 
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素 对 应 位 置 上 的 元 素 为 “1”, 其 他 元 素 为 “0”, 即 得 最 优 解 矩 阵 。 但 如 独立 零 元 素 少 于 7 
个 , 则 表示 还 不 能 确定 最 优 指派 方案 。 此 时 ,需要 确定 能 履 盖 所 有 和 零 元 素 的 最 少 直线 数目 
的 直线 集合 。 可 按 下 面 的 方法 来 进行 : 

(1) 对 没有 的 行 打 “VV ”; 

(2) 在 已 打 “Y” 的 行 中 ,对 6 所 在 列 打 “VV”; 

(3) 在 已 打 “v” 的 列 中 ,对 所 在 行 打 “”; 

(4) 重复 (2) 和 (3) ,直到 再 也 不 能 找到 可 以 打 ” “2 的 行 或 列 为 止 ; 

(5) 对 没有 打 “vV ”的 行 画 一 横 线 ,对 打 “V ”的 列 画 一 垂 线 , 这 样 就 得 到 了 履 盖 所 有 零 
元 素 的 最 少 直线 数目 的 直线 集合 。 

为 了 确定 C 中 的 独立 零 元 素 个 数 , 对 C 中 的 零 元 素 加 圈 , 即 有 


和 3 © 1l1 8 
OO 1 7 7 3 
C= | 2 3 2 1 
jg © 5 $5 4 
jg 2 3 4 0 


由 于 只 有 4 个 独立 零 元 素 , 少 于 系数 矩阵 阶 数 n= 二 5, 故 需要 确定 能 覆盖 所 有 零 元 素 的 最 
少 直 线 数目 的 直线 集合 。 采 用 上 述 (1) 一 (5) 的 步骤 的 方法 ,结果 如 下 : 


A 

0 1 7 7 3 vy 
C” = 0 2 3 2 1 v 

因 © 5 因 4 

0 2 3 4 © 

V 


步骤 3: 继续 变换 系数 矩阵。 方法 是 在 未 被 直线 履 盖 的 元 素 中 找 出 一 个 最 小 元 素 。 
对 未 被 直线 履 盖 的 元 素 所 在 行 (或 列 ) 中 各 元 素 都 减 去 这 一 最 小 元 素 。 这 样 ,在 未 被 直线 
覆盖 的 元 素 中 势必 会 出 现 零 元 素 , 但 同时 却 又 使 已 被 直线 覆盖 的 元 素 中 出 现 负 元 素 。 为 
了 消除 负 元 素 , 只 要 对 它们 所 在 列 (或 行 ) 中 各 元 素 都 加 上 这 一 最 小 元 素 ( 可 以 看 作 减 去 这 
一 最 小 元 素 的 相反 数 ) 即 可 。 返 回 步骤 2。 

为 了 使 C 中 未 被 直线 覆盖 的 元 素 中 出 现 零 元 素 , 将 第 二 行 和 第 三 行 中 各 元 素 都 减 去 
未 被 直线 覆盖 的 元 素 中 的 最 小 元 素 1。 但 这 样 一 来 ,第 一 列 中 出 现 了 负 元 素 。 为 了 消除 


负 元 素 ,再 对 第 一 列 各 元 素 分 别 加 上 1, 即 


0 3 0 11 8 
一 1 0 6 6 2 0 0 6 6 2 
C1 1 2 1 Ol0 1 1 He=0 
0 .0 5 0 4 1 0 5 0 4 
0 2 3 4 0 1 2 3 4 0 
回 到 步骤 2, 对 C” 加 圈 : 
1 3 1l1 8 
1 © 6 2 
C” = |I@ 1 1 0 
1 #4 © 4 
] 2 4 © 
C 中 己 有 5 个 独立 零 元 素 , 故 可 确定 


O 

6 

2 

5 

3 

例 11 指派 问题 的 最 优 指 派 方案 为 

1 0 

0 0 

0 0 

0 1 
0 


xx 
米 
| 
OO OO pp— OO OO 


0 
0 
0 
0 1 


i 上 Ai 承建 B; , A. 承建 B, , A; 承建 Bi 人 4 承建 B, ， As 承建 Bs。 这 样 安排 能 使 总 的 建造 
费用 最 少 , 为 7 十 9 十 6 十 6 十 6 二 34( 万 元 )。 


三 、 非 标准 形式 的 指派 问题 


在 实际 应 用 中 ,常会 过 到 各 种 非 标准 形式 的 指派 问题 。 通 常 的 处 理 方法 是 先 将 它们 
转化 为 标准 形式 ,然后 再 用 匈牙利 解法 解 之 。 

1. 最 大 化 指派 问题 

设 最 大 化 指派 问题 系数 矩阵 C 二 (ci ),xa， 其 中 最 大 元 床 为 m。 令 矩阵 B= (bi ) ,x 二 
(m 一 己 )xxa， 则 以 B 为 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 和 以 C 为 系数 矩阵 的 原 最 大 化 指派 问 
题 有 相同 最 优 解 。 

2. 人 数 和 事 数 不 等 的 指派 问题 

行人 少 事 多 , 则 添上 一 些 虚 拟 的 ”人 ”。 这 些 虚 拟 的 ”人 ?做 各 事 的 费用 系数 可 取 0, 理 
解 为 这 些 费 用 实际 上 不 会 发 生 。 硅 人 多 事 少 , 则 添上 一 些 虚拟 的 “ 事 ”。 这 些 虚 拟 的 “ 事 ” 
被 各 人 做 的 费用 系数 同样 也 取 0。 

3. 一 个 人 可 做 几 件 事 的 指派 问题 

生菜 个 人 可 做 几 件 事 , 则 可 将 该 人 化 作 相 同 的 几 个 “人 ?来 接受 指派 。 这 几 个 “人 ”做 
同一 件 事 的 费用 系数 当然 都 一 样 。 

4. 茶 事 一 定 不 能 由 某 人 做 的 指派 问题 

在 某 事 一 定 不 能 由 茶 个 人 做 , 则 可 将 相应 的 费用 系数 取 作 足够 大 的 数 M。 
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例 12 对 于 例 11 的 指派 问题 ,为 了 保证 工程 质量 ,经 研究 决定 ,舍弃 建筑 公司 A 和 
Ai , 而 让 技术 力量 较 强 的 建筑 公司 Al、 As 和 A; 来 承建 。 根 据 实际 情况 ,可 以 允许 每 家 
建筑 公司 承建 一 家 或 两 家 商店 。 求 使 总 费用 最 少 的 指派 方案 。 
反映 投标 费用 的 系数 和 矩阵 为 M 
Bi 
4 
7 


B。 B: B Bs 
8 7 15 12A 
9 17 14 ol 
6 9 12 8 7jA; 

由 于 每 家 建筑 公司 最 多 可 承建 两 家 商店 ,因此 ,把 每 家 建筑 公司 化 作 相 同 的 两 家 建筑 
公司 (A; 和 A!,i 二 1,2,3)。 这 样 ,系数 矩阵 变 为 M 

B! Be Bi B: Bs 

8 7 15 12A 
8 7 15 12|Ai 
9 
9 
9 
9 


NT 一 


17 14 10|A， 
17 14 10|A; 
12 8 7|A， 
6 12 8 7A 
上 面 的 系数 和 矩阵 有 6 行 5 列 ,为 了 使 人” 和”* 事 ”的 数目 相同 ,引入 一 件 虚 事 Be ,使 之 
成 为 标准 指派 问题 的 系数 矩阵 M : 


G ~] ~ 片上 清 


B， B, B, B, B, B, 
4 8 7 15 12 01Ai 
4 8 7 15 12 0|Ai 
7 9 17 14 10 0|A， 
M 一 一 
7 9 17 14 10 0|A' 
6 9 12 8 7 0|A， 


6 9 12 8 7 0jA' 
用 匈牙利 解法 解 以 C 为 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 ,得 最 优 指派 方 
案 为 由 A， 承建 也 和 B; , A， 承建 PB。 , A; 承建 B, 和 Bs 。 这 样 , 总 的 建造 
费用 最 省 ,为 4 十 7 十 9 十 8 十 7 王 35( 万 元 ) 。 


习 就 


即 练 即 测 


5.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 用 分 校 定 界 法 求解 一 个 极 大 化 的 整数 规划 问题 时 ,任何 一 个 可 行 解 的 目标 也 数 
值 是 该 问题 目标 函数 值 的 下 界 ; 

(2) 用 割 平 面 法 求解 整数 规划 时 ,构造 的 割 平 面 有 可 能 切 去 一 些 不 属于 最 优 解 的 整数 值 ; 


(3) 指派 问题 可 用 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 求解 , 反 过 来 运输 问题 经 处 理 后 也 可 


用 匈牙利 解法 求解 ; 


(4) 一 个 整数 规划 问题 如 存在 两 个 以 上 最 优 解 , 则 一 定 有 无 穷 多 最 优 解 。 
5.2 篮球 队 需 要 选择 5 名 队员 组 成 出 场 阵容 参加 比 宫 。8 名 队员 的 号 高 及 擅长 位 


置 见 表 5-11。 
表 5-11 
队员 8 
身高 /m 1. 78 
擅长 位 置 后 卫 


出 场 阵容 应 满足 以 下 条 件 : 

(1) 必须 且 只 有 一 名 中 锋 上 场 ; 

(2) 至 少 有 一 名 后 卫 ; 

(3) 如 1 号 或 4 号 上 场 , 则 6 号 不 出 场 ,反之 如 6 号 上 场 , 则 1 号 和 4 号 均 不 出 场 ; 
(4) 2 号 和 8 号 至 少 有 一 个 不 出 场 。 


问 应 当选 择 哪 5 名 队员 上 场 , 才 能 使 出 场 队员 平均 身高 最 高 , 试 建 立 数 学 模型 。 


5.3 一 个 旅行 者 要 在 其 育 包 里 装 一 些 最 有 用 的 旅行 物品 。 背 包容 积 为 &, 携 市 物品 


总 重量 最 多 为 6。 现 有 物品 m 件 , 第 i 件 物品 体积 为 a;, 重量 为 6;:(i 二 1,2,…,m)。 为 了 
比较 物品 的 有 用 程度 ,假设 第 i 件 物 品 的 价值 为 c;(i 二 1,2,…,m)。 硅 每 件 物品 只 能 整 件 
携带 ,每 件 物 品 都 能 放 入 背包 中 ,并 且 不 考虑 物品 放 入 背包 后 相互 的 间 际 。 问 旅行 者 应 当 
携带 哪 几 件 物品 , 才能 使 携带 物品 的 总 价值 最 大 ,要 求 建 立 本 问题 的 数学 模型 。 


5.4 分 别 用 割 平面 法 和 用 分 文 定 界 法 解 下 列 整数 规划 : 


(1) max z 一 27 十 工 。 (2) min z 一 57 一 工 > 
5 3Z] 十 并 ?之 9 
一 | Xi 十 Xs 之 5 
| - 上 十 8z? 过 8 
Zlyz2 三 0, 且 为 整数 ZX1,T2z 宇 0, 且 为 整数 
5.5 用 隐 枚 举 法 解 下 列 0-1 型 整数 规划 : 
(1) min z 一 57 十 77 十 107 十 37 Ts (2) max 二 一 2721 十 2 一 二 4 
2 sey eh oe eh oC 
eh ey eh ee sb ep eh 
- ed mn | i 
人 Tu ds"— ed 


vy 9- 了 »T3 二 0 或 1 
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图 5-8 中 ,虚线 表示 该 消防 站 可 以 在 消防 允许 时 间 内 到 达 该 防火 区 进行 有 效 的 消防 
灭火 。 问 能 和 否 关 闭 知 干 消 防 站 ,但 仍 不 影响 任何 一 个 防火 区 的 消防 救灾 工作 (提示 : 对 每 
一 个 消防 站 建立 一 个 表示 是 否 将 关闭 的 0-1 变量 ) 。 

5.7 现 有 上 zp 个 约束 条 件 


Yasz; 之 b; (2 = A 
二 1 


需要 从 中 选择 g 个 约束 条 件 , 试 信 助 0-1 变量 列 出 表达 式 。 
5.8 解 下 列 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 : 


(1) (10 ll 4 2 8 (2) [3 6 2 6 
1 ll 10 14 12 1 1 4 4 

5 6 9 12 14 3 8 5 8 

1l3 1l5 ll 10 7 6 4 3 7 

5 2 4 3 

5 7 6 2 


5.9 需要 分 派 5 人 去 做 5 项 工作 ,每 人 做 各 项 工作 的 能 力 评分 见 表 5-11。 应 如 何 
分 派 , 才 能 使 总 的 得 分 最 大 ? 试 分 别 用 匈牙利 法 和 表 上 作业 法 求解 。 
表 5-12 


个 


147 


一 
© 


5.10 上 题 的 指派 问题 也 可 用 分 文 定 界 法 求解 , 试 说 明 求 解 思路 。 
5.11 考虑 下 列 问 题 : 
max (3 工 十 7y) 
[2z 十 y 委 25 


rw 6 

式 中 0 三 y 三 10, 为 整数 值 ,日 z 的 值 只 能 等 于 0、1、4 和 6。 

(1) 请 用 一 等 价 的 整数 规划 模型 来 表达 这 个 问题 。 

(2) 如 果 在 目标 函数 中 ,用 3z 来 代替 3z, 请 相应 地 修改 (1) 的 答案 。 

5.12 卡车 送 货 问题 (覆盖 问题 )。 龙 运 公司 目前 必须 向 5 家 用 户 送 货 , 需 在 用 户 A 
处 纯 下 1 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 B 处 邱 下 2 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 C 处 卸 下 3 个 
单位 重量 的 货物 ,在 用 户 D 处 卸 下 4 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 王 处 邱 下 8 个 单位 重量 
的 货物 。 公 司 有 各 种 卡车 四 辆 :1 号 车 载重 能 力 为 2 个 单位 ,2 号 车 载重 能 力 为 6 个 单位 ， 
3 号 车 载重 能 力 为 8 个 单位 ,4 号 车 载重 能 力 为 11 个 单位 。 每 辆 车 只 运 货 一 次 ,卡车 7 的 
一 次 运费 为 c;。 假 定 一 辆 卡车 不 能 同时 给 用 户 A 和 C 二 者 送 货 ; 同样 ,也 不 能 同时 给 用 
户 B 和 DD 二 者 送 货 。 

(1) 请 列 出 一 个 整数 规划 模型 表达 式 , 以 确定 装运 全 部 货物 应 如 何 配置 卡车 ,使 其 运 
费 为 最 小 。 

(2) 如 果 卡 车 7 只 要 给 用 户 i 运 货 时 需 收 附加 费 K; (同名 货 量 无 关 ), 试 述 应 如 何 修 
改 这 一 表达 式 。 


第 六 音 在 上 
非 线性 规划 


线性 规划 的 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 其 自 变 量 的 线性 函数 ,如 果 目 标 函 数 或 约束 条 
件 中 包含 有 日 变量 的 非 线 性 孔 数 , 则 这 样 的 规划 问题 就 属于 非 线 性 规划 。 很 多 工程 设计 
优化 问题 的 表达 式 中 ,含有 变量 的 非 线 性 也 数 。 在 管理 问题 中 ,如 著名 的 马 可 维 次 
(Markowitz) 投 资 优 化 组 合 模型 ,存储 论 中 平均 总 费用 同 订货 批量 的 关系 ,产品 定价 的 决 
策 及 车 则 设施 布局 等 ,都 涉及 非 线 性 函数 的 情况 ,这 些 问 题 均 需 用 非 线 性 规划 的 模型 来 表 
达 , 并 借助 于 非 线 性 规划 的 解法 来 求解 。 


第 一 三 基本 概念 


一 、 非 线性 规划 的 数学 模型 
非 线性 规划 数学 模型 的 一 般 形 式 是 


min f(X) 
| hi(X)=0 (i=1,2,.…,m) (6. 1) 
Bi) 下) 之 0 (1 一 1,2,……，/) 


其 中 ,天 一 (Cziyzz ，,… ,Ts) "是 nn 维 欧 氏 空间 E, 中 的 点 (向 量 ) ,目标 函数 FCX) 和 约束 函数 
hi( 半 )、gj;( 蔷 ) 为 六 的 实 孔 数 。 
有 时 ,也 将 非 线 性 规划 的 数学 模型 写成 
min f(X) 
| ER (= 1e200 0 
即 约束 条 件 中 不 出 现 等 式 , 如 果 有 某 一 约束 条 件 为 等 式 g;(XX) 二 0, 则 可 用 如 下 两 个 不 等 
式 约束 替代 它 : 


(6.2) 


人 下 0 
gj;( 尖 ) 之 0 
模型 (6. 2) 也 第 表示 成 另 一 种 形式 : 


minf(X).XERCE, 
本 
一 {(X|g;(X) 三 0， Lee 
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上 式 中 尺 为 问题 的 可 行 域 。 

右 某 个 约束 条 件 是 “过 ”不等式 的 形式 ,只 需 用 "一 17 乘 这 个 约束 的 两 端 , 即 可 将 其 变 
成 “三 ”的 形式 。 此 外 ,由 于 maxf(X) 二 一 min[ 一 A(X)j], 且 这 两 种 情况 下 求 出 的 最 优 解 
相同 (如 有 最 优 和 解 存 在 ), 故 当 需 使 目标 晒 数 极 大 化 时 ,只 需求 其 负 函 数 极 小 化 即 可 。 


二 、 二 维 问 题 的 图 解 


当 只 有 两 个 自 变 量 时 ,求解 非 线 性 规划 也 可 像 对 线性 规划 那样 借助 于 图 解法 。 
考虑 非 线性 规划 问题 
min f(X) 一 (zl 一 2)2 十 (zs 一 1)3 
zl 十 zz 一 5zrs 一 0 
Ti 十 Xs 一 9 之 0 (6. 4) 
| 
X2 宇 0 

如 对 线性 规划 所 作 的 那样 ,在 ziOzs 坐标 平面 上 画 出 目标 蚂 数 的 等 值 线 , 它 是 以 点 
(2,1) 为 圆心 的 同心 圆 , 再 根据 约束 条 件 画 出 可 
行 域 , 它 是 抛物 线段 ABCD( 见 图 6-1) 。 现 分 析 
当 自 变量 在 可 行 域内 变化 时 目标 孔 数 值 的 变化 
情况 。 

令 动 点 从 A 出 发 沿 抛物 线 ABCPD 移动 , 当 
动 点 从 A 移 向 B 时 ,目标 哺 数 值 下 降 ; 当 动 点 由 
B 移 向 C 时 ,目标 晒 数 值 上 升 。 从 而 可 知 , 在 可 
行 域 AC 这 一 范围 内 , 刀 点 的 目标 果 数 值 f(B) 
最 小 ,因而 点 B 是 一 个 极 小 点 。 当 动 点 由 C 癌 
D 移动 时 ,目标 函数 值 青 次 下 降 , 在 DD 点 (其 坐 
标 为 (4,1)) 目 标 消 数值 最 小 。 在 本 例 中 ,目标 也 
数值 f4(B) 仅 是 目标 也 数 f(XX) 在 一 部 分 可 行 域 
上 的 极 小 值 ,而 不 是 在 整个 可 行 域 上 的 极 小 值 ,这 样 的 极 小 值 称 为 局 部 极 小 值 (或 相对 极 
小 值 ) 。 像 妃 这 样 的 点 称 为 局 部 极 小 点 (或 相对 极 小 点 )。CD) 是 目标 晒 数 在 整个 可 行 
域 上 的 极 小 值 , 称 全 局 极 小 值 ( 最 小 值 ) ,或 绝对 极 小 值 ; 像 这样 的 点 称 全 局 极 小 点 (最 
小 点 ) ,或 绝对 极 小 点 。 全 局 极 小 点 当然 也 是 局 部 极 小 点 ,但 局 部 极 小 点 不 一 定 是 全 局 极 
小 点 。 


、 几 个 定义 


给 出 有 关 局 部 极 小 和 全 局 极 小 的 定义 。 
on n 维 欧 氏 空间 E, 的 某 一 区 域 尺 上 的 7 元 实 图 数 ( 可 记 为 1 (XX): 


第 六 革 ” 非 线 性 规划 


RCE, 一 Ei1) ,对 于 X ER 如 果 存 在 某 个 s 二 0, 使 所 有 与 天 ”的 距离 小 于 es 的 和 ER( 即 
XER 且 |X 一 X | 一 se) ,都 有 FCX) 三 FCX  ), 则 称 X 为 f(XX) 在 R 上 的 局 部 极 小 点 ， 
f(X” ) 为 局 部 极 小 值 。 若 对 于 所 有 半 关 六 "有 日 与 XX* 的 距离 小 于 e 的 和 ER 都 有 FX) 二 
(XX), 则 称 关 ”为 fA( 半 ) 在 RR 上 的 严格 局 部 极 小 点 ,A(X ) 为 严格 局 部 极 小 值 。 

设 f( 半 ) 为 定义 在 E; 的 某 一 区 域 R 上 的 nn 元 实 也 数 , 奉 存 在 关 ”ER, 对 所 有 关 ER 
都 有 ff( 半 ) 三 A(X*), 则 称 兰 "为 A(X) 在 R 上 的 全 局 极 小 点 ,fA(X”) 为 全 局 极 小 值 。 若 对 
于 所 有 关 ER 有 日 半 关 半 " ,都 有 FS) 二 大 X ), 则 称 开 为 FSX) 在 尺 上 的 严格 全 局 极 小 
点 ,78CX” ) 为 严格 全 局 极 小 值 。 

如 将 上 述 定 义 中 的 不 等 号 反 向 , 即 可 得 到 相应 极 大 点 和 极 大 值 的 定义 。 下 面 仅 就 极 
小 点 和 极 小 值 加 以 说 明 ,而 且 主 要 研究 局 部 极 小 问题 。 


四 、 多 元 函数 极 值 点 存在 的 条 件 


二 阶 可 微 的 一 元 函数 f(z) 极 值 点 存在 的 条 件 如 下 : 

必要 条 件 : f(x) 二 0。 

充分 条 件 : 对 于 极 小 点 : 了 (zx)==0 且 f° (x)>0; 

对 于 极 大 点 : f (x)==0 且 f(x) 二 0。 

对 于 无 约束 多 元 函数 ,其 极 值 点 存在 的 必要 条 件 和 充分 条 件 , 与 一 元 也 数 极 值 点 的 相 
应 条 件 类 似 。 

1. 必要 条 件 

下 述 定理 1 给 出 了 守 2 元 实 函 数 FCX) 在 是 "点 取得 极 值 的 必要 条 件 。 

定理 1 设 R 是 n 维 欧 氏 空间 EF, 上 的 某 一 开 集 ,f(X) 在 R 上 有 连续 一 阶 偏 导数 ,日 
在 点 X ER 取得 局 部 极 值 , 则 必 有 


9f(X°) _ a9f(X) .ax ) 


az gx az, g Me 
或 写成 
Vf(X*)=0 (6. 6) 
此 处 
v/X) = (EE, EY?) (6.7) 
为 图 数 FX) 在 点 天 "处 的 梯度 。 
这 个 定理 是 显然 的 。 像 一 元 果 数 那样 , 称 满足 条 件 (6. 5) 的 点 为 稳定 点 ( 驻 点 ) 。 
图 数 FX) 的 梯度 VFCX) 有 两 个 十 分 重要 的 性 质 : (1) 困 数 f( 站 ) 在 某 点 和 ”的 梯度 
VCX 7 ) 必 与 图 数 过 该 点 的 等 值 面 (或 等 值 线 ) 正 交 ( 设 VFCX' ) 不 为 去 ); (2) 梯 度 问 量 


的 方向 是 郴 数 值 ( 在 该 点 处 ) 增 加 最 快 的 方向 ,而 负 梯 度 方向 则 是 果 数 值 ( 在 该 点 处 ) 减 少 
最 快 的 方向 。 


2. 二 次 型 
二 次 型 是 天王 (zli,zz,…,zo) ”的 二 次 齐 次 函数 : 
f(X) 一 anzl 二 2awzrzz 二 十 2a1T17Tn 十 azzx2 十 2az3x2zX3 十 … 十 
a 


SS = (6. 8) 


i=1 j=] 


式 中 ,一 ai ,A 为 nXn 对 称 和 矩阵 。 奇 A 的 所 有 元 素 都 是 实数 , 则 称 上 述 二 次 型 为 实 二 
次 型 。 

一 个 二 次 型 唯一 对 应 一 个 对 称 和 矩阵 和 A; 反之 ,一 个 对 称 和 矩阵 A 也 唯一 确定 一 个 二 
次 型 。 

若 对 任意 半 了 0( 即 头 的 元 素 不 全 等 于 零 ), 实 二 次 型 FCX) 一 和 4X 总 为 正 , 则 称 该 二 
次 型 是 正定 的 。 若 对 任意 关 关 0, 实 二 次 型 f( 半 ) 一时 AX 总 为 负 , 则 称 该 二 次 型 是 负 定 
的 。 若 对 某 些 针头 0 , 实 二 次 型 f( 针 ) 一 天 4 全 0; 而 对 另 一 些 关闭 0, 实 二 次 型 f(XX)== 
X 4X 一 0, 即 它 既 非 正 定 , 又 非 负 定 , 则 称 它 是 不 定 的 。 若 对 任意 大 0, 总 有 f(X) 一 
X 4AX 三 0, 即 对 某 些 革 关 0 ,大 (X) 一 大 4AX 盖 0, 对 另外 一 些 导入 0, 7CX) 一 和 4X 一 0, 则 称 
该 实 二 次 型 半 正 定 。 类 似 地 , 奉 对 任意 半 隆 0, 总 有 f(X) 二 和 关 AX 三 0, 则 称 其 为 半 负 定 。 

如 果实 二 次 型 天 :4 大 为 正定 、 负 定 \ 不 定 、 半 正定 或 半 凶 定 , 则 称 它 的 对 称 和 矩阵 A 分 
别 为 正定 、 负 定 \ 不 定 、 半 正定 或 半 负 定 。 

由 线性 代数 学 知道 , 实 二 次 型 XI4X 为 正定 的 充 要 和 条件, 是 它 的 矩阵 4 的 左上 角 各 
阶 主 子 式 都 大 于 零 。 即 


Ull Cl2 413 U1l ”” Cln 
Ull CC12 
a 二 0， 一 0，azl Q22 QQ23| 一 0,……， as s 一 0 
U21 (22 
31 U32 QW33 Cnl ”Cnn 


实 二 次 型 X AX 为 负 定 的 充 要 条 件 是 , 它 的 矩阵 A 的 左上 和 角 顺 序 各 阶 主子 式 负 、 正 相间 ， 
即 有 


Ull W122 13 ull ”dln 
U1ll U12 。 。 
all < 0， 盖 0,|az az ass| 一 0,……,( 一 1) "| : : | 二 0 
U21 22 
U31 W322 433 Cnl ”Qnr 


例 1 判定 以 下 和 矩阵 的 正定 性 。 


— 5 2 2 0 1 1 
Ny -| ， 
2 一 1 一 0 
解 ”对 和 窍 阵 4: 
| 12 — 9 pe 
11 一 一 5 二 0， 一 一 = 0 下 。 
Q21  Q22 2 6 
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et 2 2 
| 各 ,| 一 2 一 0 0 | 一 一 80 -0， 故 A 人 负 定 。 
2 0 —4 
对 矩阵 B: 
p11 Db12 0 ] 
Di == 0, 二 一] 
bz1 D22 1 0 
故 知 B 不 定 。 


3. 多 元 果 数 的 泰勒 (Taylor) 公 式 
设 nn 元 实 函 数 A(X) 在 头 ” 的 某 一 邻 域 内 有 连续 二 阶 偏 导 数 , 则 可 写 出 它 在 关 ”“ 处 的 
泰勒 展开 式 如 下 : 


fxX) = fCX™") VICK ) (大 一 是 ) 十 FX—X")T V’:f(X)(X— XX'") 


(6.9) 
其 中 ,天 一 于 (0 十 0( 瑟 一 天) ,0 二 0 二 1。 
硅 以 半 二 等 ”十 P 代入 , 则 式 (6.9) 变 为 
fCX? 十 忆 ) = fCXO) 十 VPCXKCO )TP 十 Vz f/f(X)P (6. 10) 


其 中 ,天 一 大 十 OP 。 
也 可 将 式 (6. 9) 写 成 


FOXY = f (XO) + VXITK— XO) +X— XO) Vf(X™ ) (天 一 天) ) 十 


ol( | 半天 ‘|| 2) 
其 中 , 当 XX 一 夭 '” 时 ,ol 闫 一 和 XX” 上 “) 是 上 闫 一 关 ” ?的 高 阶 无 穷 小 , 即 


oC( | 天 一 天 |) 
xe |X—XTH 一 
4. 充分 条 件 
XX* 是 f(XX) 的 极 小 点 的 充分 条 件 由 下 面 的 定理 2 给 出 。 
定理 2 设 R 是 n 维 欧 氏 空间 E, 上 的 某 一 开 集 ,f(X) 在 R 上 具有 连续 二 阶 偏 导 数 ， 
若 VfA(X”* ) 二 0, 且 V*f(X”  ) 正 定 , 则 天" ER 为 (XX) 的 严格 局 部 极 小 点 。 此 处 
9 °°f(X*) 9°f(X*) . 9°f(X’*) 


ax? gl 9 XT» dg] 3 
OR ARC"Y 
Vf(X*)= | 9zrz9zi AX2 9X29T (6. 11) 


9?°f(X*) 9°f(X*) © 9?f(X*) 


pe el ke 9Xn9 XT2 DZn 


153 


Ee 


164 运 寿 守 教 程 (第 5 版 ) 


为 FCX) 在 点 天 "处 的 黑 塞 (Hesse) 和 矩阵 。 
本 定理 证 明 略 ,请 参看 有 关 著 作 。 
若 将 V fA(X”* ) 正 定 改 为 负 定 ,定理 2 就 变 成 了 闫 为 f(XX) 的 严格 局 部 极 大 点 的 充分 


条 件 。 
例 2 研究 图 数 f(XX)= 二 x1 一 x2 是 否 存 在 极 值 点 。 
解 ” 先 由 极 值 点 存在 的 必要 条 件 求 出 稳定 点 。 
af(X) _ af(X) 
J = pe . Br -一 2Xx2 


令 Vf(X)= 二 0, 即 . 271 一 0 和 一 2zxs= 二 0, 得 稳定 点 
= (rz) = (0,0)T 


再 用 充分 条 件 进行 检验 。 
CE AS. OA. _ ， 9 7X) -aa FX)_。 
az ” ax3 9X19X2 9 TXT29X1 


从 而 


一 2 

由 于 其 黑 塞 矩 阵 V FCX) 不 定 , 故 时 一 (0,0) 不 是 极 值 点 ,而 是 一 个 鞍点 。 

五 、 凸 函数 和 四 项 数 

1. 定义 

设 f( 关 ) 为 定义 在 n 维 欧 氏 空间 EF 中 某 个 凸 集 R。 上 的 函数 , 奢 对 任何 实数 a(0 一 
a 三 1) 以 及 R。 中 的 任意 两 点 羡 ”“” 和 半 “%”, 恒 有 

Fa 和 十 (1 一 a) 天 22) 委 aF(CXO ) 十 (1 一 ac) 大 (2 ) (6. 12) 
则 称 fA( 关 ) 为 定义 在 RR. 上 的 凸 函数 。 
若 对 每 一 个 a(0 二 a 二 1) 和 任意 两 点 "关头 ”EE R,, 恒 有 
flaX” + —axX™) <af(X")+(1—a)f xX”) (6 13) 
则 称 A( 兰 ) 为 定义 在 RR. 上 的 严格 是 消 数 。 

若 式 (6. 12) 和 式 (6.13) 中 的 不 等 号 反 向 , 即 可 得 到 四 隐 数 和 严格 四 函数 的 定义 。 
显然 ,看 图 数 FS) 三 一 5() 是 凸 图 数 ( 严 格 凸 图 数 ) , 则 g( 关 ) 一 定 是 四 了 光 数 (严格 四 
果 数 )。 

同 郊 数 和 四 函数 的 几何 意义 很 明显 。 夺 哺 数 图 形 上 任意 两 点 的 连 线 都 不 在 这 个 图 形 
的 下 方 , 它 就 是 向 下 凸 的 ( 见 图 6-2(a))。 思 函 数 则 是 向 下 四 的 (上 凸 的 )( 见 图 6-2(b))。 
线性 旺 数 既 可 以 看 成 凸 困 数 ,也 可 以 看 成 止 呆 数 。 


V:f(X) = a 
" -| 
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f(x) fax HI-a) x2n 


Ce a 
i 


Tr -一 一 一 一 一 


O x aCx Hl-ar” x x OO xD oxd t+-a)x XD x 
(a) 凸 函 数 (b) 凹 函 数 


2. 凸 卫 数 的 性 质 
性 质 1 设 f(X) 为 定义 在 是 集 R。 上 的 凸 孙 数 , 则 对 任意 实数 B 三 0, 函 数 BfA(X) 也 是 
定义 在 R。 上 的 凸 隐 数 。 
性 质 2 设 放 (XX) 和 f;( 半 ) 为 定义 在 上 同 集 R. 上 的 两 个 凸 隐 数 , 则 这 两 个 是 函数 的 和 
f(X) 二 用 (XX) 十 fz( 关 ) 仍 为 定义 在 R. 上 的 凸 靖 数 。 
由 以 上 两 个 性 质 可 以 推 得 : 有 限 个 凸 孔 数 的 非 负 线性 组 合 
Bf1(A)T Bf (A) TT Buf mA) 
Bi 二 0 (1 = 1,2,.,m) 


仍 为 凸 晒 数 。 
性 质 3 设 f( 半 ) 为 定义 在 凸 集 R. 上 的 凸 函 数 , 则 对 每 一 实数 8, 集 合 ( 称 为 水 平 集 ) 
S = {X|XER.,f(X)<h) (6. 14) 
是 凸 集 。 


3. 凸 困 数 的 判定 

要 判定 一 个 图 数 是 不 是 凸 果 数 ,可 直接 依据 定义 ; 对 于 可 微 凸 函数 ,也 可 利用 下 述 两 
个 条 件 。 

(1) 一 阶 条 件 

设 R. 为 EF, 上 的 开 凸 集 ,f(XX) 在 R。 上 可 微 , 则 A(XX) 为 R. 上 的 凸 孔 数 的 充 要 条 件 
是 : 对 任意 不 同 两 点 羡 ”ER.。 入“”E R,。, 恒 有 

f XY) 之 FCXOD ) 十 VFCXGO TX — XV) (6. 15) 

若 式 (6.15) 为 严格 不 等 式 , 它 就 是 严格 上 是 函数 的 充 要 条 件 。 如 将 上 式 中 的 不 等 号 反 
癌 , 就 可 得 到 思 隐 数 ( 严 格 不 等 号 时 为 严格 凹 限 数 ) 的 充 要 条 件 。 

(2) 二 阶 条 件 

设 下. 为 下 ,上 的 开 凸 集 , FE) 在 必 . 上 二 阶 可 微 , 则 FE) 为 玉 . 上 的 凸 范 数 ( 四 上 困 数 ) 
的 充 要 条 件 是 : 对 所 有 XER, ,其 黑 塞 矩 阵 半 正定 ( 半 负 定 ) 。 


售 


各 jjFCX) 的 黑 塞 矩 阵 对 所 有 天 ER. 都 是 正定 ( 负 定 ) 的 , 则 FX) 是 尽 . 上 的 严格 凸 果 
数 (严格 止 函 数 ) 。 

证 明 从 略 。 读 者 可 从 有 关 文 献 中 查找 。 

例 3 证 明 FCX) 王 z1 十 zz 为 严格 凸 困 数 。 

证 明 先 用 一 阶 条 件 证 明 。 

任 取 两 个 不 同 的 点 时 ”一 (al:p0) ”和 天” 一 (az 02) ,有 

不) =aith, fCX*)=ai+bi, VfCXY) = (2a1,20b1)7 

现 看 下 式 是 否 成 立 


| 


a2 十 b> ai 十 bi 十 (2a1 ,2b1) ( 


2—bi 
或 az2 十 b>aif 十 bf 十 2a1as 一 2aif 十 2616; 一 20; 
或 (az 一 41) 十 (b,—b1)*>0 
由 于 闫 “关头, 故 上 式 成 立 , 从 而 得 证 。 
下 面 用 二 阶 条 件 证 明 : 
» » 本 
Dn SR, oP 
af _, ax _ a2FCX) 0 
pk 9X19X2 9X29X1 
其 黑 塞 矩 阵 为 ， v7oo=(。 , 
因 V? FX) 正 定 , 故 FX) 为 严格 凸 函 数 。 
4. 凸 困 数 的 极 值 


前 已 指出 , 晒 数 的 局 部 极 小 值 并 不 一 定 等 于 它 的 最 小 值 。 前 者 只 不 过 反映 了 男 数 的 
局 部 性 质 。 而 最 优化 的 目的 ,往往 是 要 求 困 数 在 整个 域 中 的 最 小 值 ( 或 最 大 值 ) 。 为 此 , 必 
须 求 出 其 所 有 的 极 小 值 并 加 以 比较 (有 时 尚 需 考 虑 其 边界 值 ) ,以 便 从 中 选 出 最 小 者 。 然 
而 ,对 于 定义 在 凸 集 上 的 凸 函数 来 说 , 则 用 不 着 进行 这 种 麻烦 的 工作 , 它 的 任 一 极 小 值 就 
等 于 其 最 小 值 。 而 且 , 它 的 极 小 点 形成 一 个 凸 集 。 

现 设 (XX) 是 定义 在 凸 集 R. 上 的 可 微 同 函数, 如果 存在 点 疼 ”E R,, 使 得 对 于 所 有 的 
XE R。, 都 有 

Vf(X*)T™(X—X*)=0 (6. 16) 

则 X” 就 是 1( 半 ) 在 R. 上 的 最 小 点 (全 局 极 小 点 )。 请 参看 
图 6-3。 

上 述 结论 可 由 凸 函 数 的 一 阶 判 定 条 件 直 接 推出 。 

若 关 "是 R, 的 内 点 , 则 向 量 半 一半 "在 nn 维 欧 氏 空 间 上 ， 
中 可 取 任 一 方向 ,这 意味 着 这 时 可 用 式 VfA(X*) 二 0 代替 
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式 (6. 16) ,可 知 在 这 种 情况 下 ,Vf(XX)= 二 0 不仅 是 极 值 点 存在 的 必要 条 件 , 它 同时 也 是 其 
充分 条 件 。 


六、 加 规划 


现 考虑 非 线性 规划 式 (6. 2) , 若 其 中 的 f( 半 ) 为 凸 函数 ,gj (XX) (GO1 王 1,2,…, 1) 全 是 止 函 
数 ( 即 所 有 一 8 (二 ) 全 为 是 图 数 ) ,就 称 这 种 规划 为 凸 规划 。 

凸 规划 具有 人 们 和 希望 的 下 述 很 好 的 性 质 : 

(1) 可 行 解 集 为 凸 集 。 

(2) 最 优 解 集 为 凸 集 ( 假 定 最 优 解 存在 )。 

(3) 任何 局 部 最 优 解 也 是 其 全 局 最 优 解 。 

(4) 车 目标 函数 为 严格 凸 函 数 , 且 最 优 解 存在 , 则 其 最 优 解 必 唯 一 。 

考虑 凸 规划 


| minf(X) 
Si 站 入) 之 0 (J 一 1 27) (6. 【7 
| f(XX) 和 一 gj( 关 ) 为 凸 困 数 


以 R。 表示 其 可 行 解 的 集合 。 若 任 取 大 ER.,X ER., 则 对 任意 wcE (0,1), 有 
gji(a 天 十 (1 一 a) 天 ) aagi(X 2 ) 十 (1 一 a)gi(X) 过 0 
7 一 1,2，……，/ 
即 cX… 十 (1 一 ac)X EGR。 这 就 证 明了 性 质 (1) 。 
由 于 上 晤 规 划 的 可 行 域 为 凸 集 ,f(X) 为 上 是 函数 ,可 知性 质 (2) 和 性 质 (3) 成 立 。 下 面 用 
反 证 法 证 明 性 质 (4) 。 
设 其 最 优 解 不 唯一 , 即 存在 最 优 解 XER. 和 XER., 目 关中 关 XO, 而 FCX ) 一 
fCX?)。 现 任 取 aE (0,1) ,由 于 尺 . 为 凸 集 , 故 
aX 十 (1 一 a) GE 下。 
根据 严格 凸 函数 的 定义 ， 
flaX ?1—a)X”) <af(X")+ 1a)f (xX”) = f(X™) 
这 说 明 还 有 比 关 ”和 XX“ 更 好 的 解 , 从 而 引出 予 盾 。 
容易 想到 ,线性 规划 也 是 一 种 凸 规划 。 
例 4 验证 下 述 非 线性 规划 为 凸 规划 : 
min f(X) 一 Zi 十 zz 一 4zl 十 4 
95 有) 一 一 ZI 十 2 之 0 
gz2( 关 ) 二 一 Xf 十 Xs 一 1 宇 0 
g3( 关 ) 二 X11 宇 0 
84( 汰 ) 二 TXT2 宇 0 
解 ” 第 一 、 第 三 和 第 四 个 约束 条 件 都 是 自 变 量 的 线性 函数 ,把 它们 看 成 凸 函数 和 四 隐 
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数 都 可 以 , 现 视 它们 为 凹 兽 数 。 
第 二 个 约束 条 件 的 黑 塞 矩阵 是 
E “| 
U 0 
因 它 半 负 定 , 故 gz(X) 也 为 止 函 数 。 
目标 另 数 FX) 的 黑 塞 矩 阵 是 


V gz2(%) 一 | 


{CX = (, ) 
人 


因 它 正定 , 故 FX) 为 严格 凸 函 数 。 

从 而 可 知 该 非 线 性 规划 是 凸 规划 。 它 有 唯一 极 
小 点 天 "一 (0.58,1. 34) ,FFCX” ) 一 3.8, 见 图 6-4。 6-4 
七 、 下 降 和 迭代 算法 

由 前 面 所 述 , 对 于 可 微 梁 数 来 说 ,为 了 求 最 优 解 ,可 令 其 梯度 等 于 零 , 由 此 求 得 稳定 
点 。 然 后 再 用 充分 条 件 进行 判别 ,以 求 出 最 优 解 。 表 面 看 来 ,问题 似乎 已 经 解决 。 但 是 ， 
对 一 般 守 元 函数 太 (X) 来 说 ,由 条 件 YFCX) 王 0 得 到 的 常常 是 一 个 非 线性 方程 组 ,求解 它 
相当 困难 。 此 外 ,很 多 实际 问题 往往 很 难 求 出 或 根本 求 不 出 目标 函数 对 各 自 变 量 的 仿 导 
数 , 从 而 使 一 阶 必要 条 件 (6. 5) 难 以 应 用 。 因 此 ,除了 极 个 别 的 情形 之 外 ,一 般 并 非 从 
式 (6.5) 出 发 ,而 是 采用 迭代 法 。 

迭代 法 的 基本 思想 是 : 从 最 优点 的 某 一 个 初始 估计 天 ”出 发 ,按照 一 定 的 规则 ( 即 所 
谓 算法 ), 先 找 一 个 比 关 更 好 的 点 羡 ( 对 极 小 化 问题 来 说 ,A(X ) 比 fC(XW ) 更 小 ;对 
极 大 化 问题 来 说 ,A(X'”) 比 FCX ) 更 大 ) ,再 找 比 半 ”更 好 的 点 兰 %”,，… ,如 此 继续 ,就 产 
生 了 一 个 解 点 的 序列 { 半 ”}。 若 该 点 列 有 一 极限 点 关 ”, 即 

lim | XX”—X*|=0 (6.18) 

就 称 该 点 列 收敛 于 关 ”。 对 于 某 一 算法 来 说 ,我 们 要 求 它 产生 的 点 列 {X”}) 中 的 某 一 点 本 
身 就 是 最 优点 ,或 者 该 点 列 的 极限 点 天" 是 问题 的 最 优点 。 

对 于 极 小 化 问题 ,我 们 要 求 由 选取 的 某 一 算法 所 产生 的 解 的 序列 { 半 ”) ,其 对 应 的 目 
标清 数值 FCX”) 应 是 逐步 减 小 的 , 即 要 求 

a dh hd ee i td 

具有 这 种 性 质 的 算法 称 为 下 降 迭 代 算 法 。 

下 降 迭 代 算 法 的 一 般 迭 代 格 式 是 : 

(1) 选取 某 一 初始 点 天" , 令 :二 0( :一 为 赋值 号 ,& := 二 0 表示 将 0 赋 给 变量 &) 。 

(2) 确定 搜索 方向 。 硅 已 得 出 某 一 迭代 点 疼 ”, 晶 半 “ 不 是 极 小 点 。 这 时 ,就 从 半 ” 
出 发 确定 一 搜索 方向 P” , 沿 这 个 方向 应 能 找到 使 目标 函数 值 下 降 的 点 。 对 约束 极 值 问 
题 , 有 时 ( 视 所 用 的 算法 而 定 ) 还 要 求 这 样 的 点 是 可 行 点 。 
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(3) 确定 步 长 。 沿 P* 方 向 前 进 一 个 步 长 ,得 新 点 半 *””。 即 在 由 半 ” 出 发 的 射线 
X= 二 ”十 4P”” 4X4 宇 0 
上 ,通过 选 定 步 长 (因子 )A 二 44 ,得 下 一 个 迭代 点 
》 OO 了 人) 十 和 有 和 
使 得 
PS lin 二 Eg 十 PP) 人 
(4) 检验 新 得 到 的 点 是 否 为 要 求 的 极 小 点 或 近似 极 小 点 ,如 满足 要 求 , 迭 代 停 止 。 否 
则 , 邻 & :二 =k 十 1, 返 回 第 (2) 步 继续 迭代 。 
在 以 上 步骤 中 , 选 定 搜索 方向 对 算法 起 着 关键 性 的 作用 ,各 种 算法 的 区 分 ,主要 在 于 
确定 搜索 方向 的 方法 不 同 。 
在 许多 算法 中 , 步 长 的 选 定 是 由 使 目标 晒 数 值 沿 搜索 方向 下 降 最 多 (在 极 小 化 问题 
中 ) 为 依据 的 , 即 沿 射 线 闫 十 4:P* 求 f( 外 ) 的 极 小 , 即 选取 X44, 使 
fCXD iP) 一 minf (X™ 十 AP®) (6. 19) 
由 于 这 一 工作 是 求 以 4 为 变量 的 一 元 函数 A(X” 十 +P”) 的 极 小 点 XA4, 故 称 这 一 过 程 为 
(最 优 ) 一 维 搜索 或 线 搜索 ,由 此 确定 的 步 长 称 为 最 佳 步 长 。 
上 述 一 维 搜索 有 个 重要 的 性 质 , 就 是 在 搜索 方向 上 所 得 最 优点 处 的 梯度 和 该 搜索 方 
癌 正 交 。 这 可 表述 成 如 下 定理 : 
定理 3 设 目标 函数 f(X) 具 有 连续 一 阶 偏 导数 , 羡 **” 按 下 述 规则 产生 
| f(xX™ 十 MkP…) 一 minf (X™” 十 AP*) 


E+ 一 YW AP® 
则 有 
SD. dot hd onda (6. 20) 
证 ”构造 隐 数 op(24) 二 A(X 十 +P ), 则 
全 = ming (Ch) 


ET — 了 十 A.P'* 
即 入 为 PCA) 的 极 小 点 。 另 外 
of (A) 一 Vf(X® +AP®)TP® 

由 O (A) 12=% 二 0 ,得 
V(t 二 AP )iP'® a wR 7) 工本 《全 E 0 

由 于 函数 FCX) 在 某 点 的 梯度 和 过 该 点 的 等 值 
面 的 切线 正 交 ,从 而 一 维 ( 最 优 ) 搜 索 的 搜索 方向 和 
其 上 最 优点 处 函数 的 等 值 面相 切 ( 见 图 6-5)。 Soi 机 

因 真 正 的 极 值 点 X* 事先 并 不 知道 , 故 在 实 加 
用 上 只 能 根据 相继 两 次 迭代 得 到 的 计算 结果 的 6-5 


变化 来 判断 是 否 已 达到 要 求 , 从 而 建立 终止 迭代 计算 的 准则 。 负 用 的 终止 迭代 准则 有 以 
下 几 种 
(1) 根据 相继 两 次 迭代 结果 的 绝对 误差 
| 取 ( 十 1) 一 WK) | ee 
| fx ) 四 fxX®) Es Es 
(2) 根据 相继 两 次 迭代 结果 的 相对 误差 


| 了 二 1) te | 
| xX™ | 


(时 CHD ) fCKX® 
一 (6. 22 ) 


| 8 
式 (6. 21) 和 式 (6. 22) 中 的 分 母 要 求 不 等 于 和 不 接近 于 零 。 
(3) 根据 果 数 梯度 的 模 足 人 够 小 


< gs3 (6.21) 


| Vf(X™) | < es 
以 上 各 式 中 的 El，E2，E3，E4 和 蕊 5 为 足够 小 的 正 数 。 
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一 维 搜索 用 于 求解 单 变 量 的 无 约束 极 值 问 题 , 它 同 时 也 为 求解 后 面 各 节 中 更 复杂 的 
问题 提供 基础 。 

一 维 搜索 的 方法 很 多 ,这 里 仅 介绍 斐 波 那 契 (Fibonacci) 法 和 0.618 法 。 这 两 种 方法 
属 直 接 法 , 仅 需 计算 男 数 值 ,不 必 计 算 困 数 的 导数 。 
一 、 斐 波 那 契 法 (分 数 法 ) 

设 y 三 f() 是 区 间 La,5J 上 的 单 变量 下 单 峰 函数 , 它 在 该 区 间 上 有 唯一 极 小 点 41”, 而 
且 铺 数 在 1* 之 左 严 格 下 降 , 在 1* 之 右 严 格 上 升 。 铬 在 此 区 间 之 内 任 取 两 点 a1 和 01, 且 
Ul <—bi ,并 计算 晒 数 值 f(al) 和 f(b ) , 则 可 能 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) f(ay) 三 f(61): 这 时 极 小 点 1 必 在 区 间 La,b1j] 内 ( 见 图 6-6(a))。 

(2) f(ai) 主 f(61): 这 时 极 小 点 1* 必 在 区 间 [a1,]j 内 ( 见 图 6-6(b))。 
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这 说 明 , 只 要 在 搜索 区 间 [La,5j 内 取 两 个 不 同 点 ,并 算出 它们 的 聘 数 值 加 以 比较 , 即 可 
把 包含 极 小 点 的 区 间 由 La, 缩小 为 La,b1j 或 La1,5]。 这 时 ,如 要 继续 缩小 搜索 区 间 
[Lab 或 [Lal ,oO , 就 只 需 在 新 的 区 间 内 再 取 一 点 算出 其 困 数 值 , 与 f(ai) 或 f(651) 加 以 比 
较 即 可 。 只 要 按 上 述 方 法 使 缩小 后 的 区 间 始 终 包 含 极 小 点 1* , 则 区 间 缩 得 越 小 ,就 越 接 
近 于 郴 数 的 极 小 点 ; 当然 ,区 间 缩 得 越 小 ,要 计算 函数 值 的 次 数 也 就 越 多 。 这 表明 ,区间 
的 缩短 率 和 哺 数 值 的 计算 次 数 有 关 。 现 在 要 问 , 计 算 n 次 函数 值 能 把 区 间 ( 包 含 极 小 点 ) 
缩小 到 什么 程度 ?或 者 说 ,计算 函数 值 n 次 能 把 至 多 多 大 的 原 区 间 缩 小 为 长 度 为 1 个 单 
位 的 区 间 呢 ? 

现 用 下 , 表示 计算 ?次 函数 值 能 将 其 缩短 为 1 个 单位 长 度 区 间 的 最 大 原 区 间 长 度 , 则 
显然 有 

Fo=F=1 (6. 23) 

其 原因 是 ,只 有 当 原 区 间 长 度 本 来 就 等 于 一 个 单位 区 间 长 度 时 才 不 必 计 算 果 数值 ; 此外， 
只 计算 一 次 函数 值 无 法 将 区 间 缩 短 , 只 有 原 区 间 长 度 本 来 就 是 一 个 单位 区 间 长 度 时 才 行 。 

现 考虑 下;。 在 区 间 [La,bj] 内 设想 取 两 个 不 同 点 al 和 ,并 计算 它们 的 郴 数 值 以 缩短 
区 间 ,缩短 后 的 区 间 为 [a,b 或 [a1,65]。 由 于 ar 和 bi 是 不 同 的 二 个 点 ,因而 La,o 和 
[a1,0j 这 两 个 区 间 长 度 之 和 必 大 于 La,6bj]| 的 长 度 。 这 说 明 计 算 两 次 函数 值 一 般 无 法 把 长 
度 大 于 2 个 单位 长 度 的 区 间 缩 成 单位 区 间 。 但 是 ,可 以 把 计算 函数 值 的 点 (今后 称 为 试 
点 ) 选 得 尽量 靠近 区 间 [La ,Oo 的 中 点 ,对 于 长 度 等 于 2 个 单位 
长 度 的 区 间 , 缩 短 后 的 区 间 长 度 等 于 单位 长 度 的 (1 十 se) 售 
(e 为 任意 小 的 正 数 ) ,从 而 使 缩短 后 的 区 间 长 度 接 近 于 1 个 6-7 
单位 长 度 ,由 此 得 到 FF; 二 2( 见 图 6-7)。 

用 上 述 的 类 似 分 析 方 法 可 得 

Fs=3, F,=5, Fs=8, 

在 图 6-8 中 示 出 了 n= 二 3,4,5 这 三 种 情况 ,图 中 小 圆圈 中 的 数字 表示 选取 这 个 试点 的 先后 
顺序 ,分 数 为 该 点 在 整个 区 间 的 相对 位 置 。 
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序列 {F,}) 服 从 于 一 个 一 般 弟 推 公 式 : 
P= Pa Tar NW (6. 24) 
使 用 式 (6.24) 可 依次 计算 出 各 F; 的 值 ( 见 表 6-1)。 
表 6-1 
EE 
由 上 面 的 讨论 可 知 , 计 算 n 次 函数 值 所 能 得 到 的 最 大 缩短 率 ( 缩 短 后 的 区 间 长 度 与 原 


区 间 长 度 之 比 ) 为 1/F,。 要 想 把 区 间 Lao ,ooj 的 长 度 缩 短 为 原来 区 间 长 度 的 8(6 二 1) 信 或 
更 小 , 即 缩短 后 的 区 间 长 度 


DT— di SO (bo 一 三) C0, 25) 
只 要 nn 足够 大 ,能 使 下 式 成 立即 可 : 
1 
nn = . 
F 人 (6. 26 ) 


上 式 中 8 为 区 间 缩 短 的 相对 精度 。 
有 时 给 出 区 间 缩 短 的 绝对 精度 7, 即 要 求 
ba 一 an-1 < 7 
显然 $S 和 7 之 间 应 有 如 下 关系 : 
7 一 《oo 一 ao)0 (6. 27) 
现 将 用 斐 波 那 契 法 缩短 区 间 的 步骤 总 结 如 下 : 
(1) 确定 试点 的 个 数 ”。 
根据 缩短 率 6, 即 可 用 式 (6. 26) 算 出 下,, 然 后 由 表 6-1 确定 最 小 的 n。 
(2) 选取 前 两 个 试点 的 位 置 。 
由 式 (6. 24) ,可 知 第 一 次 缩短 时 的 两 个 试点 位 置 为 ( 见 图 6-9): 


FF. 
ti 一 Qo 十 六 (0 一 Co0) 


n—] 


二 bo 十 F, (ao — bo) (6. 28) 
f= ao 十 Fa (bo 一 Qo) 


了 ，。 
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它们 在 区 间 内 的 位 置 是 对 称 的 。 
(3) 计算 函数 值 f(41) 和 f(a), 并 比较 它们 的 大 小 。 


若 Fo) 一 Fa), 则 取 
ui ed es te 
并 令 
tz 一 0 十 天 (ao —b1) 
否则 , 取 
a=t, b=bo, it。=11 
并 令 


/ 和 
ts 二 QI1 二 地 2 (pi 一 CI) 


(4) 计算 f(tz) 或 f(12) (其 中 的 一 个 已 经 算出 ), 如 第 (3) 步 那样 一 步 步 迭 代 。 计 算 试 
点 的 一 般 公式 为 


ti = px il 十 Fr (ar-1 — bi) 
Fn 
F (6. 29) 
tx 一 CA 一 1 十 去 “一 CO-1 一 ag—1) 
了 一 K 十 1 
其 中 R 王 1,2,… ,7 一 1 。 
(5) 当 进 行 至 上 = 二 n 一 1 时 
tx 一 1 一 tn_1 > Fa 十 ba-2z) 
这 就 无 法 借 比 较 函 数值 f(t,-1) 和 f(4%-1) 的 大 小 以 确定 最 终 区 间 , 为 此 , 取 
ba Fan 十 5b,_z) 
(6. 30) 


A 一 Qa,_2 十 (+e) Cb, = 


其 中 e 为 任意 小 的 数 。 在 4-1 和 -1 这 两 点 中 ,以 函数 值 较 小 者 为 近似 极 小 点 ,相应 的 本 
数值 为 近似 极 小 值 。 并 得 最 终 区 间 [ a,_;， A 

由 上 述 分 析 可 知 , 斐 波 那 契 法 使 用 对 称 搜索 的 方法 ,逐步 缩短 所 考察 的 区 间 , 它 能 以 
尽量 少 的 困 数 求 值 次 数 , 达 到 预定 的 某 一 缩短 率 。 

例 $ 试用 斐 波 那 契 法 求 图 数 Fo 三 性 一 上 十 2 的 近似 极 小 点 和 近似 极 小 值 , 要 求 缩 
短 后 的 区 间 不 大 于 区 间 [L 一 1,3] 的 0.08 倍 。 

解 ” 容 易 验 证 在 此 区 间 上 函数 f(1)== 一 1 十 2 为 严格 凸 函 数 。 为 了 进行 比较 ,我 们 
给 出 其 精确 解 是 : 1* 二 0.5,f(t*) 二 1.75。 

已 知 ao 一 一 1,0o 一 3,9 王 0.08, 下 三 1/6 王 1/0.08 王 12.5, 查 表 6-1 ,得 2 一 6 


F 
二 加 十 蕊 (ao 一 %) 一 3 十 访 ( 一 1 一 3) -0.6538 


(6s 


ao + (bo 一 oo) = 一 1 十 入 [3 一 (—1)|= 1.462 


fln) 一 0.538 一 0.538 十 2 一 1.751 
f(21) = 1.462? 一 1.462 十 2 一 2.675 
由 于 _ Fa) 一 Fa) , 故 取 al= 二 一 1,b1= 二 1. 462,ts 二 0. 538 


t» 一 pi + 荣 (@ — bi) 加 462 十 立 ( 一 1 下 462) ce 0. 077 
5 


f(t2) 一 (一 0.077) 一 (一 0.077) 十 2 = 2.083 
由 于 Fi) 二 Fiz) 一 1.751, 故 取 az 一 一 0. 077 ,0 一 1. 462 ,is 一 0. 538 


村 + Rb — az) 一 一 0.077 十 计 (1.462 十 0.077) 二 0. 846 
4 


f(18) 一 0.846 一 0.846 十 2 = 1. 870 
由 于 (is ) 二 (ts) 一 1.751, 故 取 as 一 一 0. 077 ,ps 一 0. 846 ,万 一 0.538 


t4 一 bs 十 末 (a。 一 bs) 一 0. 846 十 三 (一 0.077 一 0.846) = 0. 231 
3 


fu) = 0.2312 一 0. 231 十 2 = 1.822 
由 于 Fi)> Fi) 一 1.751, 故 取 as 一 0.231,0 一 0. 846 ,ts 二 0.538。 
现今 e 二 0.01, 则 


ts 二 a4 十 (#+e) 6 一 Qa4) 二 0.231 十 (0.5 十 0.01)(0.846 一 0.231) 一 0.545 


(15) = 0.545? 一 0.545 十 2 = 1.752 > f(t) = 1.751 
故 取 as = 二 0. 231,bs 二 0. 545。 由 于 Fi ) 王 1.751< F6) 一 1.752, 所 以 以 右 为 近似 极 小 
点 ,近似 极 小 值 为 1.751。 

缩短 后 的 区 间 长 度 为 0.545 一 0.231 王 0. 314,0. 314/4 王 0. 078 5 一 0. 08 ,其 整个 计算 
过 程 示 于 图 6-10 中 。 


全 
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二 、0.618 法 (黄金 分 割 法 ) 


由 上 节 的 论述 可 知 , 当 用 斐 波 那 契 法 以 区 个 试点 来 缩短 某 一 区 间 时 ,区 间 长 度 的 第 一 
次 缩短 率 为 F,-1/F, ,其 后 各 次 分 别 为 
F,_2 Fs Py 
Fa 下 ”FF 
现 将 以 上 数列 分 为 奇数 项 Fzs_1/ Fz 和 偶数 项 Fz / Fopt1 ,可 以 证 明 ,这 两 个 数列 收敛 于 同 
一 个 极限 0.618 033 988 741 894 8。 
以 不 变 的 区 间 缩 短 率 0.618 代替 斐 波 那 契 法 每 次 不 同 的 缩短 率 , 就 得 到 了 0. 618 法 。 
可 以 把 这 个 方法 看 成 是 斐 波 那 契 法 的 近似 , 它 比 较 容 易 实现 ,效果 也 很 好 ,因而 更 易于 为 
人 们 所 接受 。 
用 0. 618 法 时 ,计算 ?个 试点 的 函数 值 可 以 把 原 区 间 [Lao ,bo 连续 缩短 2 一 1 次 ,由 于 
每 次 的 缩短 率 均 相同 ,为 w, 故 最 后 的 区 间 长 度 为 
pi 一 Ce- 一 (po 一 Gao) (6.31) 
0. 618 法 是 一 种 等 速 对 称 消去 区 间 的 方法 ,每 次 的 试点 均 取 在 区 间 相 对 长 度 的 0. 618 
和 0. 382 处 。 
例 6 用 0.618 法 求 函 数 
2 i 
f(2) -] 


一 上 十 3， 当 上 二 2 
在 区 间 [L0,3] 上 的 极 大 点 ,要 求 缩短 后 的 区 间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 度 的 10%% 。 
解 已 知 ao 一 0,p0o 一 3 
ti 一 0.382(3 一 0) = 1.146, #11= 0.618(3—0) = 1.854 
fl(1) 一 0.5(1. 146) = 0.573, f(z#1) = 0.5(1.854) = 0. 927 
al = =1.146;, =b =3, == 1.854 
t2 二 1.146 十 0.618(3 一 1.146) 一 2. 292 
f(12) 一 一 2.292 十 3 二 0.708 
6 = 一 2 二 本 三 工 854 
ts 一 1.146 十 0.382(2.292 一 1.146) = 1.584 
f(z13) 一 1.584/2 一 0.792 
2 
1 一 1.584 十 0.618(2.292 一 1.584) 一 2. 022 
f(t4) = 0.978 
a = = 1.854, b=b = 2.292, ts = 二 2.022 
15 一 1.854 十 0.618(2. 292 一 1.854) 一 2.125 
575 
a = 0 1 
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由 于 


2.125 一 1.854 _ 0.271 
3 一 0 3 


从 而 可 知 区 间 Las ,os 为 最 终 区 间 ( 当 然 也 可 事先 求 出 需要 的 试点 数 nn,Las-1,0,-1j 即 为 
最 终 区 间 )。 近 似 极 大 点 为 ts 二 2.022, 近 似 极 大 值 f(zs) 二 0.978。 读 者 可 仿照 图 6-10 画 
出 本 例 的 全 部 缩短 过 程 。 


第 三 万 ”无 约束 极 值 问题 


无 约束 极 值 问题 可 表述 为 


一 0. 090 一 0. 100 


minf(X), XEE, (6. 32) 
在 求解 上 述 问 题 时 和 常 使 用 迭代 法 。 壕 代 法 大 体 可 分 为 两 大 类 : 一 类 要 用 到 函数 的 一 阶 导 
数 和 (或 ) 二 阶 导 数 , 由 于 用 到 了 上 盟 数 的 解析 性 质 , 故 称 为 解析 法 ; 男 一 类 在 迭代 过 程 中 仅 
用 到 也 数 值 ,而 不 要 求 函 数 的 解析 性 质 , 这 类 方法 称 为 直接 法 。 一 般 说 来 ,直接 法 的 收敛 
速度 较 慢 ,只 是 在 变量 较 少 时 才 适 用 。 但 直接 法 的 迭代 步骤 简单 ,特别 是 当 目 标清 数 的 解 
析 表 达 式 十 分 复杂 ,甚至 写 不 出 具体 表达 式 时 ,它们 的 导数 很 难 求 得 ,或 根本 不 存在 ,这 
时 ,就 只 有 用 直接 法 了 。 下 面 介绍 两 种 基本 的 解析 法 。 
一 、 梯 度 法 (最 速 下 降 法 ) 
梯度 法 是 一 种 古老 的 方法 ,但 由 于 它 的 迭代 过 程 简单 ,使 用 方便 ,而 且 又 是 理解 其 他 
非 线性 最 优化 方法 的 基础 ,所 以 先 来 说 明 这 一 方法 。 
假定 问题 (6. 32) 中 的 目标 男 数 f(X) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 , 它 存在 极 小 点 关 ”。 以 
X“”“ 表 示 极 小 点 的 第 & 次 近似 ,为 了 求 其 第 A 十 1 次 近似 兰 “*?, 在 半点 沿 方向 P” 作 
射线 
是 二 天 于 )P 2 (6. 33) 
将 FCX) 在 X“ 处 作 泰 勒 展开 ,得 
f(X) = f(X®H FAAP?) 一 CO ) AVACK®) TTP? 十 o(CA) 
其 中 VCX”) 为 图 数 f( 半 ) 在 半点 的 梯度 ,可 以 假定 YA(X”) 了 关 0( 否 则 半 ” 已 是 平稳 
点 ) 。 对 于 充分 小 的 1,oCA) 是 和 的 高 阶 无 穷 小 。 这 时 ,只 要 
VHXOITPD® < 一 0 (6. 34) 
即 可 保证 (XS 十 4P”) 二 fA(X”)。 在 这 种 情况 下 ,车 取 下 一 个 迭代 点 为 关 **? 了 ?= 二 半 * 十 
AP"” ,就 能 使 日 标 消 数值 得 到 改善 。 下 面 设法 寻求 使 式 (6. 34) 左 端 取 最 小 值 的 P'”。 由 
线性 代数 学 知 
Vf(X®) TP 2 | Vf(X®) | | PpP® | cosD (6. 35) 
其 中 0 为 向 量 VfA(X™ ) 与 P” 的 夹 角 。 
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不 妨 设 P” 的 模 一 定 。 当 PP 与 Yf(X”) 同 向 , 即 取 PW 为 梯度 方向 时 ,0 二 0,cos0 二 1， 
VF(X…) PP 和“ 最大; 当 卫 ”与 VF(CX) 反 向 时 ,0 一 180",cosb 一 一 1,VF(X…) 了 了 一 0, 且 
其 值 最 小 ,这 一 方 加 为 负 梯 度 方向 。 前 曾 指出 , 负 梯 度 方 加 是 晒 数值 下 降 最 快 的 方向 ( 通 
党 指 在 天 ”的 某 一 小 范围 内 ) , 沿 这 一 方向 搜索 ,有 可 能 较 快 地 达到 极 小 点 ,梯度 法 就 采用 
这 样 的 方 呵 为 搜索 方 问 。 

为 了 得 到 下 一 个 近似 极 小 点 ,在 选 定 了 搜索 方向 之 后 ,还 要 确定 步 长 。 选 取 步 长 的 一 
种 方法 是 通过 试 算 , 即 先 取 、 为 某 一 个 数 ,检验 下 式 是 否 满 足 : 

f XO—AVACX™)) < fX™) (6. 36) 
右 满 足 ,就 可 以 取 这 个 4 值 进行 迭代 ; 硅 不 满足 ,就 减 小 4 的 值 使 满足 上 式 。 由 于 采用 负 
梯度 方向 为 搜索 方向 ,满足 式 (6.36) 的 4 总 是 存在 的 。 

男 一 种 方法 是 

Ax: minf(X —A Vf(X™)) (6. 37) 
这 可 通过 在 负 梯 度 方向 的 一 维 搜索 (例如 用 0. 618 法 ) ,来 确定 使 f(X) 最 小 的 A:。 这 样 得 
到 的 步 长 称 为 最 佳 步 长 ,有 时 把 采用 最 佳 步 长 时 的 梯度 法 称 为 最 速 下 降 法 。 

现 将 用 梯度 法 求 函数 f(X) 的 极 小 点 的 步骤 总 结 如 下 : 

(1) 给 定 初始 点 天 "和 人 允许 误差 e 二 0, 令 := 二 0。 

(2) 计算 A(X ) 和 VfCX”), 若 上 VfA(X®) ?二 e, 停 止 迭 代 , 得 近似 极 小 点 关中 和 
近似 极 小 值 f(X*”); 否则 , 转 下 一 步 。 

(3) 做 一 维 搜索 (也 可 直接 使 用 下 面 给 出 的 式 (6. 38) 或 式 (6. 40)) 

人 : minf (X™ —A VfA(X™)) 
并 计算 和 %*T? 了 ?= 二 和 中 一 A VA (XX ) ,然后 令 &: = 二 k 十 1, 转 回 第 (2) 步 。 
现 设 f(X) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ,将 FCX ”一 1 VA(X")) 在 XX” 作 泰勒 展开 : 
CO 一 信人 VFCXO)) ~ FXO) — VFXK®H) TA VAX®) 


十 5 VCXOIT VFX VAX®) 


使 上 式 对 4 求 导 , 并 令 其 等 于 零 , 即 可 得 近似 最 佳 步 长 的 如 下 计算 公式 : 
Vf(X'™)" V/A(X™) 


TO) VfOXS) VFRES 四 
有 时 ,把 搜索 方向 P” 的 模 规格 化 为 1, 即 取 
(k) 二 TC) 
P TFT (6. 39) 
在 这 种 情况 下 , 式 (6. 38) 就 变 为 
(k) MT (k) y (k) 
1, = VAX ) Vf/(X™) A | (6. 40) 


TS tt i et i i 


例 7 用 梯度 法 求 函 数 FCX) 王 zi 十 5z3 的 极 小 点 , 取 人 允许 误差 s 王 0. 7。 
解 取 初 始点 X ”一 (2,1) 。 
VF(X) 一 (2zi,10zz) ,Vf(X'”) 二 (4,10)"。 其 黑 塞 矩 阵 


v/00 = 人 
0 10 


4 
(a0) (全 
> 


2 0\/4 
C4,10) |( )( 
0 10/\10 


/2 4 1. 550 4 
x -= ( )—0.1124l )= ! ) 
1 10/ \— 0.1240 


3.1008 I 
) ,1 VvV/CXT) := 11.1526 ~>e 


Vf(X”*) 一 | 
/ — 1.2400., 


3. 100 -| 


C3.100 8, —1. 240 0) ( 
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— 0.3419 
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x® = | Fl )= ( ) 
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0. 304 
0. 759 
故 以 多 二 (0.152,0.075 9)7 为 近似 极 小 点 ,此 时 的 函数 值 fF(X'?) 一 0.051 9。 该 问题 
的 精确 解 是 天 "三 (0,0) ,ff(XX*) 二 0。 可 知 , 要 得 到 真正 的 精确 解 , 需 无 限 迭 代 下 去 。 

由 于 沿 负 梯度 方向 目标 哺 数 的 最 速 下 降 性 ,很 容易 使 人 们 误 认 为 负 梯 度 方向 是 最 理 
想 的 搜索 方向 ,最 速 下 降 法 是 一 种 理想 的 极 小 化 方法 。 必 须 指 出 的 是 , 某 点 的 负 梯 度 方 
问 , 通 和 常 只 是 在 该 点 附近 才 具 有 这 种 最 速 下 降 的 性 质 。 在 一 般 情 况 下 , 当 用 最 速 下 降 法 寻 
找 极 小 点 时 ,其 搜索 路 径 呈 直角 锯齿 状 ( 请 回忆 定理 3), 在 开头 几 步 ,目标 也 数 值 下 降 较 
快 ; 但 在 接近 极 小 点 时 ,收敛 速度 常 就 不 理想 了 。 特 别 是 当 目 标 孔 数 的 等 值 线 为 比较 扁 
平 的 椭圆 时 ,收敛 就 更 慢 了 。 因 此 ,在 实用 中 党 将 梯度 法 和 其 他 方法 联合 应 用 ,在 前 期 使 
用 梯度 法 ,而 在 接近 极 小 点 时 ,可 改 用 收敛 较 快 的 其 他 方法 。 


二 、 牛顿 法 
首先 考虑 正定 二 次 函数 


VHX) = | )， | Vf(X™”)|*= 0.6685<~e 


f(X) = FX'AX 十 BTX 十 < (6. 41) 


此 处 A 为 nXn 对称 正 定 阵 , 关 EE,,BEE,,c 为 常数 。 
假定 该 浮 数 的 极 小 点 是 兰 ", 则 必 有 
Vf(X*) = AX*++B=0 
从 而 ,AX* = 二 一 B。 男 外 ,对 任 一 点 关 ”EE,, 钠 数 在 该 点 的 梯度 Vf(X") 二 AX” 十 B。 
消去 B, 这 就 得 到 
iD hd EE hn 
由 此 可 解 出 
.eS (6. 42) 
这 说 明 , 对 于 正定 二 次 限 数 ,从 任意 近似 点 疼 ” 出 发 , 沿 一 A “Vf(X"™ ) 方 同 搜 索 , 以 1 为 
步 长 ,迭代 一 步 即 可 达 极 小 点 。 
例 8 用 牛顿 法 求 例 7 的 极 小 点 。 
解 ” 任 取 初 始点 大 "一 (2,1) ,算出 VFCX”) 王 (4,10) 。 在 本 例 中 ， 


起 10) 人 (下 


rr- 


Vf(X* ) 一 (0,0) ,可 知 天 ”确实 为 极 小 点 。 
将 本 例 与 例 7 进行 比较 ,可 知 牛顿 法 的 搜索 方向 与 最 速 下 降 法 的 搜索 方向 不 同 。 
现 考 虑 一 般 半 元 实 果 数 f(X) ,假定 它 有 连续 二 阶 偏 导 数 , 关 “为 其 极 小 点 的 某 一 近 


人 
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似 。 在 这 个 点 附近 取 f(X) 的 二 阶 泰勒 多 项 式 副 近 : 
fOX) So FX) 4 VHX TAX+ FAXT Vf(X®)AX (6. 43) 


其 中 ,AX= 二 XX 一 关 ”，。 
这 个 近似 函数 的 极 小 点 应 满足 一 阶 必要 条 件 , 即 

Vf(X™)++V f(xX”)AX=0 

设 V A(X ) 的 道 阵 存在 ,可 得 
> Eo dS oS (6. 44) 

由 于 式 (6.43) 仅 是 FCX) 的 近似 表达 式 , 由 式 (6. 44) 解 得 的 该 近似 果 数 的 极 小 点 ,也 就 仅 
是 A(X) 极 小 点 的 近似 。 为 求 得 A(X) 的 极 小 点 ,可 以 一 LV FGX”)] "Vf(X”) 为 搜索 方 
向 (牛顿 方向 ) , 按 下 述 公 式 进 行 迭 代 : 

Pp'® a EA i Vf(X™) 

Ak: minf (X™ 十 )PP…) (6. 45 ) 


+L ¥® 二 AP® 
这 就 是 所 谓 的 阻尼 牛顿 法 (广义 牛顿 法 ) ,可 用 于 求解 非 正 定 二 次 果 数 的 极 小 点 。 
牛顿 法 的 优点 是 收敛 速度 快 ; 缺点 是 有 时 进行 不 下 去 而 需 采 取 改 进 措施 (可 参看 有 
关 参 考 文献 ) 。 此 外 , 当 维 数 较 高 时 ,计算 LV fC(X*)] 的 工作 量 很 大 。 
为 克服 梯度 法 收敛 速度 慢 及 牛顿 法 有 时 失效 和 在 维 数 较 高 时 计算 工作 量 大 的 缺点 ， 
不 少 学 者 提出 了 一 些 更 加 实用 的 其 他 算法 ,如 共 斩 梯 度 法 、 变 尺度 法 等 ,限于 篇 幅 此 处 从 
略 ,读者 可 参阅 有 关 文 献 。 


第 四 节 ”约束 极 值 问题 


绝 大 部 分 实际 问题 都 受到 某 些 条 件 的 限制 ,这 些 限 制 条 件 ( 约 束 ) 常 给 寻 优 工作 带 来 
很 大 困难 。 下 面 首 先 说 明 约 束 极 值 问 题解 的 最 优 性 条 件 ,然后 研究 几 种 基本 的 解法 。 


一 、 最 优 性 条 件 


1. 可 行 下 降 方向 

(1) 起 作用 约束 

假定 大” 是 问题 (6. 3) 的 一 个 可 行 解 , 它 满足 所 有 约束 条 件 。 对 某 一 个 约束 条 件 
gj;( 兰 ) 三 0 来 说 ,XX 满足 它 有 两 种 情况 : 一 种 情况 gj (XW ) 二 0, 这 时 ,X ”不 在 由 这 个 约 
束 条 件 形成 的 可 行 域 边界 上 ,我 们 称 这 一 约束 为 头 ”” 点 的 不 起 作用 约束 (或 无 效 约束 ); 
男 一 种 情况 是 g;(X"”) 二 0, 这 时 ,半点 处 于 由 这 个 约束 条 件 形成 的 可 行 域 边界 上 ,对 
半点 的 进一步 摄 动 来 说 ,这 一 约束 起 到 了 某 种 限制 作用 , 故 称 它 为 ”点 的 起 作用 约束 
(或 有 效 约 束 )。 显 然 ,等 式 约 束 条 件 对 所 有 可 行 点 都 是 起 作用 约束 。 


第 六 章 ” 非 线性 规划 


(2) 可 行 方 癌 
设 X” 为 任 一 可 行 点 ,对 某 一 方向 王 来 说 , 若 存在 实数 Mo 二 0, 使 对 任意 的 AELO,aAo] 
均 有 下 式 成 立 : 
X ”十 MPER 
就 称 方向 P 了 为 立 ” 点 的 一 个 可 行 方向 。 
以 J 了 记 半 ”点 所 有 起 作用 约束 下 标的 集合 , 即 
J= 本 | BAX 二 0 1 过 过 身 
显然 ,如 果 P 为 半点 的 可 行 方向 , 则 存在 二 0, 使 对 任意 XEL0,4o], 有 
gi(X™"++AP) 宇 gj(X™)=0 jE€EJ 


从 而 
(0) 
Te 十 AP) Vg;(X*)TP>0 j € J 
A je 
式 中 Vegj(X"” ) 为 约束 因数 gj (X) 在 大 点 的 梯度 。 
另外 ,由 泰勒 公式 ， 


gi;(X'” 十) 有 P) = g;(X™)+++A Ve;(X'")'P+o) 
对 半点 的 所 有 起 作用 约束 , 当 4 二 0 足够 小 时 ,只 要 
Veg;(X™")'P>0 jE€EJ (6. 46) 
就 有 
gji(X 十 PP) 三 0 jE€EJ 
此 外 ,对 关中 点 的 所 有 不 起 作用 约束 ,gj;(X"”) 二 0, 由 gj; (XX) 的 连续 性 , 当 4 二 0 足够 
小 时 , 亦 有 
gi(X'"*++AP) 宇 0 jEJ 
从 而 ,只 要 方向 了 满足 式 (6.46), 即 可 保证 它 为 半点 的 可 行 方向 。 
(3) 下 降 方向 
设 X ER, 对 某 一 方向 也 来 说 , 若 存在 实数 ho 二 0, 使 对 任意 的 A4EL0,X0] 均 有 下 式 
成 立 : 
f(xX”+AP) = f(X") 
就 称 方向 王 为 天 ”点 的 一 个 下 降 方向 。 
由 泰勒 展开 式 
f(X™+AaAP) = f(X")+AVACX") PT oN) 
当 4 足够 小 时 ,只 要 
VfCX™T PO (6. 47) 
就 有 A(XW 十 4P) 二 A(X )。 这 说 明 , 只 要 方向 P 满 足 式 (6.47), 即 可 保证 它 为 关 ” 点 的 
下 降 方 向 。 
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(4) 可 行 下 降 方向 
若 关 ”点 的 某 一 方向 P 了 ,既是 该 点 的 可 行 方向 ,又 是 该 点 的 下 降 方 向 ,就 称 它 为 这 个 
点 的 可 行 下 降 方向 。 设 天 ”不 是 极 小 点 ,为 求 其 极 小 点 ,继续 搜索 时 当然 应 沿 该 点 的 可 行 


下 降 方向 进行 。 显 然 , 对 某 一 点 下 "来 说 ,在 该 点 不 存在 可 行 下 降 方向 , 它 就 可 能 是 局 部 
极 小 点 ; 奋 存 在 可 行 下 降 方 癌 , 它 当 然 就 不 是 极 小 点 。 下 面 的 定理 4 从 另 一 角度 说 明了 
这 一 问题 。 


定理 4 设 关 "是 问题 (6.3) 的 一 个 局 部 极 小 点 ,A(X) 在 兰 ” 处 可 微 ,而 且 
gij( 兰 ) 在 天 ”处 可 微 , 当 7 EJ 时 
si) 在 X ”处 连续 , 当 7 EJ 时 
则 在 半点 不 存在 可 行 下 降 方 向 ,从 而 不 存在 P 同时 满足 
Vf(X*)'P<—0 
| (6. 48) 
Vs8i(X”) PP 二 0 7JEJ 
其 中 ,指标 集 J 二 {j|g;(X*)==0,1<j 二 /)。 
这 个 定理 是 显然 的 。 千 存在 满足 式 (6. 48) 的 方 呵 P,; 则 沿 P 搜索 可 找到 比 革 “更 好 的 
可 行 点 ,这 与 关 " 为 局 部 极 小 点 予 盾 。 
从 几何 上 说 ,满足 式 (6. 48) 的 方 品 了 ,与 该 点 目标 也 数 负 梯 度 方 呵 的 夹 角 成 锐角 ,而 
且 , 与 该 点 起 作用 约束 梯度 方向 的 夹 角 也 成 锐角 。 
2. 库 思 - 塔 克 (Kuhn-Tucker) 条件 
库 恩 - 塔 克 条 件 是 非 线 性 规划 领域 中 最 重要 的 理论 成 果 之 一 ,具有 很 重要 的 理论 价 
值 。 下 面 就 来 导出 这 个 条 件 。 
(1) Gordan 引 理 设 4 ,A,,.…,A, 是 / 个 n 维和 向 量 ,不 存在 癌 量 P 使 
A 0 ti ldomyd) 
成 立 的 充 要 条 件 是 ,存在 不 全 为 零 的 非 负 实数 1 ,42，"… ,p44， 使 


p = 

本 式 的 几何 意义 说 明 如 下 。 设 Ai,A;,A; 是 三 个 二 维 癌 量 , 奉 它 们 均 位 于 某 条 直线 
五 的 同一 侧 , 则 可 找到 某 一 向 量 P, 使 A;P 二 0(j 二 \ pA \ 次 
1,2,3)( 参 看 图 6-11(a) ) 。 但 是 , 若 A1,A,,A; 不 \ \ 
在 任 一 条 直线 的 同一 侧 ( 见 图 6-11(b)), 就 无 法 找 a 人 一 长 <-- 
到 使 A;P 二 0(j 二 1,2,3) 均 满足 的 向 量 P。 这 时 总 \ \ 
可 以 适当 缩小 或 放大 各 向 量 A; 的 长 度 , 使 它们 合 a \ 
成 为 零 向 量 , 即 可 找到 不 全 为 零 的 非 负 实数 yj (j 二 (a) (b) 
1 ,2,3) ,使 6-11 
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3 
>m4i 一 0 
j=1 
(2) Fritz John 定理 
设 X ”是非 线 性 规划 (6. 3) 的 局 部 最 优点 , 限 数 f( 针 ) 和 gj (XD) (二 1,2,… ,在 闫 ”点 
有 连续 一 阶 俩 导数 , 则 必 存 在 不 全 为 零 的 数 yo ,mm ,nz，… ,m4, 使 
i 
uo Vf(X*)— Dr Vej(X*)=0 


i=1 


wgi(X*)=0 (= 1,2,.,)) (6. 49) 


uj 宇 0 和 让 了 

证 明 从 略 ,该 者 可 参看 有 关 著 作 。 

该 定理 给 出 了 非 线性 规划 (6. 3) 的 (局 部 ) 最 优点 应 满足 的 必要 条 件 。 式 (6. 49 ) 称 为 
Fritz John 条 件 ,满足 这 个 条 件 的 点 称 为 Fritz John 点 。 

如 果 pm 王 0,VFCX” ) 就 从 式 (6. 54) 中 消去 ,说 明 在 所 讨论 的 点 天 "处 ,起 作用 约束 的 
梯度 线性 相关 。 这 时 Fritz John 条 件 失 效 。 人 们 自然 想到 ,对 讨论 点 处 起 作用 约束 的 梯 
度 附 加 上 线性 无 关 的 条 件 , 以 保证 wm 二 0。 这 样 一 来 ,就 引出 了 下 面 的 库 恩 - 塔 克 条 件 。 

(3) 库 恩 - 塔 克 条 件 

设 羡 "是 非 线 性 规划 (6. 3) 的 局 部 极 小 点 ,fA(X) 和 gj( 关 ) (二 1,2,… ,站 在 点 立 ” 处 有 
一 阶 连续 偏 导数 ,而 且 X- 处 的 所 有 起 作用 约束 的 梯度 线性 无 关 , 则 存在 数 jr ,pz ,…， 
Apr ,使 


Vf(X*)— Op Vg;(X*)=0 
7 一 1 


pi; gi(X ) 一 0 (1 =1,2,.,7) (6. 50) 


a Gf = 1,2,* ,1) 
因由 Fritz John 定理 ,存在 不 全 为 零 的 非 负数 po ,pa，…,p, 使 式 (6. 49) 中 的 各 式 成 立 。 
又 因 VsgiCX”)GEJD) 线 性 无 关 , 故 po 天 0, 即 wo 二 0。 现 用 mo 除 式 (6. 49) 中 各 式 的 两 边 ， 
并 令 jv 二 jy/poYI 王 1,2,…,L, 即 可 得 条 件 (6. 50) 。 
条 件 (6. 50) 称 为 库 恩 - 塔 克 条 件 ( 简 称 为 K-T 条 件 ) ,满足 这 个 条 件 的 点 称 为 库 恩 - 塔 
殉 点 或 K-T 点 。 
现在 考虑 非 线 性 规划 
min f(X) 
hi:(X)=0 (i=1,2,.,m) (6.51) 
gi(X) 宇 0 (= 1,2,.,L) 
其 中 , 困 数 F(CX) ,hi;( 关 ) (i 二 1,2,…,m) 和 g;( 半 ) (j= 二 1,2,… ,1) 都 具有 一 阶 连续 偏 导 数 。 
对 每 一 个 i, 我们 以 


| hi(A) 之 0 


一 ji(X) 三 0 

代替 h;( 六 ) 一 0, 这 样 一 来 , 即 可 由 条 件 (6.50) 得 到 问题 (6.51) 的 库 恩 - 塔 克 条 件 如 下 : 
否 芷 "是非 线性 规划 (6. 51) 的 极 小 点 , 且 六” 点 的 所 有 起 作用 约束 的 梯度 Vh;(XX*) 

(i 二 1,2,…,m) 和 Vgj(X*)(jEJ 了 线性 无 关 , 则 存在 向 量 P 二 (y7 ,Yi? ,，…,7%) ”和 

M 二 (yr ,pi ，,… ,pi ) 使 下 述 条 件 成 立 : 


i 


Vf(X*)— OY Vhi(X*)— Su; Vej(X*)=0 


z 一 ] 了 一 】 


ui gi(X*)=0 证 Ch D2) 


wi 之 0 ly Ld bb) 

其 中 六 ,7Y2 ,Yr 和 AAA 称 为 广义 拉 格 明日 (Lagrange) 乘 子 。 

库 恩 - 塔 克 条 件 是 确定 某 点 为 最 优点 的 必要 条 件 , 只 要 是 最 优点 , 且 此 处 起 作用 约束 
的 梯度 线性 无 关 ,就 必须 满足 这 个 条 件 。 但 一 般 说 来 它 并 不 是 充分 条 件 , 因 而 ,满足 这 个 
条 件 的 点 不 一 定 就 是 最 优点 。 可 是 ,对 于 凸 规划 , 库 恩 - 塔 克 条 件 不 但 是 最 优点 存在 的 必 
要 条 件 , 它 同时 也 是 充分 条 件 。 

为 加 深 对 库 恩 - 塔 克 条 件 的 直观 理解 ,考虑 某 非 线 
性 规划 的 可 行 解 XX ,假定 此 处 有 两 个 起 作用 约束 , 即 
g1(XX™ )= 二 0,gs(X”)= 二 0。 者 闫 ” 是 极 小 点 , 则 V(X ) 
必 处 于 Vg1(X™) 和 Vgz (XX ) 的 夹 角 之 内 ( 见 图 6-12)。 
如 硅 不 然 , 半 ”点 处 必 存 在 可 行 下 降 方向 , 它 就 不 会 是 极 小 
点 。 这 说 明 , 寿 半点 是 极 小 点 ,而 且 此 处 起 作用 约束 的 
梯度 Vs (XW ) 和 Vgz(X”) 线 性 无 关 , 则 可 将 YA(X” ) 表 
示 成 Vg1(X”) 和 Vgz(X”) 的 非 负 线 性 组 合 , 即 存在 数 
Am 三 0 和 ys 三 0, 使 下 式 成 立 

Vf(X™)— pm Vei(X™)— ns Vga(X*)=0 

如 此 推论 ,并 考虑 到 包含 不 起 作用 约束 在 内 的 所 有 约束 条 件 , 也 可 从 男 一 角度 得 出 著名 的 
库 恩 - 塔 克 条 件 。 

例 9 用 库 恩 - 塔 克 条 件 解 非 线 性 规划 

| = ( 工 一 4) 


过 汕 
解 ” 先 将 其 变 为 问题 (6.2) 或 问题 (6. 3) 的 形式 : 
min f(x) 一 一 ( 工 一 4)? 
| g1(T) 一 工 一 1 二 0 
g2(X) 一 6 一 工 之 0 
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设 库 恩 - 塔 殉 点 为 z ,各 曙 数 的 梯度 为 
VCz) = 一 2(z 一 4)， Veil(x)=1, Vsgz(Cz) 一 一 1 

对 第 一 个 和 第 二 个 约束 条 件 分 别 引 入 广义 拉 格 并 日 乘 子 yi? 和 yz , 则 得 该 问题 的 库 恩 - 
塔 克 条 件 如 下 : 

一 2(z* 一 4) 一 必 十 好 =0 

ui (rx*—1)=0 

uz (6—x )=0 

Al 宇 0,u2z 宇 0 
为 解 该 方程 组 , 需 分 别 考 虑 以 下 几 种 情况 : 


(1) pi 0,p2 二 0: 无 解 ; Ax) 
(2) Al 0,w2 一 0: Z 一 1,FCzr ) 一 9; 10 
(3) /好 一 0, 好 一 0: x*=4,f(zx’ )=0; 
(4) pr =0,p2 >0: x* =6, f(x’ ) 一 4。 本 | 
AN = 到 A 4 一 人 | | 
对 应 于 上 述 (2)、 3) 和 (4) 三 种 情形 ,我 们 得 到 了 三 个 ,| ， 
库 恩 - 塔 克 点 ,其 中 六 = 二 1 和 <z 一 6 为 极 大 点 ,而 x* 二 1 
1 


为 最 大 点 ,最 大 值 f(x* ) 二 9( 参 看 图 6-13); x 一 4 为 可 
行 域 的 内 点 , 它 不 是 该 问题 的 极 大 点 ,而 是 极 小 点 。 


二 、 制 约 函 数 法 


制约 困 数 法 是 通过 构造 某 种 制约 果 数 ,并 将 它 加 到 非 线 性 规划 的 目标 晒 数 上 ,从 而 
将 原来 的 约束 极 值 问题 ,转化 为 无 约束 极 值 问题 来 求解 。 由 于 这 里 介绍 的 方法 需要 求 
解 一 系列 无 约束 问题 , 故 称 为 序列 无 约束 极 小 化 技术 (sequential unconstrained 
minimization technique'SUMT)。 下 面 简要 介绍 其 中 最 基本 的 两 种 : 神 函 数 法 (也 称 外 
点 法 ) 和 障碍 图 数 法 (也 称 内 点 法 )。 
1. 加 因数 法 (外 点 法 ) 
考虑 非 线 性 规划 (6.3)。 
构造 痕 数 J(L): 
| 0 
p(t) = (6. 53) 
co 当 1 二 0 
现 把 某 一 约束 限 数 gj (XX) 视 为 1 显然, 当 关 满足 该 约束 时 ,gj;(X) 三 0, 从 而 y(g;(X)) 二 0; 当 
XX 不 满足 该 约束 条 件 时 ,y(g;( 半 )) 二 oo。 将 各 个 约束 条 件 的 上 述 苑 数 加 到 式 (6. 3) 的 目 
标 洱 数 上 ,得 一 新 子 数 如 下 : 


i 
p(X) = f(X)+ D> yg;X)) (6. 54) 
j=] 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


以 式 (6.54) 为 新 的 目标 孔 数 ,求解 无 约束 问题 
l 
min p(X) = f(X) 十 > yg; CX)) (6. 55) 


假定 问题 (6. 55) 的 极 小 点 是 下” ,由 式 (6.53) 可 知 , 必 有 gj;(X* ) 三 0( 对 所 有 店 , 即 关 * ER，。 
从 而 ,天 ”不仅 是 问题 (6. 55) 的 极 小 点 , 它 同 时 也 是 原来 的 非 线性 规划 问题 (6. 3) 的 极 小 点 。 
通过 上 述 这 种 方法 , 即 可 把 求解 非 线 性 规划 (6. 3) 转 化 成 为 求解 无 约束 极 值 问题 (6. 55) 。 
但 是 ,如 上 构造 的 困 数 Vi 在 上 一 0 处 不 连续 ,更 没有 导数 ,这 就 无 法 使 用 很 多 有 效 的 
无 约束 极 小 化 方法 进行 求解 。 为 此 ,将 该 汝 数 做 如 下 修改 : 
”0 
y(t) 一 | 


呈 
修改 后 的 函数 y(1) , 当 1 三 0 时 导数 等 于 零 , 当 :0 时 ,导数 等 于 2x ,而且 y(t) 和 (7) 对 
任意 上 都 连续 。 当 天 ER 时 仍 有 


(6.56) 


i 
> ygi(X))=0 
j=] 
当 ER 时 
i 
0<~ ygi(X)) 一 co 
j=] 


这 时 ,问题 (6. 55) 的 极 小 点 不 一 定 就 是 原 非 线性 规划 问题 (6. 3) 的 极 小 点 。 但 是 ,如 果 选 
取 很 大 的 实数 M 二 0 ,将 式 (6. 54) 改 为 


P(X,M) = f(X) +MDygi(X)) (6. 57) 

则 很 容易 看 出 : 当 关 ER 时 ,有 P(X,M) 二 f(X); 当天 ER 时 ,由 于 M 很 大 ,将 使 
i 

M > ylgi;(X)) 很 大 ,从 而 使 PC(X,M) 的 值 也 很 大 ,这 就 相当 于 对 非 可 行 点 的 “惩罚 ”。 而 


且 ,X 点 离 可 行 域 越 远 ， M Dy g;(X)) 就 越 大 , 即 惩罚 越 严 厉 ( 注 意 ,对 可 行 点 没有 也 不 
应 有 任何 惩罚 作用 )。 可 以 想见 , 当 M 变 得 足够 大 时 ,相应 于 这 样 的 M 值 , 式 (6. 57) 的 无 
约束 极 小 点 天 COM) ,就 会 和 原来 的 约束 问题 的 极 小 点 足够 接近 。 而 当头 (M) ER 时 , 它 就 
成 为 原 约 束 问题 的 极 小 点 。 

这 种 方法 称 为 ( 惩 ) 罚 函数 法 , M 称 为 ( 惩 ) 罚 因子 ，M > ylgi(X)) 为 ( 惩 ) 罚 项 ， 
P( 针 ,MM 为 ( 征 ) 罚 函数 。 

式 (6.57) 也 可 改写 成 另 一 形式 : 


P(X,M) =@ 了 (三 ) + MO [min(0,g;(X)) J (6.58) 
17 一] 
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和 式 (6.57) 一 样 , 当 半 ER 时 , P(X,M) 二 ff(XX); 而 当头 ER 时, P(X,M) 二 ff(XX) 十 


4 
MY, (gi(X)) 。 注 意 ,此 处 的 gj (XX) 为 半点 不 满足 的 那些 约束 。 显 而 易 见 , 式 (6.57) 和 


ee 58) 是 等 价 的 。 
现 引 进 阶 跃 也 数 


0 当 gj(X) 宇 0 
uj; (gi;(A)) -| (6. 59 ) 
1 当 8i(CX) 一 0 


这 样 即 可 将 式 (6. 57) 改 写 为 : 
P(X,M) = F(X) + MD (giCX)) ug;(X)) (6. 60) 
假定 对 某 一 个 罚 因 子 ,例如 说 Mi ,XCM ER, 就 加 大 罚 因 子 的 值 。 随 着 罚 因 子 数 值 


的 增加 , 罚 函 数 P(X,MD 中 的 罚 项 M DW gi;(X)) 所 起 的 作用 随 之 增 大 ,minP(X,M) 的 解 


XX(M) 离 可 行 域 R 的 “距离 ”就 会 越 来 越 近 , 当 
Ow Me Ma tm Mem 
趋 于 无 穷 大 时 , 点 列 ( 针 (CM) 就 从 可 行 域 R 的 外 部 趋 于 原 非 线 性 规划 问题 的 极 小 点 (此 
处 假设 点 列 { 关 CMi)} 收 敛 )。 正 是 由 于 在 达到 最 优 解 之 前 ,迭代 点 往往 处 于 可 行 域 之 外 ， 
故常 把 上 述 神 函数 法 称 为 外 点 法 。 
和 不 等 式 约 束 问题 类 似 , 对 于 等 式 约束 问题 , 即 


minf (X) 
| (6. 61 ) 
h;( 关 ) 二 0 (1 一 1 ,2171) 
采用 以 下 形式 的 罚 孔 数 : 
P(X,M) = f(X)+M > [Lh(X) J (6. 62) 
对 于 既 包 含 等 式 约束 又 包含 不 等 式 约束 的 一 般 非 线性 规划 问题 (6. 1) ,其 罚 果 数 为 
m i 
P(X,M) = f(X) tM Oh XT 十 M ,Lmin(O0 ,gCX)) (6. 63) 
或 P(X,M) = F(X) + MP CXY + MTs, (X) Ju;(g;(X)) (6. 64) 


对 外 点 法 可 做 如 下 经 济 解 释 : 把 目标 函数 /(X) 看 成 一 一 种 “价格 ”, 约 束 条 件 看 作 某 种 
“规定 ”, 采 购 人 可 在 规定 范围 内 购置 物品 。 对 违反 规定 采取 某 种 “罚款 ”政策 : 硅 符 合 规 
定 ,罚球 为 零 ; 反之 ,征收 罚球。 此 时 ,采购 人 付出 的 总 代价 应 是 价格 和 罚球 的 总 和 。 采 
购 者 的 目标 是 使 总 代价 最 小 ,这 就 是 上 述 的 无 约束 问题 。 当 昼 球 规定 得 很 苛刻 时 ,违反 规 
定 文 付 的 罚款 很 高 ,这 就 迫使 采购 人 符合 规定 ,在 数学 上 表现 为 . 当 罚 因子 Mi 足够 大 时 ， 
上 述 无 约束 问题 的 最 优 解 应 满足 约束 条 件 ,而 成 为 约束 问题 的 最 优 解 。 
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罚 函 数 法 的 迭代 步骤 如 下 : 
(1) 取 第 一 个 罚 因 子 Mi 二 0( 例 如 说 取 Mi 王 1) ,允许 误差 e 二 0, 并 令 k: 二 1。 
(2) 求 下 述 无 约束 极 值 问题 的 最 优 解 : 
min P(X.,M,) 
其 中 P(X,Mi) 可 取 式 (6. 63) 或 式 (6.64) 的 形式 。 设 其 极 小 点 为 六 *。 
(3) 大 存在 某 一 个 JC1 委 7) 委 2) ,有 
一 gj (天 ) 全 
或 (和 ) 存 在 某 一 个 ;1 过 ;过 加 ) ,有 
| hi(X'”)|>e 
则 取 Me 二 AM (例如 ,Ma+i 一 cMec 王 5 或 10), 并 令 &A: 一 A 二 1。 然后 , 转 回 第 (2) 步 。 
否则 ,停止 迭代 ,得 所 要 的 点 关 ”。 
例 10 用 昼 男 数 法 求解 
上 一 (w= 却 ) 


天 过 与 
Pl(zx,M)= f(x)+ MLmin(0,g (7x)) |] 


ee (> 于) 十 MLmin(0 , 一 并 )]? 


史 
对 于 固定 的 M, 令 
dPCzyAM) 1 。 
2 (x 7 2M| min(0,—x)|]=0 


对 于 不 满足 约束 条 件 的 点 +, 有 
2(z 一 到) 2Mzx 一 0 
从 而 , 求 得 其 极 小 点 x (MD) 如 下 : 


了 
TM) 一 2 十 MO 


学 


| 王 S| 一 


当 M 二 1 时 ,zCM) 王 


当 M==10 时 ,zCM) 一方 ; 
当 M->~co 时 ,z(CM) 一 0。 
说 明 原 约束 问题 的 极 小 点 是 x* 二 0。 图 6-14 表示 出 了 M 
取 0、1 和 10 时 罚 函 数 PCz,M) 的 图 像 。 
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2. 障碍 痕 数 法 (内 点 法 ) 

罚 函 数 法 的 一 个 重要 特点 ,就 是 函数 P(X,M) 可 在 整个 E, 空间 内 进行 优化 ,可 以 任 
意 选 择 初 始点 ,这 给 计算 带 来 了 很 大 方便 。 但 由 于 迭代 过 程 常常 是 在 可 行 域 外 进行 ,因而 
不 能 以 中 间 结 果 直 接 作为 近似 解 使 用 。 

如 果 要 求 每 次 的 近似 解 都 是 可 行 解 , 以 便 观察 目标 晒 数 值 的 改善 情况 ; 或 者 ,如 果 目 
标 困 数 在 可 行 域外 的 性 质 比 较 复杂 ,甚至 没有 定义 ,这 时 就 无 法 使 用 上 面 所 述 的 昼 晒 数 
着 ， 

障碍 师 数 法 (也 称 内 点 法 ) 与 罚 困 数 法 不 同 , 它 要 求 迭 代 过 程 始 终 在 可 行 域内 部 进行 。 
可 以 仿照 罚 函 数 法 ,通过 肾 数 全 加 的 办 法 来 改造 原来 约束 极 值 问 题 的 目标 浮 数 ,使 改造 后 
的 目标 曲 数 具有 这 种 性 质 : 在 可 行 域 R 的 内 部 与 边界 面 较 远 的 地 方 ,其 值 与 原来 的 日 标 
因数 值 尽 可 能 相近 ; 而 在 接近 边界 面 时 可 以 达到 任意 大 的 值 。 如 果 把 初始 迭代 点 取 在 可 
行 域内 部 (不 在 可 行 域 边界 上 ,这 样 的 点 称 为 内 点 ,也 称 严 格 内 点 ) ,在 进行 无 约束 极 小 化 
时 ,这 样 的 函数 就 会 像 屏 障 一 样 阻止 迭代 点 到 尺 的 边界 上 去 ,而 使 迭代 过 程 始终 在 可 行 
域内 部 进行 。 经 过 这 样 改 造 后 的 新 目标 郴 数 , 称 为 障碍 函数 。 可 以 想见 ,满足 这 种 要 求 的 
障碍 晒 数 ,其 极 小 解 自然 不 会 在 玉 的 边界 上 达到 。 这 就 是 说 ,这 时 的 极 小 化 是 在 不 包括 
可 行 域 边界 的 可 行 开 集 上 进行 的 ,因而 实际 上 是 一 种 具有 无 约束 性 质 的 极 值 问题 ,可 利用 
无 约束 极 小 化 的 方法 进行 计算 。 

考虑 非 线性 规划 (6.3), 当 半点 从 可 行 域 R 内 部 趋 于 其 边界 时 ,至 少 有 某 一 个 约束 隆 
数 gj;( 半 ) (1 三 7 三 人 ) 趋 于 零 。 从 而 ,下 述 倒 数 函 数 

2 (6. 65) 

和 对 数 晒 数 


1 
— Dlg(g;(X)) (6. 66) 
一 ] 


都 将 无 限 增 大 。 如 果 把 式 (6. 65) 或 式 (6. 66) 加 到 非 线 性 规划 (6.3) 的 目标 函数 f(X) 上 ， 
就 能 构成 我 们 所 要 求 的 新 的 目标 也 数 。 为 了 逐步 台 近 问题 (6.3) 的 极 小 点 , 取 实 数 一 二 0 ,并 
构成 一 系列 无 约束 性 质 的 极 小 化 问题 如 下 : 


minP(X.r:) (6. 67) 
XER, 
其 中 
i 
EE 1 
P(X,r) = f(X) tn 9 (6. 68) 
或 
加 i 
P(X,ri) = f(X) 一 re > ,lg(g;(X)) (6. 69) 
一 1 


此 处 ,R。 为 所 有 严格 内 点 的 集合 , 即 


人 全、 
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RS 了 127) (6. 70) 

式 (6.68) 和 式 (6. 69) 右 端的 第 二 项 称 为 障碍 项 ,rs 称 为 障碍 因子 。 困 数 P(X,ri) 称 
为 障碍 限 数 。 

如 果 从 某 一 点 兰 ”E R。 出 发 , 按 无 约束 极 小 化 方法 (但 在 进行 一 维 搜索 时 需 注意 控 
制 步 长 ,不 要 使 迭代 点 越 出 Ro) 对 问题 (6. 67) 进行 迭代 , 则 随 着 障碍 因子 rs 的 逐渐 减 
小 ,. 即 

ri] ra > > FE “ee “0 

障碍 项 所 起 的 作用 也 越 来 越 小 ,因而 , 求 出 的 问题 (6.67) 的 解 XC) 就 会 逐步 逼近 原 约 束 
问题 (6. 3) 的 极 小 解 。 若 式 (6. 3) 的 极 小 点 在 可 行 域 R 的 边界 上 , 则 随 着 rs 的 减 小 ,“ 障 
碍 ”作用 逐步 降低 ,所 求 出 的 障碍 限 数 的 极 小 点 就 会 不 断 徘 近 R 的 边界 ,直到 满足 某 一 精 
度 要 求 时 为 止 。 

障碍 消 数 法 的 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 取 第 一 个 障碍 因子 ri 放 0( 例 如 取 二 1) ,允许 误差 se 二 0, 并 令 &A: 一 1。 

(2) 构造 障碍 限 数 ,障碍 项 可 采用 倒数 晴 数 ( 见 式 (6. 68)) ,也 可 采用 对 数 果 数 ( 见 
式 (6. 69) ) 。 

(3) 对 障碍 函数 进行 无 约束 极 小 化 (注意 ,迭代 点 必须 在 R。 内 ), 设 所 得 极 小 解 为 
XY? CR,., 

(4) 检查 是 否 满 足 收敛 准则 .: 


1 


1 
m2 TI < (6.71) 


一 】 


或 


‘ 
re DlgLe;(X®)]| <e (6. 72) 


;=1 


如 果 满 足 此 准则 , 则 以 ”为 原 约束 问题 的 近似 极 小 解 , 停 止 迭 代 ; 否则 , 取 rirni 三 rs 


(例如 取 产 + 一 全 或 全 ) , 令 &: 二 k 十 1, 转 回 第 (3) 步 继续 进行 迭代 ， 


例 11 用 障碍 也 数 法 求解 
minf (x)=zx—2 
| Xz 宇 0 
解 ”构造 如 下 形式 的 障碍 晒 数 
P(r,ri) 一 工 一 2 十 二 
对 某 一 固定 的 六 ,由 
ee 


dx I 


和 六 意 线 ， | PN 
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得 x 二 土 Vrt。 令 re 一 0, 并 考虑 到 约束 条 件 , 即 可 “民风 
得 该 问题 的 极 小 点 关 ” 二 0。 图 6-15 示 出 了 ri 二 
1,0.1 和 0.01 时 障碍 郴 数 的 图 像 。 

前 已 述 及 ,内 点 法 的 迭代 过 程 必须 由 某 个 严 
格 内 点 开始 ,在 处 理 实际 问题 时 ,如 果 任 直观 即 可 | 
找到 一 个 初始 内 点 ,这 当然 十 分 方便 ; 如 果 找 不 
到 , 则 可 使 用 下 述 方法 。 0 

先 任 找 一 点 下” E 开 ,如 果 它 以 严格 不 等 式 
满足 所 有 约束 , 则 可 以 把 它 作为 初始 内 点 。 契 该 一 
点 以 严格 不 等 式 满足 一 部 分 约束 ,而 不 能 以 严格 
不 等 式 满足 另外 的 约束 , 则 以 不 能 严格 满足 的 这 
些 约 束 晒 数 为 假 拟 目标 晒 数 ,而 以 严格 满足 的 那 6-15 
些 约束 晴 数 形成 障碍 项 ,构成 一 无 约束 性 质 的 问 
题 。 求 解 这 一 问题 ,可 得 一 新 点 羡 ”, 若 兰 ” 仍 不 为 内 点 ,就 如 上 继续 进行 ,并 减 小 障碍 因 
子 , 直 至 求 出 一 个 初始 内 点 为 止 。 

求 初始 内 点 的 迭代 步 怠 如 下 : 

(1) 任 取 一 点 关 ?EE, ,ri 记 0( 例 如 取 记 ==1), 令 :==1。 

(2) 确定 指标 集 IT 和 工 ，: 

Ti:={j|g(X™)>0, lj) 
了 | 
(3) 检查 Ti 是 否 为 空 集 , 若 为 空 集 , 则 取 天 ”为 初始 内 点 ,迭代 停止 ; 否则 , 转 下 一 步 。 
(4) 构造 限 数 


P(X,r) 一 一 >)g;(X) > 
C4 


jET, 
以 XX” 为 初始 点 ,求解 


Li 


mm 一 0.0 ] 


min P (X,r,) 


xER, 
其 中 ,R= {X|g;(X)>0,jET,)。 
设 求 出 的 极 小 点 为 Xe+D , 则 XX*+D ERR,。 令 0 过 re 过 ri (例如 说 ri == 


kk 十 1, 转 回 第 (2) 步 。 

前 已 述 及 , 当 要 求 在 迭代 过 程 中 始终 满足 某 些 约束 条 件 时 ,就 需要 使 用 内 点 法 (对 这 
些 约束 条 件 而 言 ); 然而 ,内 点 法 不 能 处 理 等 式 约束 。 因 此 ,人 们 自然 ” 国 吓 es 
希望 将 外 点 法 和 内 点 法 结合 起 来 使 用 。 即 对 等 式 约束 和 当前 不 被 满足 ” 诉 
的 不 等 式 约束 ,使 用 罚 函 数 法 ; 对 所 满足 的 那些 不 等 式 约束 ,使 用 障碍 
函数 法 。 这 就 是 所 谓 的 混合 法 (也 称 联合 算法 )。 


即 练 即 测 
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6.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 奎 函 数 在 驻 点 处 的 黑 塞 和 矩阵 为 正定 , 则 也 数 值 在 该 点 处 为 极 小 ; 

(2) 两 个 凹 困 数 之 和 仍 为 凹 困 数 ; 

(3) 车 f(z) 为 凸 函数 , 则 17/FCz) 为 止 郴 数 : 

(4) 一 个 线性 函数 既 可 看 作 是 止 困 数 ,也 可 看 作 是 凸 晒 数 。 

6.2 如何 判定 函数 的 凸 四 性 ?说 明 各 种 判定 方法 的 适用 性 和 优 缺 点 。 

6.3 说 明 一 维 搜索 的 基本 概念 , 试 比较 斐 波 那 契 法 与 0.618 法 。 一 维 搜索 还 有 哪些 
其 他 方法 ? 

6.4 说 明 梯 度 法 、 牛 顿 法 的 基本 原理 ,并 对 这 两 种 方法 的 迭代 步骤、 适用 范围 和 优 缺 
点 加 以 对 比 。 

6.5 阐明 以 下 概念 ,并 绘图 加 以 解释 : 


(1) 起 作用 约束 (2) 下 降 方向 
(3) 可 行 方向 (4) 可 行 下 降 方向 


(5) 库 恩 - 塔 克 条 件 

6.6 试 举 出 一 适当 的 经 济 问题 的 实例 ,在 人 简要 分 析 的 基础 上 写 出 其 非 线 性 规划 的 数 
学 模型 。 

6.7 说 明 罚 函数 法 和 障碍 限 数 法 的 基本 原理 ,其 各 自 的 适用 条 件 如 何 ” 怎样 将 它们 
联合 起 来 应 用 ? 

6.8 某 工 地 有 4 个 工 点 ,各 工 点 的 位 置 及 对 混凝土 的 需要 量 列 人 表 6-2, 现 需 建 一 
中 心 混凝土 搅拌 站 ,以 供给 各 工 点 所 需要 的 混凝土 ,要 求 混凝土 的 总 运输 量 ( 运 量 X 运 距 ) 
最 小 , 试 决 定 搅 拌 站 的 人 位置。 要求 分 别 考虑 以 下 两 种 情况 : 

(1) 搅拌 站 到 各 工 点 的 道路 均 为 直线 ; 

(2) 道路 为 互相 垂直 或 平行 的 网 格 。 

表 06-2 


6.9 和 欲 用 无 约束 极 小 化 方法 解 线性 方程 组 
| yn i i 
| 2Xz 十 3 1 


Xl 十 Xs 一 Xs 三 1 


第 六 章 ” 非 线性 规划 183 
8 


试 建立 数学 模型 并 说 明 计 算 过 程 。 
6. 10 对 凸 规划 进行 直观 说 明 , 并 判定 下 述 非 线 性 规划 是 否 为 是 规划 : 


(1) fmax f(X)=zx1 十 2x2 (2) fmin f(X)=2zxi 二 x2 二 x3 
Ti 二 x39 T1+ x2<4 
2 一 0 Sx rs=10 


和 1 20 
6.11 分 别 用 斐 波 那 契 法 和 0. 618 法 求 晒 数 
f0) 一 志 一 6 十 2 

在 区 间 L0,.10j 上 的 极 小 点 ,要求 缩 短 后 的 区 间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 度 的 3% 。 

6. 12 ”试用 梯度 法 (最 速 下降 法 ) 求 函数 

f(X) = zi 二 zi 二 273 

的 极 小 点 , 选 初始 点 大" 一 (2, 一 2,1) ,要 求 进行 三 次 迭代 ,并 验证 相 邻 两 步 的 搜索 方向 
ne 

6.13 以 一 (0,0) 为 初始 点 ,分 别 使 用 最 速 下 降 法 (和 迭代 三 次 ) 和 牛顿 法 求解 无 
约束 问题 

min f(X) = 2xi 十 Xi 十 2X1Xxzs 十 Xi1 一 Xz 

并 绘图 表示 使 用 这 两 种 方法 的 寻 优 过 程 。 

6.14 试 分 析 非 线性 规划 

min f(X) 一 (zl 一 2) 十 (zs 一 3) 
| XI 十 (zs 一 2)* 宇 4 
Ts 2 

在 以 下 各 点 的 可 行 下 降 方向 ,并 绘图 表示 其 可 行 下 降 方向 的 范围 : 

(1) X=(2,2)'; (2) X=(3,2)'; (3) X 一 (0,0) 

6.15 试 写 出 下 述 二 次 规划 的 库 恩 - 塔 元 条 件 : 

六 (和 ) = CTX + XTHX 


AX 二 b 

| 
其 中 ,变量 闫 为 nn 维 列 和 癌 量 ,.C 和 和 4b 分别 为 n 维和 mx 维 列 癌 量 ,.A 为 12 久 寻 矩阵, 百 为 妈 7 
写 阵 。 


6.16 已 知 非 线性 规划 


INax f(X) — 1 
| (1—Xx1); 一 xX: 宇 0 


X12 全 0 


的 极 大 点 为 (1,0), 试 检验 它 是 否 满足 库 恩 - 塔 元 条 件 ,并 说 明 其 原因 。 


6.17 试用 库 恩 - 塔 克 条 件 求解 问题 
min f(X) = (zx—4)° 
fee 
并 与 本 章 例 9 进行 比较 。 
6.18 写 出 下 述 问 题 的 库 恩 - 塔 克 条 件 
min f(X) 一 2zl1 一 4zizz 十 4z2 一 6zl 一 37zz 
TT 
4 “9 
C1 C1 之 0 
6. 19 试用 罚 函 数 法 (SUMT 外 点 法 ) 求 解 
| f(X) = zxi 二 zx2 


Xs 一 
并 写 出 当 罚 因子 M=1 和 M 王 10 时 的 近似 解 。 
6. 20 试用 罚 函 数 法 (SUMT 外 点 法 ) 分 析 
max f(X)= Zl 十 并 
| = 
ST 
p= ,0 
6.21 用 罚 函 数 法 求解 
min f(X) =— zi 
g1(X) =2—Zzx:—(z—1)’ 安 0 
gs(X) = x:—2—(rz—1)’ 全 0 
g3(X) 二 Tz1 主 0 
g4( 汰 ) 二 Zz 二 0 
6.22 试用 障碍 函数 法 (SUMT 内 点 法 ) 求 解 


C1 


] (2) min f(X)=x 
min 7(X) 一 本 (zi 十 1) 十 zs | 


0 二 71 
g1( 兰 ) 二 XT 一 1 宇 0 
g2( 着 ) 二 Xx, 宇 0 
6.23 试用 SUMT 的 混合 法 求解 
min f(X) = (zl 一 1) 十 (zs 一 2) 
Z2 一 1 一 1 
~ a < 2 


Wi sy 


HAPTER 7 
串 苇 章 
动态 规划 


动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 一 种 方法 ,该 方法 由 美国 数学 家 贝尔 
曼 (R. Bellman) 等 人 在 20 世纪 50 年 代 初 提出 。 他 们 针对 多 阶段 决策 问题 的 特点 ,提出 
了 解决 这 类 问题 的 最 优化 原理 ,并 成 功 地 解决 了 生产 管理 .工程 技术 等 方面 的 许多 实际 问 
题 ,从 而 建立 了 运筹 学 的 一 个 新 分 文 。1957 年 ,R. Bellman 发 表 了 该 分 文 领 域 的 第 一 本 
专著 《动态 规划 》(Dynamic Programming ) 。 

动态 规划 是 现代 企业 管理 中 的 一 种 重要 决策 方法 ,可 用 于 解决 最 优 路 入 问题 ,资源 分 
配 问题 .生产 计划 与 库存 .投资 .装载 .排序 等 问题 及 生产 过 程 的 最 优 控制 等 。 由 于 它 有 独 
特 的 解 题 思路 ,在 处 理 某 些 优 化 问题 时 , 比 线性 规划 或 非 线 性 规划 方法 更 有 效 。 

动态 规划 模型 的 分 类 : 由 离散 确定 型 ; 外 离散 随机 型 ; 急 连 续 确 定型 ; 由 连续 随机 
型 。 其 中 离散 确定 型 是 最 基本 的 ,本 章 主 要 针对 这 种 类 型 的 问题 ,介绍 动态 规划 的 基本 思 
想 、 原 理 和 方法 ,这 些 对 其 他 类 型 的 问题 也 适用 。 然 后 通过 几 个 典型 的 动态 规划 模型 来 介 
绍 它 的 应 用 。 


第 一 证” 多 阶段 决策 过 程 的 最 优化 


多 阶段 决策 过 程 , 本 意 是 指 这 样 一 类 特殊 的 活动 过 程 ,它们 可 以 按时 间 顺 序 分 解 成 各 
干 相互 联系 的 阶段 , 称 为 “时段 ,在 每 一 个 时 段 都 要 做 出 决策 ,全 部 过 程 的 决策 形成 一 个 
决策 序列 ,所 以 多 阶段 决策 问题 属 序 贯 决策 问题 。 

多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 目标 是 要 达到 整个 活动 过 程 的 总 体 效果 最 优 。 由 于 各 段 决 
策 间 有 机 地 联系 着 ,本 段 决策 的 执行 将 影响 到 下 一 段 的 决策 ,以 至 于 影响 总 体 效 果 , 所 以 
决策 者 在 每 段 决 策 时 不 应 仅 考虑 本 阶段 最 优 , 还 应 考虑 对 最 终 目标 的 影响 ,从 而 做 出 对 全 
局 来 讲 是 最 优 的 决策 。 动 态 规划 就 是 符合 这 种 要 求 的 一 种 决策 方法 。 

由 上 述 可 知 ,动态 规划 方法 与 "时间 ?关系 很 密切 , 随 着 时 间 过 程 的 发 展 而 决定 各 时 段 
的 决策 ,产生 一 个 决策 序列 ,这 就 是 "动态 的 意思 。 然 而 它 也 可 以 处 理 与 时 间 无 关 的 静态 
问题 ,如 某 些 线性 规划 或 非 线 性 规划 问题 ,只 要 在 问题 中 人 为 地 引入 "时段 2 因 系 , 将 问题 
看 成 多 阶段 的 决策 过 程 即 可 。 

多 阶段 决策 过 程 问 题 很 多 , 现 举 出 以 下 几 个 例子 。 
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例 1 最 短路 线 问题 

如 图 7-1 所 示 ,给 定 一 个 线路 网 络 图 ,要 从 A 地 向 下 地 铺设 一 条 输油管 道 , 各 点 间 连 
线 上 的 数字 表示 距离 , 问 应 选择 什么 路 线 , 可 使 总 距离 最 短 ? 这 是 一 个 多 阶段 的 决策 
问题 。 


例 2 投资 决策 问题 
某 公 司 有 资金 10 万 元 , 若 投 资 于 项 目 i(i 二 1,2,3) 的 投资 额 为 x; 时 ,其 收益 分 别 为 
g1(X1)=47x1,82 (XT2) = 97r2 , 83 (3 ) 一 273 , 问 应 如 何 分 配 投资 数额 才能 使 总 收益 最 大 ? 
这 是 一 个 与 时 间 无 明显 关系 的 静态 最 优化 问题 ,可 列 出 其 静态 模型 : 
求 T1203 ,使 
max zx = 4x1 十 9zxz 十 2x3 日 满足 约束 
TX1 十 Xs 十 x 二 10 
1 >0 (i= 1,2,3) 
为 了 应 用 动态 规划 方法 求解 ,我 们 可 以 人 为 地 赋予 它 时 有 段 ”的 概念 ,将 本 例 转化 成 一 
个 三 阶段 的 决策 问题 。 
例 3 设备 更 新 问题 
企业 在 使 用 设备 时 都 要 考虑 设备 的 更 新 问题 ,因为 设备 越 陈 旧 所 宕 的 维修 费用 越 多 ， 
但 购买 新 设备 则 要 一 次 性 支出 较 大 的 费用 。 现 某 企业 要 决定 一 台 设 备 未 来 8 年 的 更 新 计 
划 , 已 预测 了 第 j 年 购买 设备 的 价格 为 K;, 设 Ci 为 设备 经 过 j 年 后 的 残 值 ,C; 为 设备 连 
续 使 用 j 一 1 年 后 在 第 j 年 的 维修 费 (j 二 1,2,…,8), 问 应 在 哪些 年 更 新 设备 可 使 总 费用 
最 小 。 
这 是 一 个 8 阶段 决策 问题 ,每 年 年 初 要 做 出 决策 ,是 继续 使 用 旧 设 备 , 还 是 购买 新 
设备 。 
更 多 的 例子 将 在 后 面 结合 求解 介绍 。 


第 七 章 动 态 规划 


第 二 市 ”动态 规划 的 基本 概念 和 基本 原理 


一 、 动 态 规划 的 基本 概念 


使 用 动态 规划 方法 解决 多 阶段 决策 问题 ,首先 要 将 实际 问题 写成 动态 规划 模型 ,此 时 
要 用 到 以 下 概念 : 
(1) 阶 段 ; 02) 状态 ; 03) 决策 和 策略 ; (4) 状 态 转移 方程 ; (5) 指 标 果 数 。 
例 4 下 面 我 们 结合 例 1 最 短路 线 问 题 ( 见 图 7-1) 说 明 这 些 概念 。 
(1) 阶段 
将 所 给 问题 的 过 程 ,按时 间或 空间 特征 分 解 成 奋 干 互相 联系 的 阶段 ,以 便 按 次 序 去 求 
每 阶段 的 解 , 常 用 字母 & 表 示 阶 段 变 量 。 图 7-1 中 ,从 A 到 下 可 以 分 成 从 A 到 B(B 有 两 
种 选择 Bi1 ,Bs), 从 B 到 C(C 有 四 种 选择 Ci,C;,C3,C1), 从 C 到 DCD 有 三 种 选择 DD1， 
D;,D;), 从 DD 到 E(E 有 两 种 选择 Ei,E;), 青 从 E 到 下 五 个 阶段 。 k= 二 1,2,3,4,5。 
(2) 状态 
各 阶段 开始 时 的 客观 条 件 叫 作 状 态 。 描 述 各 阶段 状态 的 变量 称 为 状态 变量 ,和 常用 $4 
表示 第 &A 阶段 的 状态 变量 ,状态 变量 si 的 取 值 集合 称 为 状态 集合 ,用 Si 表示 。 
动态 规划 中 的 状态 应 具有 如 下 性 质 : 当 某 阶段 状态 给 定 以 后 ,在 这 阶段 以 后 过 程 的 
发 展 不 受 这 段 以 前 各 段 状态 的 影响 。 也 就 是 说 ,当前 的 状态 是 过 去 历史 的 一 个 完整 总 结 ， 
过 程 的 过 去 历史 只 能 通过 当前 状态 去 影响 它 未 来 的 发 展 , 这 称 为 无 后 效 性 。 如 果 所 选 定 
的 变量 不 具备 无 后 效 性 ,就 不 能 作为 状态 变量 来 构造 动态 规划 模型 。 
在 图 7-1 中 ,第 一 阶段 状态 为 A, 第 二 阶段 则 有 两 个 状态 : Bi ,B:。 状 态 变 量 s1 的 集 
合 S 一 4A) ,后 面 各 段 的 状态 集合 分 别 是 
《2 
SCoeooeueC |] 
S4 = {D1,D;,D;,)} 
Ss = {Ei,E,)} 
当 某 段 的 初始 状态 已 选 定 某 个 点 时 ,从 这 个 点 以 后 的 铺 管 路 线 只 与 该 点 有 关 , 不 受 以 前 的 
铺 管 路 线 影响 ,所 以 满足 状态 的 无 后 效 性 。 
(3) 决策 和 策略 
当 各 段 的 状态 取 定 以 后 ,就 可 以 做 出 不 同 的 决策 (或 选择 ) ,从 而 确定 下 一 阶段 的 状 
态 ,这 种 决定 称 为 决策 。 表 示 决 策 的 变量 , 称 为 决策 变量 , 笛 用 ws) 表示 第 & 阶段 当 状 
态 为 s 时 的 决策 变量 。 在 实际 问题 中 ,决策 变量 的 取 值 往往 限制 在 一 定 范 围 内 ,我 们 称 
此 范围 为 允许 决策 集合 ,常用 Di(si) 表 示 第 k 阶段 从 状态 出 发 的 允许 决策 集合 ,显然 
有 ui (si) ED,(s,)., 
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在 图 7-1 中 ,从 第 二 阶段 的 状态 Bi 出 发 ,可 选择 下 一 段 的 C1,C:,Cs, 即 其 允许 决策 
集合 为 
D2:(B1) 一 (Cl Cz ,Cs} 
如 我 们 决定 选择 Cs , 则 可 表示 为 
uz(B1) = (Cs3 
各 段 决 策 确定 后 ,整个 问题 的 决策 序列 就 构成 一 个 策略 ,用 pin ui (5s1) ,uz (sz),…… 
zs) 表示。 对 每 个 实际 问题 ,可 供 选 择 的 策略 有 一 定 范 围 , 称 为 允许 策略 集合 , 记 作 
Pi ,使 整个 问题 达到 最 优 效果 的 策略 就 是 最 优 策略 。 
(4) 状态 转移 方程 
动态 规划 中 本 阶段 的 状态 往往 是 上 一 阶段 状态 和 上 一 阶段 的 决策 结果 。 如 果 给 定 了 
第 & 段 的 状态 s ,本 阶段 决策 为 we(Cse) , 则 第 A++1 段 的 状态 x+ 也 就 完全 确定 ,它们 的 关 
系 可 用 式 (7. 1) 表 示 : 
SE41 一 了 (Sky (7.1) 
由 于 它 表 示 了 由 & 段 到 & 十 1 段 的 状态 转移 规律 ,所 以 称 为 状态 转移 方程 。 
图 7-1 中 ,从 k& 到 k 有 十 1 段 的 状态 转移 方程 为 
Sg+1 一 Uk (Sk) 
(5) 指标 函数 
用 于 衡量 所 选 定 策 略 优 劣 的 数量 指标 称 为 指标 浮 数 。 它 分 为 阶段 指标 函数 和 过 程 指 
标 哨 数 两 种 。 阶 段 指 标清 数 是 指 第 & 段 ,从 状态 54 出 发 ; 采取 决策 us 时 的 效益 ,用 d (si， 
us ) 表 示 。 而 一 个 n 段 决 策 过 程 ,从 1 到 叫 作 问题 的 原 过 程 ,对 于 任意 一 个 给 定 的 k&(1 三 
k 三 n) ,从 第 & 段 到 第 ” 段 的 过 程 称 为 原 过 程 的 一 个 后 部 子 过 程 。Vi(Cs,zpi) 表 示 初 始 
状态 为 si 采用 策略 pi1,, 时 原 过 程 的 指标 肾 数 值 ,而 Vii(ss yp) 表示 在 第 & 段 ,状态 为 
采用 策略 pi 时 ,后 部 子 过 程 的 指标 子 数 值 。 最 优 指 标 限 数 记 为 fi (si), 它 表示 从 第 & 段 
状态 ss 采用 最 优 策略 zz 到 过 程 终 止 时 的 最 佳 效益 值 。 户 Cs) 与 wsCsypns) 间 的 关 
系 为 
Cs) 一 VS pr,n) 一 opt Vn SE» pe,n) LT 


Pn 


式 (7.2) 中 opt 全称 optimum ,表示 最 优化 ,根据 具体 问题 分 别 表 示 为 max 或 min。 

当 &A 王 1 时 ,六 (Cs) 就 是 从 初始 状态 s1 到 全 过 程 结 束 的 整体 最 优 函 数 。 

在 图 7-1 中 ,指标 函数 是 距离 。 如 第 2 阶段 ,状态 为 Bl 时 4d(Bi,C;) 表 示 由 Bi 出 发 。 
采用 决策 到 下 一 段 Cs 点 的 两 点 间距 离 ,Vz,s (Bi) 表 示 从 Bi 到 下 的 距离 ,而 f;(Bi) 则 表 
示 从 Bl 到 下 的 最 短 距离 。 本 问题 的 总 目标 是 求 (A), 即 从 A 到 终点 Ff 的 最 短 距离 。 


二 、 动态 规划 的 基本 思想 与 最 优化 原理 


1. 动态 规划 的 基本 思想 
下 面 结 合 例 4 最 短路 线 问题 介绍 动态 规划 的 基本 思想 。 
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为 了 求 出 最 短路 线 ,一 种 简单 的 方法 是 求 出 所 有 从 A 至 下 的 可 能 铺设 的 路 长 并 加 以 
比较 。 从 A 至 下 共有 24 条 不 同 路 径 ,要 求 出 最 短路 线 需 要 做 66 次 加 法 ,23 次 比较 运算 ， 
这 种 方法 称 穷 举 法 。 不 难 知 道 , 当 问题 的 段 数 很 多 、 各 段 的 状态 也 很 多 时 , 穷 举 法 的 计算 
量 会 大 大 增加 ,甚至 使 得 求 优 成 为 不 可 能 。 下 面 介绍 动态 规划 方法 。 注 意 本 方法 是 从 过 
程 的 最 后 一 段 开 始 , 用 逆序 北 推 方法 求解 ,逐步 求 出 各 段 各 点 到 终点 下 的 最 短路 线 , 最 后 
求 得 A 点 到 下 点 的 最 短路 线 。 

第 1 步 ,从 k= 二 5 开始 ,状态 变量 ss 可 取 两 种 状态 El,Ei, 它 们 到 下 点 的 路 长 分 别 为 
4,3。 即 

filE) =4 fs(Es)=3 

第 2 步 ,k= 二 4, 状 态 变 量 s 可 取 三 个 值 D1,D;,D;, 这 是 经 过 一 个 中 途 点 到 达 终 点 下 

的 两 级 决策 问题 ,从 Di 到 下 有 两 条 路 线 , 需 加 以 比较 , 取 其 中 最 短 的 , 即 


d(D1,E1) +t fs (ED)) 寻 | 
f(D1) = min ni = 7 
de ,Bey FR) 了 
这 说 明 由 Di 到 终点 下 最 短 距 离 为 7, 其 路 径 为 一 相应 决策 为 


Ua (DI ) =Eil., 


dD ED + fs (ED) 6+4] 
f(D;) ni 一 ni 一 9 
dzCD, ,Es) + fCEs)| 2+4+3| 


即 D, 到 终点 最 短 距 离 为 5, 其 路 径 为 Ds—=E2—F., 相应 决策 为 24《 岂 2) 一己 2 。 
CC | 
一 ni 一 


d(Ds ,E2) + fs(E,)) 3 十 3 
即 D; 到 终点 最 短 距 离 为 5 ,其 路 径 为 一 和 相应 决策 为 we (Ds)=Bi., 
类 似 地 ,可 得 
k 二 3 时 ,有 fs3(C1)= 二 12 us (C1)= DD 
AG)=10 uC) = 
(OD= = 
有 《Ce 9 i (C= 
k 二 2 时 ,有 户 (B,) 一 13 WH = 
(B15 WC) = 
&A 一 1 时 ,只 有 一 个 状态 点 A, 因 有 
d(A,BD)+ faBDY nf | 
-二 ml 17 


了 2 
qd(A,B,) + fi(Bzs)| :本 本 | 


即 从 A 到 下 的 最 短 距 离 为 17。 本 段 决 策 为 ur (A)==Bi。 
再 按 计算 顺序 反 推 可 得 最 优 决 策 序 列 {zx) ， 上 ur (A) = B » U2 (BI ) 一 (L? ， 3 (C,) 一 


(Das ) = min 


fi (A) = oil 


Dz ,uf (D;) 二 Ez ,us (CE ) 一 下 。 所 以 最 优 路 线 为 
A—»Bi—C—Ds——FEs—=F. 
从 例 4 的 计算 过 程 中 可 以 看 出 ,在 求解 的 各 阶段 ,都 利用 了 第 & 段 和 第 & 十 1 段 的 如 
下 关系 : 
| 一 min\ dels UR) 二 frn(sen)} k= 5,4,3,2,1 (7. 3a) 


fel(se)=0 (7. 3b) 
这 种 递 推 关系 称 为 动态 规划 的 基本 方程 , 式 (7. 3b) 称 为 边界 条 件 。 
上 述 最 短路 线 的 计算 过 程 也 可 用 图 直观 表示 出 来 ,如 图 7-2, 每 个 结 点 上 方 的 括号 内 
的 数 , 表 示 该 点 到 终点 下 的 最 短 距离 。 连 结 各 点 到 下 点 的 线 表 示 最 短路 径 。 这 种 在 图 上 
直接 计算 的 方法 叫 标号 法 。 动 态 规 划 法 较 之 穷 举 法 的 优点 : 第 一 ,容易 算出 ,这 种 方法 只 
进行 了 22 次 加 法 运算 ,12 次 比较 运算 , 比 穷 举 法 计算 量 小 。 而 且 随 者 问题 段 数 的 增加 和 
复杂 程度 的 提高 ,相对 的 计算 量 将 更 为 减少 。 第 二 ,动态 规划 的 计算 结果 不 仅 得 到 了 从 A 
到 下 的 最 短路 线 , 而 且 得 到 了 中 间 段 任 一 点 到 下 的 最 短路 线 ,这 对 许多 实际 问题 来 讲 , 是 
很 有 意义 的 。 


(12) 
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现 将 动态 规划 方法 的 基本 思想 总 结 如 下 : 

(1) 将 多 阶段 决策 过 程 划 分 阶段 ,恰当 地 选取 状态 变量 、 决 策 变 量 及 定义 最 优 指 标 铬 
数 , 从 而 把 问题 化 成 一 族 同 类 型 的 子 问题 ,然后 逐个 求解 。 

(2) 求解 时 从 边界 条 件 开始 , 逆 ( 或 顺 ) 过 程 行进 方向 , 逐 段 递 推 寻 优 。 在 每 一 个 子 问 
题 求解 时 ,都 要 使 用 它 前 面 已 求 出 的 子 问题 的 最 优 结果 ,最 后 一 个 子 问题 的 最 优 解 ,就 是 
整个 问题 的 最 优 解 。 

(3) 动态 规划 方法 是 既 把 当前 一 段 与 未 来 各 段 分 开 , 又 把 当前 效益 和 未 来 效益 结合 
起 来 考虑 的 一 种 最 优化 方法 ,因此 每 段 的 最 优 决 策 选 取 是 从 全 局 考虑 的 ,与 该 段 的 最 优选 
择 一 般 是 不 同 的 。 
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动态 规划 的 基本 方程 是 递 推 逐 段 求解 的 根据 ,一 般 的 动态 规划 基本 方程 可 以 表示 为 
[ts 于 Opt ,LU Csk ok) 十 finCsin)| RAR 一 2 一 1], ,1] (7. 4a) 


lg tn) 一 0 (7. 4b ) 

式 中 opt 可 根据 题 意 取 min 或 max,w(Csyzi) 为 状态 $4, 决策 ur 时 对 应 的 第 & 阶段 
的 指标 顺 数 值 。 

2. 动态 规划 的 最 优化 原理 

动态 规划 方法 基于 贝尔 曼 (R. Bellman) 等 人 提出 的 最 优化 原理 。 最 优化 原理 可 表述 
为 :“ 一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 : 即 无 论 初始 状态 及 初始 决策 如 何 , 对 于 先前 
决策 所 形成 的 状态 而 言 , 其 以 后 的 所 有 决策 应 构成 最 优 策略 。” 

例 4 正 是 根据 这 一 原理 求解 的 ,从 图 7-2 可 以 看 出 ,无 论 从 哪 一 段 的 某 状态 出 发 到 终 
点 下 的 最 短路 线 , 只 与 此 状态 有 关 , 而 与 这 点 以 前 的 状态 、 路 线 无 关 , 即 不 受 从 A 点 是 如 
何 到 达 该 点 的 决策 影响 。 

利用 上 述 最 优化 原理 ,可 以 把 多 阶段 决策 问题 求解 过 程 表 示 成 一 个 连续 的 递 推 过 程 
由 后 向 前 逐步 计算 。 在 求解 时 ,前 面 的 各 状态 与 决策 ,对 后 面 的 子 过 程 来 说 ,只 相当 于 初 
始 条 件 ,并 不 影响 后 面子 过 程 的 最 优 决 策 。 
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一 、 动 态 规划 模型 的 建立 


建立 动态 规划 的 模型 ,就 是 分 析 问 题 并 建立 问题 的 动态 规划 基本 方程 。 成 功 地 应 用 
动态 规划 方法 的 关键 ,在 于 识别 问题 的 多 阶段 特征 ,将 问题 分 解 成 为 可 用 递 推 关 系 式 联系 
起 来 的 奋 干 子 问 题 ,而 正确 建立 基本 递 推 关 系 方程 的 关键 又 在 于 正确 选择 状态 变量 ,保证 
各 阶段 的 状态 变量 具有 递 推 的 状态 转移 关系 se+l 王 T(Cseyau)。 

下 面 以 资源 分 配 问题 为 例 介 绍 动态 规划 的 建 模 条 件 及 解法 。 资 源 分 配 问题 是 动态 规 
划 的 典型 应 用 之 一 ,资源 可 以 是 资金 原材料、 设备 、 劳 力 等 ,资源 分 配 就 是 将 一 定数 量 的 
一 种 或 几 种 资源 恰当 地 分 配给 若干 使 用 者 ,以 获取 最 大 效益 。 

例 5 见 例 2 ,前面 已 列 出 了 一 个 非 线性 规划 模型 ,为 了 应 用 动态 规划 方法 求解 ,可 以 
人 为 地 赋予 它 “ 时 段 ” 的 概念 。 将 投资 项 目 排序 ,依次 对 项 目 1.2、3 投资 , 即 把 问题 划分 为 
3 个 阶段 ,每 个 阶段 只 决定 对 一 个 项 目 应 投资 的 金额 ,从 而 转化 为 一 个 3 段 决策 过 程 。 下 
面 的 关键 是 如 何 正确 选择 状态 变量 ,使 各 后 部 子 过 程 之 间 具 有 递 推 关系 。 

通常 可 以 把 决策 变量 ui 定 为 原 静 态 问题 中 的 变量 zx*, 即 设 

We = (R= L258) 
状态 变量 和 决策 变量 有 密切 关系 ,状态 变量 一 般 为 党 计 量 或 随 递 推 过 程 变化 的 量 。 这 里 
可 以 把 每 阶段 可 供 使 用 的 资金 定 为 状态 变量 5%, 初 始 状 态 51 三 10。ui 为 可 分 配 用 于 第 一 


种 项 目的 最 大 资金 , 则 当 第 一 阶段 (k= 二 1) 时 ,有 
s1 三 10 
| = 区 
第 二 阶段 (& 二 2) 时 ,状态 变量 *: 为 余下 可 投资 于 其 余 两 个 项 目的 资金 , 即 
1 一 $1 一 Mi 
Ws 一 


于 是 有 
阶段 &: 本 例 中 取 1,2,3。 
状态 变量 5: 第 & 段 可 以 投资 于 第 & 项 到 第 3 个 项 目的 资金 。 
决策 变量 zi : 决定 给 第 & 个 项 目 投资 的 资金 。 
状态 转移 方程 : s+1 二 54 一 x 


3 
指标 晒 数 : Vs > ,SiCZi) 
i 二 


最 优 指标 也 数 fi (s4): 当 可 投资 金 为 时 ,投资 第 A 一 3 项 所 得 的 最 大 收益 。 
基本 方程 为 
| 7 四 (ACE) 十 frn (sir1)}? k= dowel 


[ps) 一 0 

用 动态 规划 方法 逐 段 求解 , 便 可 得 到 各 项 目 最 佳 投资 金额 , 广 (10) 就 是 所 求 的 最 大 收益 。 

一 般 地 ,建立 动态 规划 模型 的 要 点 如 下 : 

1. 分 析 题 意 , 识 别 问 题 的 多 阶段 特性 ,按时 间或 空间 的 先后 顺序 适当 地 划分 为 满足 
递 推 关 系 的 右 干 阶段 ,对 非 时 序 的 静态 问题 要 人 为 地 赋 子 时段? 概念 。 

2. 正确 地 选择 状态 变量 ,使 其 具备 两 个 必要 特征 : 

(1) 可 知性 : 即 过 程 演变 的 各 阶段 状态 变量 的 取 值 ,能 直接 或 间接 地 确定 。 

(2) 能 够 确切 地 描述 过 程 的 演变 且 满 足 无 后 效 性 。 即 由 第 & 阶段 的 状态 s* 出 发 的 后 
部 子 过 程 ,可 以 看 作 是 一 个 以 $4 为 初始 状态 的 独立 过 程 。 这 一 点 并 不 是 每 个 问题 都 很 容 
易 满 足 的 ,例如 ,本草 第 四 节 中 讲述 的 著名 的 “ 货 即 担 问 题 ”, 不 能 像 前 面 处 理 最 短路 问题 
一 样 ,把 城镇 位 置 作为 状态 变量 ,而 需 把 含 该 城镇 在 内 及 以 前 走 过 的 全 部 城镇 的 集合 定义 
为 状态 ,才能 实现 无 后 效 性 。 

3. 根据 状态 变量 与 决策 变量 的 含义 ,正确 写 出 状态 转移 方程 st+i 一 Tri(Csyx) 或 转移 
规则 。 
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4. 根据 题 意 明确 指标 限 数 Vi, ,最 优 指 标 限 数 f(si) 以 及 k 阶段 指标 wil(ss ,ur) 的 含 
义 , 并 正确 列 出 最 优 指 标 消 数 的 递 推 关系 及 边界 条 件 ( 即 基本 方程 )。 

上 面 指 出 的 是 建立 动态 规划 模型 的 一 般 步 又 ,实际 建 模 需 要 经 验 与 技巧 ,关键 是 灵活 
地 运用 最 优化 原理 。 


二 、 地 序 解法 与 顺序 解法 


动态 规划 的 求解 有 两 种 基本 方法 : 逆序 解法 (后 向 动态 规划 方法 ) 顺序 解法 (前 向 动 
态 规划 方法 )。 
例 4 所 使 用 的 解法 ,由 于 寻 优 的 方向 与 多 阶段 决策 过 程 的 实际 行进 方向 相反 ,从 最 后 
一 段 开 始 计算 逐 段 前 推 , 求 得 全 过 程 的 最 优 策略 , 称 为 逆序 解法 。 与 之 相反 ,顺序 解法 的 
寻 优 方 癌 与 过 程 的 行进 方向 相同 ,计算 时 从 第 一 段 开始 逐 段 回 后 递 推 ,计算 后 一 阶段 要 用 
到 前 一 阶段 的 求 优 结果 ,最 后 一 段 计算 的 结果 就 是 全 过 程 的 最 优 结 果 。 
我 们 青 次 用 例 4 来 说 明 顺 序 解法 。 由 于 此 问题 的 始点 A 与 终点 Ff 都 是 固定 的 ,计算 
由 A 点 到 下 点 的 最 短路 线 与 由 下 点 到 A 点 的 最 短路 线 没 有 什么 不 同 。 奋 设 fi(ss+1) 表 
示 从 起 点 A 到 第 & 阶段 状态 si+1 的 最 短 距 离 ,我们 就 可 以 由 前 向 后 逐步 求 出 起 点 A 到 各 
阶段 起 点 的 最 短 距离 ,最 后 求 出 A 点 到 下 点 的 最 短 距离 及 路 径 。 计 算 步 骤 如 下 : 
k= 二 0 时 ,fo (si1)= 二 fo(A)= 二 0, 这 是 边界 条 件 。 
k 二 1 时 , 按 1(s;) 的 定义 有 
.| |{f1(B:) 一 5 
和 8, 一 人 lB,) 一 人 


R 一 2 时 ， 
{fat0) = d(Bi,C1) 二 f1(B1) -= 2 十 4 二 6 
dae 一 B, 
I a ”| S| 
f2(C:) = min mn 一 
LacB cy) 上 + 六 (Bl8+5j 


uz (C2) BI 


i a a J 
fi(Cs) = min -一 min 

d (Bs ,Cs) + f1(B2) | 17 十 5】 
Uz (Cs) B, 


f2 (C4) d(B,,C4)+ fi(B.,) 7 十 5 12 


U2 (Gm) = B, 
类 似 地 ,可 算得 


f3(D1) = 11 u3(Di) 二 CC 或 Cs 

fs(D;) = 12 u3(D,) = (C? 

f3(D;3) = 14 us3(D;3) = (Cs 

fa(E1) = 14 us(E1) = Di 

fa(E;2) = 14 us(E:2:) 一 也: 

fs(F)=17 us(F) = EE: 

按 定 义 知 fs(F) 二 17 为 所 求 最 短路 长 ,而 路 人 径 则 为 A 一 B1 一 C: 一 D: 一 FE; 一 了, 与 前 

节 逆 序 解法 结论 相同 。 全 部 计算 情况 如 图 7-3 所 示 。 图 中 每 节点 上 方 插 号 内 的 数 表示 该 
点 到 A 点 的 最 短 距离 , 粗 黑 线 表示 该 点 到 A 点 的 路 径 。 


(6) 


类 似 于 逆序 解法 ,可 以 把 上 述 解法 写成 如 下 的 递 推 方程 : 
人 - min\ ve( ser ,Uk ) 十 fi1(se)} k 一 和 sd 和 5a) 


josl) 一 0 (7. 5b) 
这 里 状态 转移 方程 为 : s% 王 TiCs+riyae) 
顺序 解法 与 逆序 解法 本 质 上 并 无 区 别 ,一 般 来 说 ,当初 始 状态 给 定时 可 用 逆序 解法 ， 
当 终 止 状 态 给 定时 可 用 顺序 解法 。 夺 问题 给 定 了 一 个 初始 状态 与 一 个 终止 状态 , 则 两 种 
方法 均 可 使 用 ,如 例 4。 但 大 初始 状态 虽 已 给 定 , 终 点 状态 有 多 个 , 需 比 较 到 达 不 同 终 点 
状态 的 各 个 路 径 及 最 优 指标 隆 数 值 ,以 选取 总 效益 最 佳 的 终点 状态 时 ,使 用 顺序 解法 比较 
简便 。 总 之 ,针对 问题 的 不 同 特点 ,灵活 地 选用 这 两 种 方法 之 一 ,可 以 使 求解 过 程 简 化 。 
使 用 上 述 两 种 方法 求解 时 ,除了 求解 的 行进 方向 不 同 外 ,在 建 模 时 要 注意 以 下 区 别 : 
1. 状态 转移 方式 不 同 
如 图 7-4 所 示 , 逆 序 解 法 中 第 k 段 的 输入 状态 为 si ,决策 为 ,由 此 确定 输出 为 se+i， 
即 第 & 十 1 段 的 状态 ,所 以 状态 转移 方程 为 
Sia tiie) (7.6) 
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式 (7.6) 称 为 状态 ss 到 e+ 的 顺序 转移 方程 。 
而 顺序 解法 中 第 k 段 的 输入 状态 为 se+l ,决策 Uk ,输出 为 ss 如 图 7-5 所 示 , 所 以 状态 
转移 方程 为 
S = Ti(sSen» Ug) Che 
Tu 7) 称 为 由 状态 sk+1 到 | Sk 的 逆序 状态 转移 的 方程 。 
同样 道理 ,逆序 解法 中 的 阶段 指标 w(Csyxe) 在 顺序 解法 中 应 表 为 w(Cse+iyau) 。 


Se a i 
效益 Di(si， ul) a ui) US mtn) 
7-4 
状态 y 决策 % 
效益 zi(S2.t) :Uk) Un(Sm1sln) 
7-S 
指标 函数 的 定义 不 同 


闭 序 解法 中 ,我 们 定义 最 优 指标 函数 fi (si) 表 示 第 k 段 从 状态 si 出 发 ,到 终点 后 部 
过 程 最 优 效 益 值 ,f1(s1) 是 整体 最 优 陋 数值 。 

顺序 解法 中 ,应 定义 最 优 指标 函数 fi (si+1) 表 示 第 k 段 时 从 起 点 到 状态 si+1 的 前 部 
过 程 最 优 效 益 值 。f,(s,+1) 是 整体 最 优 兄 数值。 

3. 基本 方程 形式 不 同 

(1) 当 指 标 果 数 为 阶段 指标 和 形式 ,在 逆序 解法 中 


一 > wisi uj) 
= 


则 基本 方程 为 
全 = Opt Ava Cs ua) 十 fen Cset1)} (k=n,nO—m—1,.…,2,1) (7. 8a) 
er 
了 一 0 (7. 8b) 
顺序 解法 中 ， Vg 一 vi sin ,Uj; ) ,基本 方程 为 
j=1 


全 = opt {Ug (SEF UA) 二 fs )}? (= Tym gn) (7. 9a) 
we 


Rg (7. 9b) 
(2) 当 指 标明 数 为 阶段 指标 积 形式 ,在 逆序 解法 中 


| Te 
Fk 


则 基本 方程 为 
(false) 一 opt {Ug (SEUg) 。 frtil Set1)} (k=n,n OD—1,…,.2,1) (7.10a) 
we 
fnii (Sati) 二 ] (7. 10b) 
k 
在 顺序 解法 中 ， Vi, 一 由 Cs ,Uj ) 
j=] 
基本 方程 为 


全 Up (UECSEH UE) 。 fr sse)? (k= 1,2,.…,n) CF。 1a 
Wh k 


fo(s1:) =1 (7.11b) 

应 指出 的 是 ,这 里 有 关 顺 序 解 法 的 表达 式 , 是 在 原状 态 变 量 符 号 不 变 条 件 下 得 出 的 ， 

硅 将 状态 变量 记 法 改 为 so ,51,… ,ss， 则 最 优 指 标 银 数 也 可 表示 为 fi (sx) , 即 符号 同 于 逆序 
解法 ,但 含义 不 同 。 


三 、 基 本 方程 分 段 求解 时 的 几 种 常用 算法 


动态 规划 模型 建立 后 ,对 基本 方程 分 段 求解 ,不 像 线 性 规划 或 非 线性 规划 那样 有 固定 
的 解法 ,必须 根据 具体 问题 的 特点 ,结合 数学 技巧 灵活 求解 ,大 体 有 以 下 几 种 方法 。 

1. 离散 变量 的 分 段 穷 举 算法 

动态 规划 模型 中 的 状态 变量 与 决策 变量 在 被 限定 只 能 取 离 散 值 , 则 可 采用 分 段 穷 举 
法 。 如 例 4 的 求解 方法 就 是 分 段 穷 举 算法 ,由 于 每 段 的 状态 变量 和 决策 变量 离散 取 值 个 
数 较 少 ,所 以 动态 规划 的 穷 举 法 要 比 一 般 的 穷 举 法 有 效 。 用 分 段 穷 举 法 求 最 优 指标 函数 
值 时 ,最 重要 的 是 正确 确定 每 段 状态 变量 取 值 范围 和 允许 决策 集合 的 范围 。 

2. 连续 变量 的 解法 

当 动 态 规划 模型 中 状态 变量 与 决策 变量 为 连续 变量 ,就 要 根据 方程 的 具体 情况 灵活 
选取 求解 方法 ,如 经 典 解 析 方 法 、 线 性 规划 方法 、 非 线性 规划 法 或 其 他 数值 计算 方法 等 。 
如 在 例 5 中 ,状态 变量 与 决策 变量 均 可 取 连 续 值 而 不 是 离散 值 ,所 以 每 阶段 求 优 时 不 能 用 
穷 举 方法 处 理 。 下 面 分 别 用 逆序 解法 和 顺序 解法 来 求解 例 5。 

(1) 用 逆序 解法 

由 前 面 分 析 得 知 , 例 5 为 三 段 决 策 问 题 ,状态 变量 sx 为 第 & 段 初 拥有 的 可 以 分 配给 
第 & 到 第 3 个 项 目的 资金 ; 决策 变量 zx 为 决定 投 给 第 & 个 项 目的 资金 ; 状态 转移 方程 为 
SkE+1 Sk RS 最 优 指 标 限 数 Cs 表示 第 k 阶段 ,初始 状态 为 Sk 时 ,从 第 k 到 第 3 个 项 
目 所 获 最 大 收益 , 方 (Cs) 即 为 所 求 的 总 收益 。 递 推 方程 为 

人 = max (gE CTE) 二 fin sr)? (k= 3,2,1) 


fa(5)=0 
R 一 3 时 ， 了 (ss ) 一 INax (2 元 } 


0 二 zx 3 人 ss 


fa(ss3) = max {2x3} = 253 
Dk Dt: 
k 二 2 时 ， J a ne 
一 max {9zz 十 2X (ss— xz,)°) 
0<z, <s» 
今 hz (ss ,zz) 一 97zz 十 2X(s 一 Zz) 
由 9 天 一 9 十 4(ss 一 za)( 一 1) 一 0 
- 9 
解 得 Tss2 
d ha 
而 A 一 4 二 0 


所 以 za 一 总 一 工 是 极 小 点 。 
极 大 值 只 可 能 在 L0,szj 端 点 取得 ， 
0 fz(s2) = 95; 
当 f2(0) 二 f(sz) 时 , 解 得 sz 二 9/2。 
当 sz 二 9/2 时 ,. 庆 (0) 二 .Ps ) ,此 时 zz 三 0 
sz < 9/2 时 ,fC(0) 二 f(sz), 此 时 xz 一 s， 


& 一 1 时 ， fi(s1)= max (4zl 十 (sz)) 
0 三 zl S$ 
当 f2 (sz) 二 95; 时 ， 1(10)= max {4zl 十 9s1 一 9zl1} 
0 二 zl 生 10 
一 InNax {9s1 一 5x1} = 9s1 
0<z] 硅 10 zx 一 0 
但 此 时 SS2 一 1 一 并 一 10 一 0 二 10 盖 9/2 


与 S2<<9/2 政 夺 ,所 以 伟 去 。 
当 fo(ss)=2s52 时 , f1 (10)= max {4zxi1+2X (si1— 21)")} 
0<z) <10 


今 hi(sisT1)=47z1 2X (sO— x)’ 
由 P14+4(5 zx)(—1)=0 
Tl 
解 得 mm 一 1 
dj 
而 ds 一 1 一 0 


所 以 zi 二 51 一 1 是 极 小 点 。 
比较 L0,10j 两 个 端点 ,zi 一 0 时 , f1(10)==200 
Zi 一 10 时 ,六 (10) 王 40 


所 以 Zl 一 0 

再 由 状态 转移 方程 顺 推 5 一 呈 一 ZI 一 10 一 0 一 10 

因 为 s2 >9/2 

所 以 TX? =0,ss=ss—x2 一 10 一 0 一 10 
由 此 Z3 一 33 一 10 


最 优 投 资方 案 为 全 部 资金 投 于 第 3 个 项 目 , 可 得 最 大 收益 200 万 元 。 
(2) 用 顺序 解法 
阶段 划分 和 决策 变量 的 设置 同 逆序 解法 , 令 状 态 变 量 si+1 表 示 可 用 于 第 1 到 第 个 


项 目 投资 的 金额 , 则 有 
S4 一 10 5 一 S4 一 T3 SS 一 3 一 TI $1 二 ss2— XI 
即 状 态 转 移 方 程 为 Sk™ SE+1 Tk 


令 最 优 指标 图 数 fi (ss+1) 表 示 第 & 段 投资 额 为 si+1 时 第 1 到 第 项 目 所 获 的 最 大 收 
益 ,此 时 顺序 解法 的 基本 方程 为 
人 一 max [gr CTe) 十 fi (sr) k=1,2,3 


SAL+1 
Cs) 一 0 
当 有 1 时 ,有 
fi(s2) 一 max x [gz1) + fols1)] 


0 二 x 


一 InNax a] 4s2 
”0 


by 一 一 3 
当 上 二 2 时 ,有 
fz:(s3) = max [9zx2 + fi Cs2)] 


= max gz， 十 4(ss 一 并 z) | 


一 max (572 十 4ss3 ) 


9 ss 


fa3(s4) 一 INax L273 + ja (ss) 


0<zx, 二 ss 


InNnax [2 -十 9( sa — x3)| 


0<z, 入 34 
h(ss Zi) 一 2z3 十 9(s， 一 Ts) 


dh 
dz 


心 


一 473 一 9 一 0 


全 
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解 得 zs 一 二 
因为 =4>0 
所 以 ,此 点 为 极 小 点 。 
极 大 值 应 在 L0,s4j 二 [0,10j 端 点 取得 
当 zs 一 0 时 ,fs3(10) 二 90 
当 zs 一 10 时 ,fs3(10) 二 200 
所 以 Z3 一 10 
再 由 状态 转移 方程 逆 推 : 
Sa 一 10 一 Ta 一 0 -a =0 
sz 一 ss—ZXx2 一 0 
即 Zl 一 0 


所 以 最 优 投资 方案 与 逆序 解法 结果 相同 ,只 投资 于 项 目 3, 最 大 收益 为 200 万 元 。 比 较 两 
种 解法 的 过 程 , 可 以 发 现 , 对 本 题 而 言 , 顺 序 解法 比 逆序 解法 简单 。 

关于 连续 变量 的 其 他 求解 方法 将 在 以 后 各 节 中 结合 例题 介绍 。 

3. 连续 变量 的 离散 化 解法 

先 介绍 连续 变量 离散 化 的 概念 。 如 投资 分 配 问题 的 一 般 静 态 模 型 为 


max zZ 一 > gizi) 
El 


YZzi a 
Ss. t.- :一 1 
二 (i1 = 1,2,.…,n) 


建立 它 的 动态 规划 模型 ,其 基本 方程 为 
Cs = max (gz ) 十 HGCSHID) &R 一 1 一 1……2),1 
| 0 二 zi 生 吕 


JsH CseH) = 0 

其 状态 转移 方程 为 SE+l1™ Sk Tk 

由 于 与 x 都 是 连续 变量 , 当 各 阶段 指标 g(xzi) 没 有 特殊 性 质 而 较为 复杂 时 ,要 求 
出 fi (se) 会 比较 困难 ,因而 求全 过 程 的 最 优 策 略 也 就 相当 不 容易 ,这 时 常常 采用 把 连续 变 
量 离散 化 的 办 法 求 其 数值 解 。 具 体 做 法 如 下 : 

(1) 令 $5 二 0,A,2A,… ,mA 二 a, 把 区 间 [0,aj 进 行 分 割 ,A 的 大 小 可 依据 问题 所 要 求 
的 精度 以 及 计算 机 的 容量 来 定 。 

(2) 规定 状态 变量 5 及 决策 变量 zx 只 在 离散 点 0,A,2A,… ,mA 上 取 值 ,相应 的 指标 
函数 fi (ss) 就 被 定义 在 这 些 离散 值 上 ,于 是 弟 推 方程 就 变 为 


了 DaX | ga(pPA) frn ss CO— pA)} 
{ (aii) ==0 
其 中 qA 一 % ,Tt 王 pA。 
(3) 按 逆序 方法 ,逐步 递 推 求 出 f(s5,),… ,1(s1) ,最 后 求 出 最 优 资金 分 配方 案 。 
作为 离散 化 例子 , 仍 使 用 例 5, 即 用 连续 变量 的 离散 化 求解 
max zx 一 4zl 十 9zzs 十 2x3 
Ie 十 Xz 十 x 二 10 


So 


J 二 0 (一 1.2.3) 

解 ” 规 定 状态 变量 和 决策 变量 只 在 给 出 的 离散 点 上 取 值 , 令 A 二 2, 将 区 间 L0,10j] 分 
害 | 成 0,2,4,0,8,10 六 个 点 , 即 状 态 变 量 Sk 集合 为 {10,2,4,6,8,10} 

允许 决策 集合 为 0 TSS » -Ck 与 Sk 均 在 分 割 点 上 取 值 。 


动态 规划 基本 方程 为 
[7s) 一 InNax {gg (Xk) 十 frnlss — Tx,)} Ed 
0 三 xh sh 
[fuss) 一 0 
要 k=3 时 ， fs(53) 一 INnax {2x3} 
0<zxs ss 
式 中 ss 和 xs 的 集合 均 为 0,2,4,6,8,10}。 
计算 结果 见 表 7-1。 
= k=2 时 ， 三 (sz ) 一 InNax (Oma fts — a} 
0<=x, Ss 
计算 结果 见 表 7-2。 
表 7-1 
$3 10 
f3(s3) 200 
2 10 
表 7-2 


| | 
OE 32 26 36|72 50 44 54|128 90 68 62 72|200 146 108 86 80 90 
一 


当 & 王 1 时 ， fi(s1)= max {4z1T f(si— x1))} 
0 和 zl 三 10 
计 算 结 果 见 表 7-3。 
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Hr | 0 | 1H | Ww | wm | 1 


计算 结果 表明 ,最 优 决策 为 : xY ==0,x2 二 0,x3 二 10, 最 大 收益 为 f1(10) 一 200 ,与 上 
述 用 逆序 和 顺序 算法 得 到 的 结论 完全 相同 。 
应 指出 的 是 ,这 种 方法 有 可 能 丢失 最 优 解 , 一 般 得 到 原 问 题 的 近似 解 。 


第 四 市 ”动态 规划 在 经 济 管理 中 的 应 用 


除了 前 面 讲 到 的 最 优 路 径 .资源 分 配 问题 外 ,动态 规划 在 经 济 管理 中 还 有 许多 应 用 ， 
本 节 通 过 其 中 一 些 由 型 例子 来 说 明 这 方面 的 应 用 。 
一 、 背 包 问 题 

背包 问题 又 称 装 载 问题 ,一 般 提 法 是 : 一 位 旅行 者 携带 背包 去 登山 ,已 知 他 所 能 承受 
的 背包 重量 限度 为 akg, 现 有 7 种 物品 可 供 他 选择 汉 入 背包 ,第 i 种 物品 的 单 件 重量 为 
aikg, 其 价值 (可 以 是 表明 本 物品 对 登山 的 重要 性 的 数量 指标 ) 是 携带 数量 zx; 的 晒 数 
ci(Xi) (i 二 1,2,… ,nn), 问 旅行 者 应 如 何 选 择 携带 各 种 物品 的 件数 ,以 使 总 价值 最 大 ? 

背包 问题 等 同 于 车 、 船 人 造 卫 星 等 工具 的 最 优 装 载 ,有 广泛 的 实用 意义 。 

设 x; 为 第 ; 种 物品 装 和 人 的 件数 , 则 背包 问题 可 归结 为 如 下 形式 的 整数 规划 模型 : 


max z 一 Yci(zi) (7. 12a) 
i 一 1 
> airi < 4 (7.12b) 
Ss. t.-. i=] 
Xi 宇 0 ”有 上 且 为 整数 (i = 1,2,.…,n) (7. 12c) 


下 面 用 动态 规划 顺序 解法 的 式 (7.9) 建 模 求解 。 
阶段 &: 将 可 装 入 物品 按 1,2,…,n 排序 ,每 段 装 一 种 物品 , 共 划 分 为 地 个 阶段 , 即 
k=1,2,.,n。 
状态 变量 si : 在 第 & 段 开始 时 ,背包 中 允许 装 人 前 & 种 物品 的 总 重量 。 
决策 变量 rt: 装 和 人 第 & 种 物品 的 件数 。 
状态 转移 方程 : 
Sk Sktl GpTh 


允许 决策 集合 为 
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DuCstH) 二 {xi 10 志 x 过 上 sen/arj zt 为 整数 ) 

其 中 [s+1/arj 表 示 不 超过 ss4+1/ar 的 最 大 整数 。 
最 优 指标 函数 广 (ss+l) 表 示 在 背包 中 允许 闻 人 物品 的 总 重量 不 超过 st+1kg, 采 用 最 
优 策略 只 装 前 & 种 物品 时 的 最 大 使 用 价值 。 
则 可 得 到 动态 规划 的 顺序 递 推 方程 为 


fCser) 一 max (ceGCzZE) 十 fi sen 一 QZE)) 人 
闷 一 0,1…[s /at] 


(Pocs) 一 0 

用 顺序 解法 逐步 计算 出 f1(sz), fz(s3) ,°° fa» (sn+1) 及 相应 的 决策 子 数 ZI(S2)， 
Xx2(53),… ,no(s+l) ,最 后 得 到 的 f(a) 即 为 所 求 的 最 大 价值 ,相应 的 最 优 策 略 则 由 反 推 
计算 得 出 。 

当 zx 和 1) 和 不 装 ( 取 0) 第 i 种 物品 , 则 模型 就 成 了 0-1 背包 问题 。 


例 6 有 一 辆 最 大 货运 量 为 10t 的 卡车 ,用 以 装载 3 种 货物 ,每 种 货物 的 单位 重量 及 


相应 单位 价值 如 表 7-4 所 示 。 应 如 何 装载 可 使 总 价值 最 大 ? 
表 7-4 
单位 重量 
单位 价 人 (6 


设 第 i 种 货物 装载 的 件数 为 zx;(i 二 1,2,3), 则 问题 可 表示 为 
max z = 4Zx1 十 5xz 十 6060zs 
| 十 4 六 十 yas 二 10 
SE 


Xi 宇 0 且 为 整数 (i = Ls 
可 按 前 述 方式 建立 动态 规划 模型 ,由 于 决策 变量 取 离 散 值 ,所 以 可 以 用 列表 法 求解 。 
当 & 一 1 时 ， f1(s2)—= max {4X1}) 或 Ta {4z1} 二 4[ s2/3 | 


nn 


计算 结果 见 表 7-5。 


TT rT TT 

ll eleleleln 

ll il 
当 & 一 2 时 ， fass)= max {5zst fi(ss—4zr2)) 


本 


计算 结果 见 表 7-6。 
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= lolololols lo rio lo io 1 sl 1 lo 13 
Howlolololr sl ss | ol os | 
当 & 一 3 时 ， 
f3(10)= es 6x3 十 f2(10— 5x3)} 
二 max{f2(10),6 十 f2(5),12 十 f2(0))} 
max{13,6 十 5,12 十 0} 
一 13 
此 时 zs 一 0, 逆 推 可 得 全 部 策略 为 : 
zr 二 2,x2 二 1,x3 一 0, 最 大 价值 为 13。 
当 约 束 条 件 不 止 一 个 时 ,就 是 多 维 背包 问题 ,其 解法 与 一 维 背包 问题 类 似 , 只 是 状态 
变量 是 多 维 的 。 
二 、 生 产 经 营 问 题 
例 7 生产 与 存储 问题 


某 工厂 生产 并 销售 某 种 产品 ,已 知 今后 四 个 月 市 场 需 求 预测 如 表 7-7 所 示 , 又 每 月 生 
产 j 单位 产品 费用 为 


人 《7 = 0) 
C(I7) = 


la3+i 了 
每 月 库存 7 单位 产品 的 费用 为 E(j) 二 0. 57( 千 元 )， 该 厂 最 大 库存 容量 为 3 单位 ， 每 月 最 
大 生产 能 力 为 6 单位 ,计划 开始 和 计划 期 末 库 存量 都 是 零 试制 订 四 个 月 的 生产 计划 ,在 
满足 用 户 需 求 条 件 下 总 费用 最 小 。 假 设 第 i 十 1 个 月 的 库存 量 是 第 ;个 月 可 销售 量 与 该 
月 用 户 需 求 量 之 差 ; 而 第 i 个 月 的 可 销售 量 是 本 月 初 库存 量 与 产量 之 和 。 


表 7-7 
i( 月 ) 4 
gi( 需 求 ) 1 


用 动态 规划 法 求解 时 ,对 有 关 概 念 做 如 下 分 析 : 
(1) 阶段 : 每 个 月 为 一 个 阶段 ,k= 二 1,2,3,4。 
(2) 状态 变量 : si 为 第 & 个 月 初 的 库存 量 。 
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(3) 决策 变量 : ui 为 第 & 个 月 的 生产 量 。 

(4) 状态 转移 方程 : nt 二 WT 

(5) 最 优 指 标 肾 数 : fr (ss) 表 示 第 k 月 状态 为 ss 时 ,采取 最 佳 策略 生产 ,从 本 月 到 计 
划 结 束 ( 第 4 月 末 ) 的 生产 与 存储 最 低 费 用 。 

考虑 & 一 4, 因 为 要 求 四 月 底 库 存 为 零 , 本 月 需求 为 4, 所 以 本 月 产量 应 为 ws 一 4 一 
由 于 库存 量 最 大 为 3, 所 以 ss 取 值 只 能 是 0,1,2,3。 

Ps 一 mintC(Cx ) 十 开 (Cs ,可 以 列 出 f(s54) 与 wa(54), 见 表 7-8。 

表 7-8 


/ 


U4 Ld 


当 A 王 3 时 , 先 分 析 状 态 变 量 ss 的 取 值 范围 , 它 与 库存 能 力 . 生 产能 力 、 需 求 量 均 有 
关 , 在 此 由 最 大 库存 量 决定 s3 二 140,1,2,3)。 青 分 析 决 策 变量 ws 的 允许 决策 集合 ,为 满足 
本 月 需求 ,产量 us 至 少 为 gs 一 ss 一 2 一 ss, 车 库存 量 ;之 2, 则 us 应 取 0。 为 保证 期 末 库 存 
量 为 去 ,xs 不 能 超过 gs 十 g4 一 53 二 6 一 s3， 男 外 us 还 受 最 大 库存 量 3 的 限制 , 即 不 能 超过 
g3 十 3 一 $3 二 5 一 $s, 同时 还 受 最 大 生产 能 力 6 的 限制 ,总 之 有 
max(0,2 一 $53) 过 ws 过 min(6,5 一 53,6 一 s3) 的 整数 
fs(ss) = min| Cus) Tt ECss) ful(ss 十 zs 一 gs) | 
我 们 对 ss 二 0,1,2,3 分 别 求 出 fs(ss) 的 值 , 当 $3 二 0 时 ， 
f3(0)= min [(3 十 us) 十 0.5X0 二 fC(us 一 2) 


2 三 wu, 硅 5 的 整数 


u3 (0) 一 2 
这 就 是 说 , 行 第 三 个 月 初 库 存 为 零 , 则 三 、 四 两 个 月 最 低 费 用 为 12( 千 元 ) ,第 三 个 月 
最 优 产量 为 2 个 单位 。 依 此 类 推 , 可 得 表 7-9。 
表 7-9 


33 


°° | | : | 3 
se Ts To TTT 
crt lal sashsl slesl se [ns [sl s ss 

mn | | 


pe [2 ls 


a | ll 和 | 
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当 & 王 2 时 ,有 
fz(s2) = minLC(Cxz ) 十 开 (s) 十 Fas(s 十 xz 一 gz) | 
其 中 状态 变量 5s 二 10,1,2,3})。 
决策 变量 uz 为 
max(0,gsz 一 S) 过 xz 过 min(6,gz 十 3 一 szygz 十 gs 十 g4 一 S) 的 整数 , 即 
max(0,3 一 52) 三 ww 三 min(6,6 一 52,9 一 $52) 的 整数 。 
本 段 计 算 结 果 见 表 7-10。 
当 & 王 1 时 ,有 
fi(51) = minLCCw ) 十 开 (s) 十 F(s 十 za 一 gl) 
由 于 状态 %: 一 0, 本 月 产量 同样 要 受 本 月 需求 量 、 最 大 库存 容量 .最 大 生产 能 力 等 
约束 限制 ,应 为 2 三 ui 三 5 的 整数 , 则 
表 7-10 


$2 


a EFFECTEFEEEFCEEEEFEF 
EE SE 


5 


11(0)=, min, gL Cu) tf 2)) 


ul] 和 7 
计 算 结果 见 表 7-11。 


表 7-11 
S1 0 

fi(s1) 21 

ul (s1) 2 


由 表 7-11 可 知 , 总 最 低 费 用 为 f1(0) 二 21( 千 元 ) ,第 一 个 月 最 佳 产量 为 2 单位 。 而 
需求 gy 二 2, 所 以 第 二 个 月 初 库存 量 为 零 , 青 由 表 7-10 中 查 s; 二 0 列 可 得 第 二 个 月 最 佳 产 
量 为 5 单位 , 同 理 通 过 查 表 7-9、 表 7-8 可 得 第 三 、 第 四 月 的 最 佳 产量 。 

即 最 佳 生产 计划 为 ; 第 一 个 月 生产 2 单位 ,第 二 个 月 生产 5 单位 ,第 三 个 月 不 生产 
第 四 个 月 生产 4 单位 。 

总 结 上 述 解 题 过 程 , 可 得 此 类 生产 存储 问题 的 基本 方程 为 

je = min| Cu) 二 EC(si) 十 frun(st 二 ur Om— g) E113a) 


| k=nn— 1,*…,] 
Fd 一 0 (7. 13b) 
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若 最 大 库存 量 为 9, 每 月 最 大 生产 能 力 为 p, 则 状态 集合 为 
| 
允许 决策 集合 为 四 
max(0,g4 一 s) Zi Smin(p, Ds, — ssgt 十 4 一 sj 


例 8 采购 与 销售 问题 

某 商店 在 未 来 的 4 个 月 里 ,准备 利用 它 的 一 个 仓库 来 专门 经 销 某 种 商品 ,仓库 最 大 容 
量 能 储存 这 种 商品 1 000 单位 。 假 定 该 商店 每 月 只 能 出 卖 仓 库 现 有 的 货 。 当 商店 在 某 月 
购 货 时 ,下 月 初 才能 到 货 。 预 测 该 商品 未 来 四 个 月 的 买卖 价格 如 表 7-12 所 示 , 假 定 商店 
在 1 月 开始 经 销 时 ,仓库 储 有 该 商品 500 单位 。 试 问 夺 不 计 库 存 费 用 ,该 商店 应 如 何 制订 
1 月 至 4 月 的 订购 与 销售 计划 ,使 预期 获 利 最 大 。 


表 7-12 
] 10 12 
2 9 8 
3 11 13 
4 15 17 


解 ” 按 月 份 划 分 为 4 个 阶段 ,k= 二 1,2,3,4 
状态 变量 sx: 第 k& 月 初时 仓库 中 的 存货 量 ( 含 上 月 订货 ) 
决策 变量 xi: 第 & 月 卖 出 的 货物 数量 。 

y :第 &A 月 订购 的 货物 数量 。 
状态 转移 方程 : 

sk 一 S 十 和 一 
最 优 指标 限 数 fi (si): 第 k 月 初 存货 量 为 ss 时 ,从 第 & 月 到 4 月 末 所 获 最 大 利润 。 
则 有 逆序 递 推 关系 式 为 


| =—= es [pars OO— ceys tt frnlser) | Lh 
0<y, <1 000—(s, —z, ) 
fs(ss)=0 
当 & 王 4 时 
(4s4) = max [17z — 15~4 
0<zy < 


0<y, S1000—(s, —z,) 


显然 ， 决策 应 取 z 一 S4 PY = 时 才 有 最 大 值 Js4) 一 1784 
当 & 王 3 时 
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(ss ) 一 max [13zxs 一 1]1lys 十 17(ss 十 ys 一 3) 


0<z3 ss 
0<y, 三 ] 000 一 (33 一 Z3 ) 


一 max [一 4zs 十 6ys 十 17ss 


0<z3 太 33 
0 和 ?3 | 000 一 (33 一 Z3 ) 


这 个 阶段 需求 解 一 个 线性 规划 问题 : 
max > 一 一 4zs 十 0ys 十 17ss 
元 六 的 


Ss. 1 三 1 000 一 ss 


TX3，y3 宇 0 
zz 二 53，y3 二 1 000 时 有 最 大 值 f3(s3) 二 6 000 十 13ss 
当时 

fz (sz) 一 本 [8zxz 一 9v 十 6000 十 13(s: 十 yz 一)] 
0<y, <1000—(s,—z,) 
2 [6 000 十 13ss 一 5xz 十 4y2 | 
0<y, <1000—(s,—z, ) 
求解 线性 规划 问题 : 
max zx 一 6000 十 13sz 一 5zs 十 4yz 
2 2 
St < 一 Ta 000— ss 
Z2y yz 之 0 
得 zi =0, 好 一 1000 一 sz 
(sz ) 一 6 000 十 13sz 十 4 000 一 4sz 一 10 000 十 9sz 
当 & 三 1 时 
万 (500 ) 一 pr [12zi — l0yi 十 10000 十 9(s1 二 vyi 一 zx1)] 
0<% <500+zI 
= od [3z1 一 yi 十 14 500j 
0<y <500+z] 
解 线性 规划 问题 : 
maxz 三 14 500 十 3T1 一 yi 
900 
s.t.4yl 一 ZI 妇 500 

Zly yl 之 0 

得 决策 Xr =500, yr =0, f1(500)==14 500 十 3X500= 二 16 000 


最 优 策略 见 表 7-13。 最 大 利润 为 16 000。 
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表 7-13 
月 份 购 进 量 (yi) 
] 0 
2 1000 
3 1 000 
4 0 


三 、 设 备 更 新 问题 

企业 中 经 常会 遇 到 一 台 设 备 应 该 使 用 多 少年 更 新 最 合算 的 问题 。 一 般 来 说 ,一 台 设 
备 在 比较 新 时 ,年 运转 量 大 ,经 济 收 入 高 ,故障 少 , 维 修 费 用 少 , 但 随 着 使 用 年 限 的 增加 ,年 
运转 量 减少 因而 收入 减少 ,故障 变 多 维修 费用 增加 。 如 果 更 新 可 提高 年 净 收 入 ,但 是 当年 
要 支出 一 笔 数 额 较 大 的 购买 费 。 设 备 更 新 间 题 的 一 般 提 法 : 在 已 知 一 台 设 备 的 效益 晒 数 
r~(i) ,维修 费用 琐 数 w(G) 及 更 新 费用 困 数 c(1) 条 件 下 ,要 求 在 nn 年 内 的 每 年 年 初 做 出 决 
策 , 是 继续 使 用 旧 设 备 还 是 更 换 一 台新 的 ,使 年 总 效益 最 大 。 

设 ri(t): 在 第 & 年 设备 已 使 用 过 /上 年 (或 称 役 龄 为 上 年 ) ,再 使 用 1 年 时 的 效益 。 

wii : 在 第 & 年 设备 役 龄 为 上 年 ,再 使 用 一 年 的 维修 费用 。 

ce(1): 在 第 &A 年 卖 掉 一 台 役 龄 为 上 年 的 设备 , 买 进 一 台新 设备 的 更 新 净 费 用 。 

a 为 折扣 因子 (0 三 a 三 1) ,表示 一 年 以 后 的 单位 收入 价值 相当 于 现年 的 a 单位 。 

下 面 建立 动态 规划 模型 。 

阶段 &CR 王 1,2,… ,7) 表 示 计 划 使 用 该 设备 的 年 限 数 。 

状态 变量 si: 第 & 年 年 初 , 设 备 已 使 用 过 的 年 数 , 即 役 龄 。 

决策 变量 xz: 是 第 年 年 初 更 新 (replacement) ,还 是 保留 使 用 (keep) 旧 设备 ,分 别 用 


R 与 K 表示 。 
状态 转移 方程 为 
s 十 1 一 = 
Sk 十 1] -| 
] 一 = 到 
阶段 指标 为 
rp(Sk) — Ur (Sk) = 
Uj; (Sk» Th) -| 
ri(0) 一 MO) 一 CRCSKD) 一 认 = 民 
指标 函数 为 


Vn 和 pe (k 一 一 | A 
最 优 指 标 限 数 fi (si) 表 示 第 年 年 初 ,拥有 一 台 役 龄 为 ss 年 的 设备 ,采用 最 优 更 新 
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策略 时 到 第 n 年 年 末 的 最 大 收益 , 则 可 得 如 下 的 逆序 动态 规划 方程 : 
| fr (st) 一 max Lv (ss TE) 二 afrin(sn)| k=n,nOQm1,.…,1 (7.14a) 


| 万 HGCsH) 一 0 (7.14b) 
实际 上 ， 


rs) — ua(s) Taf TT 1) 2 = 
fr(si) = max| 
re(0)— ul0)—cilss)Tafin(l) 当 zx: = R 


例 9 设 某 人 台新 设备 的 年 效益 及 年 均 维修 费 、 更 新 兆 费 用 如 表 7-14 所 示 。 试 确定 今 
年 内 的 更 新 策略 ,使 总 收益 最 大 ( 设 a 二 1)。 


表 7-14 i 
ee 
项 目 


解 ” 如 前 述 建 立 动态 规划 模型 ,一 5 
I 当 zxs=K 
fs(ss)—=max 
EN 当 zs=R 
状态 变量 ss 可 取 1,2,3,4。 
{stl us tl) 当 xs 二 KK 
fs(l1)=max 
[rs 00) — us (0) —es C1) 当 xs 二 R 


| 和 4 ed | 1_ 
一 max 一 3.5 Xs(1)=K 
5 一 各 5 一 5 


|- =2.9 Ts(2)=—=K 
一 2.2] 


3. 79 一 2 本 


ee 


ai zi(3) 一 有 


一 2 


(i.s zs(4)=R 


人 
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Pet]1) 当 zx 一 开 
Aco=ma 

PiKO0 一 MO 一 CC5D 二 方 (1) 当 z4 一 了 
这 时 S4 可 取 A 


二 = | 
-一 0.5 xz41(1)=R 
0 61 wus) 


4 一 1 5 十 2 


/cD =m 


LE 
5—0.5—2.2+3.5/ 


3 70 2 1 3 


fa (2) -md 


/cmax| le T4141(3)=R 
Vd om. 543.5| 

当 有 一 3 时 ， 

ra(ss)—wus(ss) F (ss 十 1) 当 zs 一 开 


fr) =max| 
ra(0)—us(0)—cs(s3) 十 (1) 当 xz;3=R 


此 时 ss 可 取 1 或 2。 


4.5—1 直 5.8 | 
-一 9.5 xz3(1)=R 
5—0.5—1.5+6.5| 


md 


hmax| 


AD 一 ma | -sa Za(2) 一 下 
5 一 0.5 一 2.2 十 6.5| 
要 二 时 
rz(s2 ) 一 xz (sz) 十 F(sz 十 1) 当 xXx, 二 KK 
Ap 一 max 
r2(0)—wuz(0)—c2 (sz)T fs (1) 当 zz 一 人 


由 于 S2 只 能 取 1, 所 以 


一 SS | 
fmax| -一 12. 5 x2(1)=R 
人 5/ 
当 &A 王 1 时 ， 
rs) — ws Tr f(si Tl1) 当 X 二 KK 
万 (sl ) =max| 
ri1(0)—u(0)—ci(si)T f. (1) 当 Z 一 了 人 
由 于 $1 只 能 取 0, 所 以 
D052 1 
hc =max| 一 17 TX1(0)=K 
i 


上 述 计 算 递 推 回去 , 当 zx? (0)= 二 K 时 ,由 状态 转移 方程 


第 七 章 ”动态 规划 


si 十 1] zi 二 KK | oe 
$2 一 知 sz 二 1, 查 f2(1) 得 xz 一 有 


1 Z1 一 人 


sz 十 ] zz 一 开 

则 “| 推出 S3 一] 
1 Z2 一 人 

则 查 户 (1) 得 : Z3 一 人 

推出 % 一 1, 查 f4(1): XT4 一 人 


状态 ss 二 1, 查 fs (1): Xs 一 上 
可 得 本 例 最 优 策略 为 : {K,R,R,R,K), 即 第 一 年 年 初 购买 的 设备 到 第 二 、 第 三 、 第 四 
年 年 初 各 更 新 一 次 ,用 到 第 5 年 年 末 , 其 总 效益 为 17 万 元 。 


、 复 合 系统 工作 可 靠 性 问题 


某 种 机 器 的 工作 系统 由 宛 个 部 件 串联 组 成 ,只 要 有 一 个 部 件 失 灵 ,整个 系统 就 不 能 正 
币 工 作 。 为 提高 系统 工作 的 可 筠 性 ,在 每 个 部 件 上 均 装 有 主要 元 件 的 备用 件 ,并 设计 了 备 
用 元 件 自 动 投 入 装置 。 显 然 , 备 用 元 件 越 多 ,整个 系统 工作 的 可 靠 性 越 大 ,但 备用 元 件 增 
多 也 会 导致 系统 的 成 本 .重量 体积 相应 增 大 ,工作 精度 降低 。 因 此 ,在 考虑 上 述 限 制 条 件 
下 ,如 何 选 择 各 部 件 的 备用 元 件数 ,使 整个 系统 的 工作 可 徘 性 最 大 。 

设 部 件 i(i 二 1,2,…,n) 上 装 有 xz; 个 备用 元 件 时 ,正常 工作 的 概率 为 p;(x;)。 因 此 ， 
整个 系统 正常 工作 的 可 靠 性 ,可 用 它 正 常 工 作 的 概率 来 衡量 , 即 


P= [| pi;Czxi) 
;一 1 


设 一 个 部 件 i 的 备用 元 件 费 用 为 c;, 重 量 为 zw, 要求 整 个 系统 所 装备 用 元 件 的 总 费用 
不 超过 C, 总 重量 不 超过 W, 则 这 个 问题 的 静态 规划 模型 为 
求 a gag Ha ,使 得 


maxP = || p(xz;) (7. 15a) 
i 一 1 
且 满 足 约 束 
> (7.15b) 
i 一 ] 
> rzori <W 了 


ZX; 宇 0 且 为 整数 ” (i= 1,2,…,n) 
这 是 一 个 非 线 性 整数 规划 问题 ,求解 比较 困难 ,如 用 动态 规划 的 方法 求解 相对 是 比较 
容易 的 。 下 面 来 构造 它 的 动态 规划 模型 。 
显然 ,决策 变量 wu 应 选 定 为 部 件 & 上 所 装 的 备用 元 件数 xz; ,问题 可 以 分 为 n 个 阶段 ， 
每 个 阶段 解决 一 个 部 件 应 装备 用 元 件数 。 


i 


由 于 有 两 个 约束 条 件 , 所 以 状态 变量 是 二 维 的 , 令 5 为 第 & 个 到 第 个 部 件 容许 使 
用 的 总 费用 ,yw 为 第 & 个 到 第 n 个 部 件 容许 的 总 重量 。 因 此 状态 转移 方程 为 


JSan | 


J — Ve Uk 
允许 决策 集合 为 
Di se ye)= {ulmin(Lse /cj Lyr/rwr jj) ,ur 为 整数 } 
其 中 [Lssy ct 表示 不 超过 sy cs 的 最 大 整数 ,| yi/rwi 意义 相同 。 
指标 晒 数 为 


Vi 一 [ [pi;C) 


i 二 kk 


最 优 指 标 师 数 fr= (sk ,VY ) 为 由 状态 Sk ss Vk 出 发 ,从 部 件 k 到 部 件 nl 的 系统 工作 可 徘 
性 的 最 大 值 。 
由 此 可 得 整 机 可 和 苇 性 的 动态 规划 基本 方程 为 


frst» VY) 一 max\ pr (ux) 。 fensk 一 MECE Ve — Ur)} (7.16a) 
ea k 


下 
万 HTCsnH Ynt+1) = 1 (7.16b) 
这 个 例子 的 特点 是 ,指标 函数 是 连 乘 的 递 推 关 系 ,边界 条 件 为 1。 这 是 因为 f,+1 取 值 
与 我 们 所 讨论 的 问题 无 关 ,1 为 乘法 恒 量 的 缘故 。 当 求 出 1(C,W) 时 即 为 整个 系统 工作 
的 最 大 可 靠 性 。 


五 、 货 即 担 问题 


货 郎 担 问 题 一 般 提 法 为 : 一 个 货 即 从 某 城镇 出 发 ,经 过 知 干 个 城镇 一 次 , 且 仅 一 次 ， 
最 后 仍 回 到 原 出 发 的 城镇 , 问 应 如 何 选 择 行 走路 线 可 使 总 行程 最 短 ,这 是 运筹 学 的 一 个 著 
名 问题 ,实际 中 有 很 多 问题 可 以 归结 为 这 类 问题 。 

设 如 ,v2o，,… ,vs 是 已 知 的 nn 个 城镇 ,城镇 w 到 城镇 w 的 距离 为 d;, 现 求 从 vi 出 发 ， 
经 各 城镇 一 次 且 仅 一 次 返回 vi 的 最 短路 程 。 阁 对 n 个 城镇 进行 排列 ,有 (n 一 1)! /2 种 
方案 ,所 以 穷 举 法 是 不 现实 的 。 

货 郎 担 问 题 也 是 求 最 短路 径 问题 ,但 与 例 4 的 最 短路 问题 有 很 大 不 同 , 建 动态 规划 模 
型 时 ,虽然 也 可 按 城镇 数目 将 问题 分 为 n 个 阶段 。 但 是 状态 变量 不 好 选择 ,不 容易 满足 
无 后 效 性 。 为 保持 状态 间 相 互 独立 ,可 按 以 下 方法 建 模 : 

设 S 表示 从 vi 到 vw; 中间 所 有 可 能 经 过 的 城市 集合 ,S 实际 上 是 包含 除 vi 与 v; 两 个 
点 之 外 其 余 点 的 集合 ,但 S 中 的 点 的 个 数 要 随 阶 段 数 改变 。 

状态 变量 (i,S) 表 示 : 从 mm 点 出 发 ,经 过 S 集合 中 所 有 点 一 次 最 后 到 达 vi。 

最 优 指标 函数 fi(i,S) 为 从 vi 出 发 经 由 & 个 城镇 的 S 集合 到 wv; 的 最 短 距 离 。 
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决策 变量 Pi(i,S) 表 示 : 从 vi 经 & 个 中 间 城 镇 的 S 集合 到 w; 城镇 的 最 短路 线 上 邻 
接 vi 的 前 一 个 城镇 , 则 动态 规划 的 顺序 递 推 关系 为 
Ft min( fm (j,S\{7}) + di} (7, 17a) 
i 一 di CO 为 空 集 (&8 = 二 1,2,…,n 一 ]，i 二 2,3,…,n) (7.17b) 
贷 即 担 问题 当 城 市 数目 增加 时 ,用 动态 规划 方法 求解 ,无 论 是 计算 量 还 是 存储 量 都 会 
大 大 增加 ,所 以 本 方法 只 适合 于 nn 较 小 的 情况 。 


第 五 节 马 氏 决策 规划 简介 


前 面 讨论 了 确定 型 动态 规划 问题 。 本 市 将 简单 介绍 处 理 随 机 系统 多 阶段 决策 的 马尔 
可 夫 决 策 规划 (Markov decision programming ,简称 马 氏 决策 规划 )。 

确定 型 系统 与 随机 性 系统 的 区 别 在 于 系统 的 状态 转移 过 程 是 确定 的 还 是 随机 的 (但 
有 某 种 随机 规律 ) 。 确 定型 系统 , 当 第 & 段 的 状态 zx 与 决策 ur(zi) 确 定 后 ,第 k& 十 1 段 的 
状态 zit 就 完全 确定 了 。 对 整个 过 程 来 说 , 硅 初 始 状 态 zi 给 定 , 又 给 定 某 一 策略 
(az CD) 则 整个 过 程 就 完全 确定 了 。 而 在 随机 系统 中 ,即使 给 定 第 A 段 
的 状态 x 和 决策 ui (zi) ,第 & 十 1 段 的 状态 也 不 能 完全 确定 ,而 是 一 个 随机 变量 ,只 知道 
其 概率 分 布 。 在 初始 状态 1] 给 定时 ,相应 策略 为 {i (Tz1) ,wz(Z2),… ,ua(Zi),…), 其 中 
Zi 为 系统 在 第 & 段 的 状态 集合 ,表明 ww(Zi) 要 对 第 k& 段 状态 的 一 切 可 能 值 给 定 相 应 的 
决策 。 


一 、 马 尔 可 夫 过 程 


有 一 类 动态 随机 系统 ,其 系统 状态 的 转移 规律 具有 无 后 效 性 , 即 已 知 现时 系统 所 处 的 
状态 ,采取 决策 后 虽 不 能 预知 下 次 系统 将 转移 到 哪个 状态 ,但 下 次 转移 到 的 状态 所 服从 的 
概率 规律 是 已 知 的 , 且 与 系统 以 前 的 发 展 历史 无 关 , 我 们 称 这 种 系统 状态 的 转移 规律 具有 
马尔 可 夫 性 质 , 称 这 种 过 程 为 马尔 可 夫 过 程 (以 下 简称 马 氏 过 程 )。 

下 面 考虑 一 种 简单 的 马 氏 过 程 , 即 状态 和 时 间 参 数 都 是 离散 的 马 氏 过 程 。 为 方便 起 
见 ,假定 相继 两 次 转移 之 间 的 时 间 间 隔 为 常数 1; 系统 是 有 限 的 , 即 有 N 个 状态 , 标 以 1 
至 NN 的 编号 。 记 系统 在 时 刻 1 处 于 状态 i, 而 在 下 一 时 刻 t 十 1 转移 到 状态 j 的 概率 为 
pj， 应 有 

3 一 1 Opys 夺 1 
其 中 站 表示 系统 逗留 在 状态 ; 的 概率 ,我 们 称 了 二 Lpi jwxN 为 状态 转移 矩阵。 
例如 有 一 工厂 为 市 场 生产 某 种 产品 ,每 月 月 初 对 产品 的 销售 情况 进行 一 次 检查 ,其 


结果 有 二 : 销路 好 ( 记 为 状态 1); 也 可 能 销路 差 ( 记 为 状态 2)。 奋 处 于 状态 1, 由 于 各 种 
随机 因素 的 干扰 ,下 月 月 初 仍 处 于 销路 好 的 概率 为 0. 5, 转 为 销路 差 的 概率 也 为 0.5; 奢 处 
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于 状态 2, 则 下 月 初 转 为 销路 好 的 概率 为 0.4, 仍 处 于 销路 差 的 概率 为 0.6。 则 状态 转移 


矩阵 为 
pu plz 0 3 
四 网 ,= od 0 6 
二 、 赋 值 马 氏 过 程 
若 上 面 所 述 的 具有 N 个 状态 的 马 氏 过 程 . 当 它 在 任意 时 刻 从 状态 :转移 到 状态 7 时 
可 以 获得 相应 的 效益 , 记 为 ri。 这 种 马 氏 过 程 随 着 状态 转移 可 得 到 一 系列 的 报酬 ( 效 
益 ) ,我 们 称 其 为 赋值 马 氏 过 程 。 称 R= 二 Lrs jnxn 为 报酬 和 矩阵。 
上 述 工厂 车 某 月 初 销 路 好 ,下 月 初 仍 销路 好 可 获 利 9 千 元 ,下 月 初 转 为 销路 差 可 获 利 
3 千 元 ; 若 某 月 初 销路 差 , 下 月 初 转 为 销路 好 可 获 利 3 千 元 ,下 月 初 仍 为 销路 差 要 亏本 
7 于 元 。 
则 报酬 矩阵 为 
ril 7 了 12 9 总 
网 "|= |, | 
下 面 考虑 系统 经 过 一 定 阶段 的 运行 后 的 总 期 望 报酬 。 
记 gC 让 为 由 状态 i 做 出 一 次 转移 的 期 望 报酬 , 则 有 
qi) = > psrs (i= 1,2,.,N) 1) 
称 Q 二 [Lg(1),g(2),…,g(N)]」 为 一 次 转移 的 期 望 报酬 向 量 。 记 v,( 让 为 系统 由 状态 
i 经 过 n 次 转移 之 后 的 总 期 望 报酬 , 则 有 
vaD) 一 pasLrst wa) = g++ oO pavelj) (i=1,2,%,N) (7.19) 


其 中 p; 表示 由 状态 i 转移 到 状态 7 的 概率 ,r; 表示 由 状态 i 转移 到 状态 j 的 相应 报酬 。 
称 VV, 二 [v1) ,v2),… ,vA(N)] 为 nn 次 转移 的 总 期 望 报 醋 向 量 。 


对 P= [ps JnxNn ,R=Lr; jnxy 
定义 乘法 @: 
N 
POR 本 | Dpors 
则 有 
N N T 
0 = POR = | Dh pur > posrss | (7. 20) 
j=1 j=1 
V, = OPV, 1， (n= 2533") 和 
Vi 一 OO 了 


仍 以 上 述 工厂 为 例 , 由 前 已 知 
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0.5 0.5 9 3 
i pd a 
0.4 0.6 = 


0.5 0.5 9 3 6 
-ro 一 [ok ugjols -| 
即 如 果 当 前 销路 好 , 则 下 月 获 利 6 000 元 ,和 否则 下 月 损失 3 000 元 。 


wo-[ 


61 ro.5 0.51r 6 7.5 
WV: 0TH 因 ,|+ by ;= 轿 ,| 
利用 式 (7. 21) 依 此 类 推 ,可 以 得 出 该 工厂 在 不 同 的 初始 状态 (销路 好 或 销路 差 ) 下 ,经 
过 硅 干 月 后 的 总 期 望 获 利 情况 ,如 表 7-15 所 示 。 


表 7-15 


由 式 (7. 20) 可知 


(1)( 开 始 销路 好 ) . 9. 555 10. 555 5 
va (2)( 开 始 销路 差 ) 二 一 0. 444 0. 555 6 
三 、 马 氏 决 策 规划 


在 赋值 马 氏 过 程 中 ,如 果 在 某 状 态 选 用 不 同 的 决策 能 够 改变 相应 的 状态 转移 和 矩阵 及 
报酬 矩阵 ,就 产生 了 动态 随机 系统 求 最 优 策略 的 问题 。 马 氏 决 策 规划 就 是 研究 这 类 问 
题 的 。 

下 面 我 们 通过 实例 来 介绍 马 氏 决策 规划 中 有 限 阶段 模型 的 一 种 求解 方法 一 一 值 迭 代 
法 。 设 系统 目标 为 总 期 望 报酬 最 大 化 。 

例 10 仍 以 上 述 工 厂 为 例 , 设 该 工厂 在 每 个 状态 可 选 的 决策 是 不 登 广告 ( 记 作 方式 
1) 或 登 广告 ( 记 作 方式 2)。 奋 不 登 广 告 ,自然 无 广告 费 ; 硅 登 广告 ,要 花 额 外 的 广告 费 , 但 
下 月 初 销路 好 的 概率 可 增加 。 

选 决 策 方式 1 的 状态 转移 矩阵 及 报酬 矩阵 为 


fF0.5 0.5 rr9 3 
= |，， 0 6 -| | 
选 决 策 方 式 2 的 状态 转移 和 矩阵 及 报酬 矩阵 为 
-I ,fr4 4 
0 0 3 | _ 9) 


问题 是 在 奋 干 月 内 采取 什么 决策 才能 使 其 总 期 望 报酬 最 大 。 
用 nn 表示 系统 的 阶段 数 。p5 表 示 系 统 当 前 处 于 状态 i 下 一 步 以 d 种 决策 方式 转移 
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到 状态 7 的 概率 。 
fn(i) 表 示 系 统 初始 状态 为 i, 采取 最 优 策 略 时 的 总 期 望 报酬 最 大 值 。 


则 有 如 下 方程 : 
N 
fli) = max {gqg D+ Oplfadj)} n=2,. (7.23a) 
dE€ {1,2} pp 
fi1G) = max {g’ (2)) C7. 23b) 
dE€E!{l,2} 
由 于 


oN 9. slo | | 
q' (2) 0.4 0.6 3 一 ?7 一 3 
TE ,、 [0.8 0.2 4 4] 「 4 
4 eg or -0 ojel |=-L | 
因而 
fi1(1)=max{g (1),g (1)}=max{6,4}=6 
dt1}=1 
fi1(2)=max{g' (2) ,gq (2)) 一 max{( 一 3, 一 5} 一 一 3 
CO 
d, (7) 为 第 nn 阶段 处 于 i 状态 时 的 决策 。 
这 表明 ,该 厂 不 论处 于 状态 1 还 是 状态 2, 如 果 再 继续 生产 1 个 月 ,都 应 采取 决策 1， 
即 不 论 销 路 好 还 是 销路 差 都 不 登 广告 。 
如 果 继 续 生 产 两 个 月 : 


2 2 
f2:(1)= max|g') 二 > plf1(j) ,gq (1)+ Dy phf10)| 
j=1] j=1 
一 max(t6 十 0.5XX6 十 0.5 X( 一 3), 4 十 0.8X6 十 0.2X (一 3)) 


一 mnaxt7.5，8.2)/ 一 8.2 
ds(1)=2 


2 2 
fz (2)= max| gC2) 二 > pf1(7) ,gq (2) > p87107)| 
j=1 j=1 
= maxl—3TF0.4X6T-0.6X(—3)—5T0.7X6T-0.3X (— 3 
一 max{( 一 2.4, 一 1.7) 一 一 1.7 
dz(2) 一 2 
这 表明 ,如果 继续 生产 两 个 月 ,第 1 个 月 不 登 广 告 , 第 2 个 月 登 广 告 。 
同样 可 以 计算 出 经 3 步 .4 步 ……… 转 移 时 的 结果 ,将 计算 结果 列 于 表 7-16 中 。 


利用 上 述 的 值 迭 代 法 ,可 以 算出 系统 当前 处 于 状态 i, 经 任意 7 步 转移 应 采取 怎样 的 
最 优 策略 以 及 所 获得 的 总 报酬 期 望 值 。 
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表 7-16 
(经营 时 间 / 月 ) | 


所 (1)( 目 前 销路 好 ,n 月 后 停业 的 最 大 总 Ee 0 ]2 222 
期 望 报 酬 ) 

d,(1) (目前 销路 好 , 若 n 月 后 停业 应 

的 最 优 决策 ) 

fn(2)( 目 前 销路 差 ,n 月 后 停业 的 最 大 总 二 2 223 
期 望 报酬 ) 

dn(2)( 目 前 销路 差 , 铬 nn 月 后 停业 应 

的 最 优 决策 ) 


一 般 来 说 ,大 多 数 不 断 运行 的 系统 没有 明显 的 终点 ,对 于 迭代 中 的 4, (i) ,如 果 直 到 
充分 大 的 n 才能 停止 过 程 ,那么 , 值 迭代 法 就 不 是 很 有 效 的 。 对 于 无 限期 的 过 程 或 做 多 次 
转移 后 才 结 束 的 过 程 ,可 以 用 一 种 直接 分 析 的 方法 一 一 策略 迭代 法 来 求解 ,这 里 不 
再 介绍 。 

马 氏 决策 规划 的 基本 概念 于 20 世纪 60 年 代 建 立 , 几 十 年 来 ,无 论 是 理论 上 还 是 应 用 
方面 都 有 很 大 进展 。 根 据 其 报酬 函数 和 目标 函数 的 不 同 ,建立 了 不 同类 型 的 优化 模型 ,如 
有 限 阶段 模型 .折扣 模型 .平均 模型 、 无 界 报酬 模型 等 。 对 这 些 模 型 的 理论 研究 已 取得 了 
较 好 的 成 果 。 另 外 , 马 氏 决策 规划 也 被 成 功 地 应 用 于 许多 实际 问题 ,如 i 
机 器 的 最 优 更 换 、 维 修 问 题 、 质 量 控 制 问题 水库 最 优 调度 问题 、 随 机 旅 二 
行 售 货 点 问题 .电话 网 络 中 的 最 优 线路 问题 .最 优 投资 与 消费 问题 等 。 


习 识 
7.1 现 有 天 然 气 站 A, 需 数 设 管道 到 用 气 单位 EE, 可 以 选择 的 设计 路 线 如 图 7-6 所 


示 ,B1,…,D; 各 点 是 中 间 加 压 站 ,各 线路 的 费用 已 标 在 线段 劳 ( 单 位 : 万 元 ), 试 设计 费用 
最 低 的 路 线 。 要 求 分 别 用 动态 规划 的 逆序 和 顺序 算法 求解 。 
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7.2 一 条 货轮 在 A 港 装 货 后 驶 往 下 港 ,中 途 需 徘 港 加 油 淡水 三 次 ,从 A 港 到 下 港 
全 部 可 能 的 航运 路 线 及 两 港 之 间距 离 如 图 7-7, 上 FE 港 有 3 个 码头 上 、F:*、Fs, 试 求 最 合理 停 
徘 的 码头 及 航线 ,使 总 路 程 最 短 。 


7-7 


7.3 某 厂 每 月 生产 某 种 产品 最 多 600 件 , 当 月 生产 的 产品 车 未 销 出 ,就 需 存 储 ( 当 月 
入 库 的 产品 ,该 月 不 付 存 储 费 ) 。 月 初 就 已 存储 的 产品 需 文 付 存 储 费 ,每 100 件 每 月 1 干 
元 。 已 知 每 100 件 产品 的 生产 费 为 5 千 元 ,在 进行 生产 的 月 份 工 厂 要 支出 经 营 费 4 千 元 ， 
市 场 需求 如 表 7-17 所 示 ,假定 1 月初 及 4 月 底 库存 量 为 零 ,试问 每 月 应 生产 多 少 产品 , 才 
能 在 满足 需求 条 件 下 ,使 总 生产 及 存储 费用 之 和 最 小 。 


7.4 某 公 司 有 资金 4 万 元 ,可 和 癌 A、B、C 三 个 项 目 投资 ,已 知 各 项 目 不 同 投资 额 的 相 
应 效益 值 如 表 7-18 所 示 , 问 如 何 分配 资 金 可 使 总 效益 最 大 。 列 出 动态 规划 模型 ,并 分 别 
用 逆序 和 顺序 解法 求解 。 


表 7-18 万 元 
- 投 资 额 
项 目 
°°? | 1 | *? | ;， | 1 
A 0 41 48 60 66 
B 0 42 50 60 66 
和 0 64 68 78 76 


7.5 为 保证 某 设备 正常 运转 , 需 对 串联 工作 的 三 种 不 同 零件 A1、A;、A;s 分 别 确定 备 
件数 量 。 知 增加 备用 零件 的 数量 ,可 提高 设备 正 稼 运转 的 可 徘 性 ,但 费用 要 增加 ,而 总 投 
资 额 为 8 千 元 。 已 知 备用 零件 数 与 它 的 可 靠 性 和 费用 关系 如 表 7-19 所 示 , 求 Al、A;、A; 
的 备用 零件 数量 各 为 多 少时 ,可 使 设备 运转 的 可 徘 性 最 高 。 
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7.6 某 工 三 有 1000 台 机 各 ,可 以 在 高 、 低 两 种 不 同 负 人 答 下 进行 生产 。 假 设 在 高 负 
倚 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 5 和 投入 的 机 各 数量 w 的 关系 为 Si 一 8y ,机 上 需 的 完好 率 为 
0.7; 在 低 负 衔 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 s; 和 投入 的 机 需 数 量 yz 的 关系 为 ?一 5yz, 机 需 
的 完好 率 为 0.9。 现 在 要 求 制订 一 个 5 年 生产 计划 , 问 应 如 何 安排 使 在 5 年 内 的 产品 总 
产量 最 高 。 

7.7 某 工 三 接受 一 项 特殊 产品 订货 ,要 在 3 个 月 后 提供 某 种 产品 1 000kg, 一 次 交 
货 。 由 于 该 产品 用 途 特殊 ,该 三 原 无 存货 , 交 货 后 也 不 留 库 存 。 已 知 生产 费用 与 月 产量 关 
系 为 : C 王 1 000 十 3d 十 0. 005c ,其 中 4 为 月 产量 (kg); C 为 该 月 费用 (元 )。 每 月 库存 成 
本 为 2 元 /kg, 库 存量 按 月 初 与 月 末 存 储量 的 平均 数 计算 , 问 如 何 决定 3 个 月 的 产量 使 总 
费用 最 小 。 

7.8 将 数 48 分 成 3 个 正 数 之 和 ,使 其 乘积 为 最 大 。 试 用 动态 规划 方法 求解 。 

7.9 分 别 用 动态 规划 的 顺序 和 逆序 解法 求解 下 列 非 线性 规划 问题 : 

有 max F=zx1* XxX; * Xs 


I 十 Xs 十 Xs 三 4 


S。 Ts 
50 (1 二 1,2,3) 
(2) min P=—2 27s 2 dr 
Ge Ts 二 工 3a 二 3 


.LL 
| Pf 并 3 之 0 日 为 整数 
(3) InNax F=7Xriz2Txs 


fr 5x2sT2%se.20 
Sa 


TX1T2 9T3>0 
7.10 ”限期 采购 问题 (随机 型 )。 某 部 门 欲 采购 一 批 原料 ,原料 价格 在 5 周 内 可 能 有 
所 变动 ,已 预测 得 该 种 原料 今后 5 周 内 取 不 同 单价 的 概率 如 表 7-20 所 示 。 试 确定 该 部 门 
在 5 周 内 购 进 这 批 原 料 的 最 优 策略 ,使 采购 价格 的 期 望 值 最 小 。 
提示 : 阶段 &: 可 按 采 购 期 限 ( 周 ) 分 为 5 段 。 
状态 变量 si: 第 & 周 的 原料 实际 价格 。 
决策 变量 zi: 第 k& 周 如 采购 则 xz 二 1, 硅 不 采购 则 zx 一 0。 
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另外 用 swg 表示 : 当 第 & 周 决定 等 待 ,而 在 以 后 采购 时 的 采购 价格 期 望 值 。 
最 优 指 标 函 数 fi (si): 第 & 周 实际 价格 为 ss 时 ,从 第 & 周 至 第 5 周 采 取 最 优 策略 所 


人 花费 的 最 低 期 望 价格 。 
逆序 递 推 关 系 式 为 
人 Js -一 miIn1 ss SpE } Sk ££ 了 六 尺 — dyd2sl D:, 为 状态 集合 
LG) 一 $5 ss € D; 
表 7-20 
原料 单价 /元 概率 
500 0.3 
600 0.3 
700 0.4 


7.11 某 电子 企业 流水 线 生产 Al 、A: 两 种 产品 ,每 天 流水 线 工 作 5 小 时 ,组 装 产 品 
Ai 或 A; 的 生产 能 力 都 是 每 小 时 1 件 , 产 品 Ai、A; 的 成 本 分 别 为 4( 千 元 )、3( 千 元 ) ,每 件 
产品 售 价 与 产量 有 以 下 的 线性 关系 : 产品 Ai: 每 件 售 价 Pi 二 12 一 zi ,产品 Az: 每 件 售 价 
P: 王 13 一 2zz ,zl za 分 别 为 产品 Al、A: 的 产量 。 

问 : 每 天 应 如 何 安排 生产 ,才能 使 总 利润 最 大 ? 

(1) 建立 该 问题 的 数学 模型 ; 

(2) 用 动态 规划 方法 求解 。 

7.12 某 钠 头 制造 公司 在 近 5 周 内 需要 一 次 性 地 购买 一 批 原料 ,估计 未 来 5 周 内 价 
格 有 波动 ,其 浮动 价格 及 概率 如 表 7-21 所 示 , 试 求 各 周 的 采购 策略 ,使 采购 这 批 原料 价格 


的 数学 期 望 值 最 小 。 
表 7-21 
批 单价 概率 
9 0.4 
8 0.3 
7 0.3 


7.13 某 企 业 有 19000 万 元 资金 可 在 3 年 内 每 年 年 初 对 项 目 A\B 投资 , 硅 每 年 初 投 
资 项 目 A, 则 年 末 以 0.6 的 概率 回收 本 利 2 000 万 元 ,或 以 0.4 概率 丧失 全 部 资金 ; 耕 投 
资 项 目 B, 则 年 末 以 0.1 的 概率 回收 本 利 2 000 万 元 或 以 0. 9 概率 回收 1 000 万 元 。 假 定 
每 年 只 能 投资 一 个 项 目 , 每 次 1 000 万 元 (有 多 余 资 金 也 不 使 用 ) , 试 给 出 三 年 末期 望 总 资 
金 最 大 的 投资 策略 。 

7.14 某 公 司 购买 一 辆 某 型 号 汽车 ,该 汽车 年 均 利 涧 图 数 ~(i) 与 年 均 维 修 费 用 晒 数 
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u(t) 如 表 7-22 所 示 , 购 买 该 型 号 新 汽车 每 辆 20 万 元 ,如 果 该 公司 将 汽车 卖 出 ,不 同 役 龄 
价格 如 表 7-23 , 试 给 出 该 公司 四 年 赢利 最 大 的 更 新 计划 。 


表 7-22 
役 龄 , 
项 目 0 ] 2 3 
r(t) 20 18 17.5 15 
ult) 2 2.5 4 6 

表 7-23 
役 龄 1 2 3 4 
价格 /万 元 17 16 15.5 15 


7.15 已 知 4 个 城市 则 距离 如 表 7-24 所 示 , 求 从 妈 出 发 ,经 其 余 城 市 一 次 且 仅 一 次 
最 后 返回 vi 的 最 短路 径 与 距离 。 要 求 用 动态 规划 求解 。 


7. 16 试 述 动态 规划 的 最 优化 原理 ,日 举例 说 明 。 

7.17 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 动态 规划 中 定义 状态 应 保证 在 各 阶段 中 所 作 决 策 的 独立 性 ; 

(2) 对 一 个 动态 规划 问题 ,应 用 逆序 解法 和 顺序 解法 可 能 会 得 出 不 同 的 最 优 解 ; 

(3) 一 个 含 5 个 变量 和 3 个 约束 的 标准 化 线性 规划 问题 ,用 动态 规划 求解 时 将 其 转 
化 为 3 个 阶段 ,每 个 阶段 的 状态 变量 由 一 个 5 维 向 量 组 成 ; 

(4) 建立 动态 规划 模型 时 ,阶段 的 划分 是 最 关键 和 最 重要 一 步 。 


HAPTER 8 
第 八 章 
图 与 网 络 分 析 


18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 城中 流 过 一 条 河 ( 普 雷 。 格 尔 河 )。 河 上 有 七 座 桥 连 接着 河 的 两 
岸 和 河中 的 两 个 小 岛 , 如 图 8-1 所 示 。 当 时 那里 的 人 们 热 囊 于 这 样 的 游戏 : 一 个 游戏 者 怎 
样 才能 一 次 连续 走 过 这 七 座 桥 而 每 座 桥 只 走 一 次 , 回 到 原 出 发 点 。 没 有 人 想 出 这 种 走 法 ,又 
无 法 说 明 走 法 不 存在 ,这 就 是 著名 的 “七 桥 ” 难 题 。 瑞 士 数学 家 欧 拉 (E. Euler) 在 1736 年 
发 表 了 一 篇 题 为 “依据 几何 位 置 的 解 题 方法 ”的 论文 ,有 效 地 解决 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 难 题 ,这 
是 有 记载 的 第 一 篇 图 论 论文 , 欧 拉 被 公认 为 图 论 的 创始 人 。 欧 拉 的 求解 思路 是 将 这 个 问 
题 归 结 为 如 图 8-2 所 示 的 问题 。 他 用 A、B、C、D 四 点 表示 河 的 两 岸 和 小 岛 , 用 两 点 间 的 
连 线 表 示 桥 。 七 桥 问 题 变 为 : 从 A、B、C.D 任 一 点 出 发 ,能 否 通过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ， 
再 回 到 该 点 ? 欧 拉 证 明了 这 样 的 走 法 是 不 存在 的 ,并 给 出 了 这 类 问题 的 一 般 结论 


RS {人 D 
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1857 年 ,英国 数学 家 哈密 尔 顿 (Hamilton) 发 明了 一 种 游戏 ,他 用 一 个 实心 正 12 面体 
象征 地 球 , 正 12 面体 的 20 个 顶点 分 别 表 示 世 界 上 20 座 名 城 , 要 求 游戏 者 从 任 一 城市 出 
发 ,寻找 一 条 可 经 由 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 再 回 到 原 出 发 点 的 路 ,这 就 是 “环球 旅行 ? 问 
题 ,如 图 8-3 所 示 。 它 与 七 桥 问 题 不 同 , 前 者 要 在 图 中 找 一 条 经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 
路 ,通称 欧 拉 回 路 ,而 后 者 是 要 在 图 中 找 一 条 经 过 每 个 点 一 次 且 仅 一 次 的 路 ,通称 为 哈密 
尔 顿 回路 。 哈 密 尔 顿 根据 这 个 问题 的 特点 ,给 出 了 一 种 解法 ,如 图 8-4 粗 箭 线 所 示 。 

在 这 一 时 期 ,还 有 许多 诸如 迷宫 问题 .博弈 问题 以 及 棋盘 上 马 的 行走 路 线 之 类 的 游戏 
难题 ,吸引 了 许多 学 者 。 这 些 看 起 来 似乎 无 足 轻 重 的 游戏 却 引 出 了 许多 有 实用 意义 的 新 
问题 ,开辟 了 图 论 这 门 新 学 科 。 

运筹 学 中 的 “中 国 邮 路 问题 ”: 一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 要 走 遍 他 所 负责 的 每 条 街道 去 
送信 , 问 应 如 何 选择 适当 的 路 线 可 使 所 走 的 总 路 程 最 短 。 这 个 问题 就 与 欧 拉 回路 有 密切 
的 关系 。 而 著名 的 “ 货 郎 担 问 题 ? 则 是 一 个 带 权 的 哈密 尔 顿 回路 问题 。 
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图 论 的 第 一 本 专著 是 匈牙利 数学 家 9. Konig 写 的 《有限 图 与 无 限 图 的 理论 ,发 表 于 
1936 年 。 从 1736 年 欧 拉 的 第 一 篇 论文 到 这 本 专著 ,前 后 经 历 了 200 年 之 久 , 总 的 来 讲 这 
一 时 期 图 论 的 发 展 是 缓慢 的 。 直 到 20 世纪 中 期 ,电子 计算 机 的 发 展 以 及 离散 的 数学 问题 
具有 越 来 越 重 要 的 地 位 ,使 得 作为 提供 离散 数学 模型 的 图 论 得 以 迅速 发 展 , 成 为 运筹 学 中 
十 分 活跃 的 重要 分 文 。 目 前 图 论 被 广泛 地 应 用 于 管理 科学 .计算 机 科学 、 信息论、 控制 论 、 
物理 .化 学 .生物 学 ,心理 学 等 各 个 领域 ,并 取得 了 丰硕 的 成 果 。 
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一 、 图 与 网 络 的 基本 概念 


1. 图 及 其 分 类 

自然 界 和 人 类 社会 中 ,大 量 的 事物 以 及 事物 之 间 的 关系 ,和 常 可 以 用 图 形 来 描述 。 例 
如 ,为 了 反映 5 家 企业 的 业务 往来 关系 ,可 以 用 点 表示 企业 ,用 点 间 连 线 表 示 两 家 企业 有 
业务 联系 ,如 图 8-5 所 示 。 又 例如 工作 分 配 问 题 , 我 们 可 以 用 点 表示 工人 与 需要 完成 的 工 
作 , 点 间 连 线 表示 每 个 人 可 以 胜任 哪些 项 工作 ,如 图 8-6 所 示 。 


时 皮 [人 [ 作 
甲 区 
< B 
和 T 内 z 
了 
两 戊 | 
8-5 8-6 


这 样 的 例子 很 多 ,物质 结构 、 电 路 网 络 、 城 市 规划 、 交 通 运 输 \ 信 息 传递 ,物资 调配 等 也 
都 可 以 用 点 和 线 连接 起 来 的 图 进行 模拟 。 


由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,这 里 所 研究 的 图 与 平面 几何 中 的 图 不 同 , 这 里 只 关心 图 中 有 
多 少 个 点 ,点 与 点 之 间 有 无 连 线 ,至 于 连 线 的 方式 是 直线 还 是 曲线 ,点 与 点 的 相对 位 置 如 
何 ,都 是 无 关 紧 要 的 。 和 总 之 ,这 里 所 讲 的 图 是 反映 对 象 之 间 关 系 的 一 种 工具 。 图 的 理论 和 
方法 ,就 是 从 形形色色 的 具体 的 图 以 及 与 它们 相关 的 实际 问题 中 ,抽象 出 共同 性 的 东西 ， 
找 出 其 规律 .性 质 \ 方 法 ,再 应 用 到 要 解决 的 实际 问题 中 去 。 

定义 1 一 个 图 是 由 点 集 V 二 {vi} 和 V 中 元 素 的 无 序 对 的 一 个 集合 王 王 (tee} 所 构成 
的 二 元 组 , 记 为 G 一 (V,E),VY 中 的 元 素 v; 叫 作 顶点 ,上 中 的 元 素 es 叫 作 边 。 

当 V,E 为 有 限 集合 时 ,G 称 为 有 限 图 ,否则 , 称 为 无 限 图 。 本 章 只 讨论 有 限 图 。 

例 1 在 图 8-7 中 :一 (yy 下 一 (elyezyeayedye5ye6)} 


其 中 : el 一 (Cl ,II) €2 一 (v1 yz ) €3 一 (v1 ys3 ) 
4 = (vy »U3) CC (> ,3 ) Be (vs » U4 ) 
两 个 点 UU 属于 V ,如 果 边 (u,v) 属 于 玉 , 则 称 


usv 两 点 相 邻 。u,v 称 为 边 (4,v) 的 端点 。 
两 条 边 e;,e; 属于 EF, 如 果 它 们 有 一 个 公共 端 
点 &, 则 称 ECiy6ji 相 邻 。 边 ei ,ei 称 为 点 & 的 关联 边 。 
用 ma(G)==|E| 表 示 图 G 中 的 边 数 ,用 (CC) 一 


IV| 表 示 图 G 的 顶点 个 数 。 在 不 引起 混 消 情况 下 
简 记 为 m,n。 eV;s 
对 于 任 一 条 边 (v;,wv;) 属 于 ,如 果 边 (vi,wv;) 8-7 


闪 点 无 序 , 则 它 是 无 加 边 , 此 时 图 G 称 为 无 癌 图 。 
图 8-7 是 无 向 图 。 如 果 边 (wz) 的 端点 有 序 , 即 它 表 示 以 立 为 始点 ,vj 为 终点 的 有 向 边 
(或 称 弧 ), 这 时 图 G 称 为 有 四 图 。 图 8-6 是 有 问 图 。 

一 条 边 的 两 个 端点 如 果 相 同 , 称 此 边 为 环 ( 自 回路 )。 如 图 8-7 中 的 el。 

两 个 点 之 间 多 于 一 条 边 的 , 称 为 多 重 边 。 如 图 8-7 中 的 es ,es 。 

定义 2 不 含 环 和 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 ,含有 多 重 边 的 图 称 为 多 重 图 。 以 后 我 们 
讨论 的 图 ,如 不 特别 说 明 ,都 是 简单 图 。 

有 向 图 中 两 点 之 间 有 不 同方 向 的 两 条 边 , 不 是 多 重 边 。 如 图 8-8 中 的 (a)、(b) 均 为 简 
单 图 ,(c) (Cd) 为 多 重 图 。 


(a) (b) (c) (d) 
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定义 3 每 一 对 顶点 间 都 有 边 相 连 的 无 回 简 单 图 称 为 完全 图 。 有 守 2 个 顶点 的 无 向 完 
全 图 记 作 天 。。 

有 疝 完全 图 则 是 指 每 一 对 顶点 间 有 且 仅 有 一 条 有 向 边 的 简单 图 。 

定义 4 图 G= 二 (V,E) 的 点 集 V 可 以 分 为 两 个 非 空 子 集 X,Y, 即 XUY==V,XN 站 Y= 二， 
使 得 下 中 每 条 边 的 两 个 端点 必 有 一 个 端点 属于 义 , 男 一 个 端点 属于 Y, 则 称 G 为 二 部 图 
( 偶 图 ) ,有 时 记 作 G== (X,Y,E)。 

例如 图 8-9 中 的 (a) 是 明显 的 二 部 图 ,点 集 X: (wavs),Y: {v2,vV4,ve)}。(b) 也 是 
二 部 图 ,但 是 不 像 (a) 那 样 明 显 , 改 画 为 (c) 时 可 以 清楚 地 看 出 。 


2. 顶点 的 次 

定义 5 以 点 vv 为 端点 的 边 数 叫 作 点 v 的 次 (degree), 记 作 deg(v), 简 记 为 d(v)。 

如 图 8-7 中 点 m 的 次 d(vwi) 二 4, 因 为 边 el 要 计算 两 次 。 点 vs 的 次 d(vs) 二 4, 点 va 
的 次 d(v)= 二 1。 

次 为 1 的 点 称 为 悬挂 点 ,连接 悬挂 点 的 边 称 为 悬挂 边 。 如 图 8-7 中 weyese。 次 为 零 的 
点 称 为 孤立 点 ,如 图 8-7 中 的 点 vs。 次 为 奇数 的 点 称 为 奇 点 ; 次 为 偶数 的 点 称 为 偶 点 。 

定理 1 任何 图 中 ,顶点 次 数 的 总 和 等 于 边 数 的 2 售 。 

证 明 由 于 每 条 边 必 与 两 个 顶点 关联 ,在 计算 点 的 次 时 ,每 条 边 均 被 计算 了 两 次 ,所 
以 顶点 次 数 的 总 和 等 于 边 数 的 2 倍 。 

定理 2 任何 图 中 ,次 为 奇数 的 顶点 必 为 偶数 个 。 

证 明 设 W 和 V: 分 别 为 图 G 中 奇 点 与 偶 点 的 集合 (ww UV:= 王 V)。 由 定理 1 知 


> d(v) 十 > d(v) = 一 jd(v) 一 2m 
vEV 


UE Vi VUE V, 


由 于 2m 为 偶数 ,而 > d(v) 是 耕 干 个 偶数 之 和 ,也 是 偶数 ,所 以 > d(v) 必 为 偶数 , 即 
vEV, 


vEV, 
1V | 是 偶数 。 
定义 6 有 向 图 中 ,以 vi 为 始点 的 边 数 称 为 点 v; 的 出 次 ,用 d” (wv;) 表 示 , 以 vi 为 终 


点 的 边 数 称 为 点 v; 的 和 人 次 ,用 d- (wi) 表 示 。w; 点 的 出 次 与 人 次 之 和 就 是 该 点 的 次 。 容 易 
证 明 有 加 图 中 ,所 有 顶点 的 和 人 次 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 次 之 和 。 
3. 子 图 


定义 7 图 G=(V,E), 若 EE 是 E 的 子 集 ,V 是 V 的 子 集 , 晶 E' 中 的 边 仅 与 V 中 的 顶 


点 相关 联 , 则 称 G 一 (人 ,天 ) 是 G 的 一 个 子 图 。 特 别 是 , 若 交 =V, 则 CG 称 为 G 的 生成 子 
图 ( 文 撑 子 图 ) 。 

如 图 8-10 中 (b) 为 Ca) 的 子 图 ,(Cc) 为 (Ca) 生 成子 图 。 

子 图 在 描述 图 的 性 质 和 局 部 结构 中 有 重要 作用 。 


4. 网络 

在 实际 问题 中 ,往往 只 用 图 来 描述 所 研究 对 象 之 间 的 关系 还 是 不 够 的 ,与 图 联系 在 一 
起 的 ,通常 还 有 与 点 或 边 有 关 的 某 些 数量 指标 ,我 们 常 称 之 为 “ 权 ”, 权 可 以 代表 如 距离 、 费 
用 .通过 能 力 ( 容 量 ) 等 。 这 种 点 或 边 带 有 某 种 数量 指标 的 图 称 为 网 络 ( 赋 权 图 ) 。 

与 无 问 图 和 有 疝 图 相对 应 ,网络 又 分 为 无 问 网 络 和 有 和 疝 网 络 ,图 8-11(a)、 图 8-11(Cb) 
是 常见 的 网 络 例 子 。 图 8-11(a) 给 出 了 物资 供应 站 vw, 与 用 户 (wv,…vz) 之 间 的 公 
网 络 图 , 边 上 的 权 表 示 各 点 间 的 距离 ,从 优化 角度 出 发 存在 一 个 寻求 w 到 各 点 的 最 短路 
问题 。 图 8-11(b) 是 一 个 从 v, 到 w, 的 管道 运输 网 络 , 边 上 的 权 表 示 物 流 的 最 大 容量 ,我 
们 要 求 出 从 wv, 到 ww, 的 可 运送 的 最 大 流 方案 。 这 些 网 络 模型 将 在 后 面 各 节 中 讨论 。 

实际 上 ,许多 网 络 优化 问题 都 可 以 用 规划 的 数学 模型 来 表述 ,如 本 章 中 的 最 短路 问 
题 .最 大 流 问 题 . 最 小 费用 流 问题 等 ,都 可 以 通过 建立 线性 规划 或 整数 规划 的 模型 求 
解 。 但 是 借助 网 络 模型 求解 会 更 简便 ,可 以 说 网 络 优化 模型 为 管理 决策 提供 了 更 有 效 
的 工具 。 
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二 、 连 通 图 
定义 8 无 癌 图 Gr—(VsE) , 右 图 Cr 中 某 些 点 与 边 的 交 蔡 序列 可 以 排 成 (ws ?Ci 9 Vi ， 
Ei, 9 9 Ui _1 » Ci Ui ) 的 形式 ,有 量 Ei 一 (vi _) Ui ) (t=1.,… se ,由 称 这 个 点 边 序列 为 连接 VS 


与 羽 的 一 条 链 , 链 长 为 。 
点 边 列 中 没有 重复 的 点 和 重复 边 者 为 初等 链 。 
图 8-12 中 ,S 二 {ve ,es ,vs se7,V1se8，vV5 67，V1 C9 V4 6e4 V3) 为 一 条 连接 ve ,vs 的 链 。 
Si 二 (ve ,es ,vs ,Ce5 ,V4,64，V3) 为 初等 链 。 
定义 9 无 向 图 G 中 ,连接 vw 与 vw 的 一 条 链 , 当 vw 与 是 同一 个 点 时 , 称 此 链 为 
财 。 圈 中 既 无 重复 点 也 无 重复 边 者 为 初等 圈 。 
如 图 8-12 中 {vw ,er ,vs ,es ,v1,e9，vV4 ,el10，vV2,e2，v01) 为 一 个 圈 。 
对 于 有 辣 图 可 以 类 似 于 无 癌 图 定义 链 和 圈 ,初等 链 、 圈 ,此 时 不 考虑 边 的 方向 。 而 当 
链 ( 圈 ) 上 的 边 方 回 相同 时 , 称 为 道路 (回路 ) 。 
图 8-13 中 ,S 王 (ayeeyvyesgy, vvegy vvyeloyuzyesy us} 为 一 条 链 。 
Si 二 (ve ,es6 ,v5 ,67 V1 Ce9 V4 ,Ce4 U3) 为 一 条 道路 。 
Sz 二 {v1i,ez，vV2 ,e111 V4 ,65,v5 ,C8 01) 为 一 个 圈 。 


Ss 二 {vl s€29 U2 C10 9 U4 so€59 Us5 9€7, U1 ;为 一 个 回路 。 
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对 于 无 癌 图 来 说 ,道路 与 链 \、 回 路 与 峰 意 义 相 同 。 
定义 10 一 个 图 中 任意 两 点 间 至 少 有 一 条 链 相连 , 则 称 此 图 为 连通 图 。 任 何 一 个 不 


连通 图 都 可 以 分 为 厂 干 个 连通 子 图 ,每 一 个 称 为 原 图 的 一 个 分 图 。 


三 、 图 的 矩阵 表示 
用 和 矩阵 表示 图 对 研究 图 的 性 质 及 应 用 常常 是 比较 方便 的 ,图 的 矩阵 表示 方法 有 权 抵 


阵 .邻接 矩阵 .关联 符 阵 、 回 路 和 矩阵、 割 集 矩阵 等 ,这 里 只 介绍 其 中 两 种 稍 用 和 矩阵 。 
定义 11 网 络 ( 赋 权 图 )G 二 (V,E), 其 边 (v;,v;) 有 权 wi; ,构造 矩阵 A 二 (a; ),xn， 


其 中 : 
后 (yi) EE 


0 ”其 他 


Us 


2 
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称 和 矩阵 A 为 网 络 G 的 权 和 矩阵 。 
定义 12 ”对 于 图 G=(V,E) ,| 六 | 一 2 ,构造 一 个 矩阵 4 一 (ci )。x。 ,其 中 : 
| (vi Vi) E E 


0 ”其 他 
则 称 和 矩阵 A 为 图 G 的 邻接 矩阵 。 
例 2 对 图 8-14 所 表示 的 图 构造 其 权 和 矩阵 ( 见 站 四 
4 ) 和 邻接 矩阵 ( 见 As) 如 下 : 人 
v1I0 7 6 0 0 0 ul0 1 1 0 0 0 
v2|0 0 5 0 0 0 v2I0 0 1 0 0 0 
v3|0 4 0 0 2 0 v3|I0 1 0 0 1 0 
Ai A, + 

U4 0 8 0 0 0 I U4 0 1 0 0 0 | 
Us 0 9 0 . 0 Us 0 ] 0 | 0 ] 
vel0 0 0 0 400 vl0 0 0 0 1 0 
Ul U2 U3 U4 Us Us U1 U2 U3 U4 Us Ve 


当 G 为 无 向 图 时 ,邻接 矩阵 为 对 称 和 矩阵 。 
四 、 欧 拉 回 路 与 中 国 邮 路 问题 


1. 欧 拉 回 路 与 道路 

定义 13 连通 图 G 中 , 若 存在 一 条 道路 ,经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 , 则 称 这 条 路 为 欧 拉 
道路 。 若 存在 一 条 回路 ,经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 , 则 称 这 条 回路 为 欧 拉 回 路 。 

具有 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 (E 图 )。 在 引言 中 提 到 的 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 就 是 要 在 
图 中 寻找 一 条 欧 拉 回路 。 

定理 3 无 向 连通 图 G 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 中 无 奇 点 。 

证 明 ”必要 性 

因为 G 是 欧 拉 图 , 则 存在 一 条 回路 ,经 由 G 中 所 有 的 边 , 在 这 条 回路 上 ,顶点 可 能 重 
复出 现 , 但 边 不 重复 。 对 于 图 中 的 任 一 顶点 过 ,只 要 在 回路 中 出 现 一 次 , 必 关 联 两 条 边 , 即 
这 条 回路 沿 一 条 边 进 入 这 点 ,再 沿 另 一 边 离开 这 点 。 所 以 六 点 虽然 可 以 在 回路 中 重复 出 
现 , 但 deg(wvi) 必 为 偶数 。 所 以 G 中 没有 奇 点 。 

充分 性 

由 于 G 中 没有 奇 点 ,从 任 一 点 出 发 ,如 从 点 出 发 ,经 关联 边 e1" 进 入 ”vs, 由 于 wv 是 
偶 点 , 则 必 可 由 vz 经 关联 边 ez 进入 另 一 点 v3, 如 此 进行 下 去 ,每 边 仅 取 一 次 。 由 于 G 图 
中 点 数 有 限 ,所 以 这 条 路 不 能 无 休止 地 走 下 去 , 必 可 走 回 vi ,得 到 一 条 回路 ci 。 

(1) 夺回 路 ci 经 过 G 的 所 有 边 , 则 ci 就 是 欧 拉 回路 。 

(2) 从 G 中 去 掉 ci 后 得 到 子 图 G , 则 G' 中 每 个 顶点 的 次 数 仍 为 偶数 。 因 为 G 图 是 


连通 图 ,所 以 ci 与 G 至 少 有 一 个 顶点 v; 重合 ,在 G 中 从 vi 出 发 ,重复 前 面 ci 的 方法 ,得 
到 回路 cs。 

把 i 与 cz 组 合 在 一 起 ,如 果 恰 是 图 G, 则 得 到 欧 拉 回路 。 和 否则 重复 (2) 可 得 回路 cs， 
依 此 类 推 , 由 于 图 G 中 边 数 有 限 ,最终 可 得 一 条 经 过 图 G 所 有 边 的 回路 , 即 为 欧 拉 回路 。 

推论 1 无 向 连通 图 G 为 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 的 边 集 可 划分 为 若干 个 初等 回路 。 

推论 2 无 向 连通 图 G 有 欧 拉 道路 , 当 且 仅 当 G 中 恰 有 两 个 奇 点 。 

根据 定理 来 检查 哥 尼 斯 保 七 桥 问题 ,从 图 8-2 中 可 以 看 到 deg(A) 王 3,deg( 了 B) 一 3， 
deg(C) 王 5,deg(CD) 王 3。 有 四 个 奇 点 ,所 以 不 是 欧 拉 图 。 即 给 出 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 
否定 回答 。 

与 七 桥 问 题 类 似 的 还 有 一 笔画 问题 。 给 出 一 个 图 形 , 要 求 判 定 是 否 可 以 一 笔画 出 。 
一 种 是 经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 到 另 一 点 停止 。 另 一 种 是 经 每 边 一 次 且 仅 一 次 回 到 原 开 始 
点 。 这 两 种 情况 可 分 别 用 关于 欧 拉 道路 和 欧 拉 回路 的 判定 条 件 加 以 解决 。 

定理 3 的 证 明 方法 实际 上 给 出 了 构造 欧 拉 回 路 的 一 种 算法 ,从 图 G 中 任 一 点 vi 出 
发 , 找 一 个 初等 回路 c ,再 从 图 中 去 掉 ci, 在 剩余 的 图 中 再 找 初 等 回路 cs，… ,一 直 做 到 图 
中 所 有 的 边 都 被 包含 在 这 些 初等 回路 中 ,再 把 这 些 回 路 连续 起 来 即 得 这 个 图 的 欧 拉 回 路 。 

关于 无 向 图 的 定理 3, 可 以 直接 推广 到 有 向 图 。 

定理 4 连通 有 问 图 G 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 它 每 个 顶点 的 出 次 等 于 入 次 。 

连通 有 向 图 G 有 欧 拉 道路 , 当 且 仅 当 这 个 图 中 除去 两 个 顶点 外 ,其 余 每 一 个 顶点 的 出 
次 等 于 入 次 , 且 这 两 个 顶点 中 ,一 个 顶点 的 入 次 比 出 次 多 1, 另 一 个 顶点 的 和 人 次 比 出 次 少 1。 

2. 中 国 邮 路 问题 

一 个 邮递 员 ,负责 某 一 地 区 的 信件 投递 。 他 每 天 要 从 邮局 出 发 , 走 遍 该 地 区 所 有 街道 
再 返回 邮局 , 问 应 如 何 安排 送信 的 路 线 可 以 使 所 走 的 总 路 程 最 短 ? 这 个 问题 是 我 国 管 梅 
谷 教授 在 1962 年 首先 提出 的 。 因 此 国际 上 通称 为 中 国 邮 路 问题 。 用 图 论 的 语言 描述 : 
给 定 一 个 连通 图 G, 每 边 有 非 负 权 i(e) ,要 求 一 条 回路 过 每 边 至 少 一 次 , 且 满 足 总 权 最 小 。 

由 定理 3 知 , 如 果 G 没有 奇 点 , 则 是 一 个 欧 拉 图 ,显然 按 欧 拉 回 路 走 就 是 满足 要 求 的 
过 每 边 至 少 一 次 且 总 权 最 小 的 回路 。 

如 果 G 中 有 奇 点 ,要求 连续 走 过 每 边 至 少 一 次 ,必然 有 些 边 不 止 一 次 走 过 , 这 相当 于 
在 图 G 中 对 某 些 边 增加 一 些 重复 边 , 使 所 得 到 的 新 图 G* 没有 奇 点 且 满 足 总 路 程 最 短 。 
由 于 总 路 程 的 长 短 完 全 取决 于 所 增加 的 重复 边 的 长 度 , 所 以 中 国 邮 路 问题 也 可 以 转 为 如 
下 问题 : 

在 连通 图 G 二 (V,E) 中 , 求 一 个 边 集 E1EE, 把 G 中 属于 Ei 的 边 均 变 为 二 重 边 得 到 
图 G* 一 G 十 已 ,使 其 满足 G* 无 奇 点 , 且 L(E1) 二 >》jL(e) 最 小 。 


e€ El 


定理 5 已 知 图 G* 一 G 十 已 无 奇 点 , 则 L(E1) 二 》)L(e) 最 小 的 充分 必要 条 件 为 : 
ec 下] 
(1) 每 条 边 最 多 重复 一 次 ; 


(2) 对 图 G 中 每 个 初等 圈 来 讲 ,重复 边 的 长 度 和 不 超过 圈 长 的 一 半 。 

证 明 略 , 请 读者 目 己 完成 。 

定理 给 出 了 中 国 邮 路 问题 的 一 种 算法 , 称 为 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”, 下 面 举例 说 明 这 个 
算法 。 

例 3 求解 图 8-15 所 示 网 络 的 中 国 邮 路 问题 。 

第 1 步 : 确定 初始 可 行 方案 。 

先 检 查 图 中 是 否 有 奇 点 ,如 无 奇 点 则 已 是 欧 拉 图 , 找 出 欧 拉 回 路 即 可 。 如 有 奇 点 ,由 
前 知 奇 点 个 数 必 为 偶数 个 ,所 以 可 以 两 两 配对 。 每 对 点 间 选 一 条 路 ,使 这 条 路 上 均 为 二 
重 边 。 

图 8-15 中 有 四 个 奇 点 vz ,v4 ,us ,vs ,例如 将 vz 与 v4,vse 与 vs 配对 ,得 到 图 8-16 ,重复 
边 总 长 度 为 

ll2 十 Lu 十 Le 十 /Les 一 21 

第 2 步 : 因 图 8-16 满足 条 件 (1), 所 以 只 检查 该 图 中 每 个 初等 圈 是 否 满足 定理 条 

件 (2) 。 如 不 满足 则 进行 调整 ,直至 满足 为 止 。 
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检查 图 8-16 ,发 现 圈 {wvzvsvwv) 总 长 度 为 24, 而 重复 边 的 长 为 14, 大 于 该 圈 总 长 度 
的 一 半 , 可 以 做 一 次 调整 ,以 (wz ,vs) ,Cvs ,va) 人 代替 (vi ,vz),(v1 ,vi), 得 到 图 8-17, 重 复 边 
总 长 度 下 降 为 
lzs 十 las 十 Leo9 十 Ll9s 二 17 
再 检查 图 8-17, 圈 (vvsvsvevsvsvz 总 长 度 为 24, 而 重复 边 长 为 13。 再 次 调整 得 
图 8-18 ,重复 边 总 长 度 为 15 。 
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检查 图 8-17 ,条件 (1)、(2) 均 满足 ,得 到 最 优 方案 。 图 中 任 一 欧 拉 回路 即 为 最 优 邮 递 
路 线 。 

这 种 方法 虽然 比较 容易 ,但 要 检查 每 个 初等 圈 , 当 C 的 点 数 或 边 数 较 多 时 ,运算 量 极 
大 。Edmods 和 Johnson 于 1973 年 给 出 了 一 种 比较 有 效 的 算法 , 即 化 为 最 短路 及 最 优 匹 
配 问 题 求解 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Edmods. J,Johnson. E. L,;Matching, Euler Tours 
and the Chinese Postman, Math. Programming,5(1973) .88 一 124。 


一 、 树 的 概念 和 性 质 


树 是 图 论 中 结构 最 简单 但 又 十 分 重要 的 图 ,在 目 然 科 学 和 社会 科学 的 许多 领域 都 有 
广泛 的 应 用 。 企 业 组 织 机 构 、 一 些 通 村 的 公路 和 一 些 不 重要 的 通信 网 络 也 可 以 表 为 树 状 
结构 。 

例 4 乒乓 球 单 打 比 赛 抽签 后 ,可 用 图 来 表示 选手 间 相 遇 情 况 ,如 图 8-19。 
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定义 14 连通 且 不 含 圈 的 无 向 图 称 为 树 。 树 中 次 为 1 的 点 称 为 树叶 ,次 大 于 1 的 点 
下 面 研 究 树 的 性 质 。 树 的 性 质 可 用 下 面 定理 表 出 。 

定理 6 图 T= 二 (V,E),|IV| 二 nn,|1E|= 二 mx,; 则 下 列 关 于 树 的 说 法 是 等 价 的 。 

(1) 工 是 一 个 树 。 

(2) TT 无 圈 , 有 mz 二 nn 一 1。 

(3) 工 连 通 , HH 二 nn 一 1。 

(4) 工 无 圈 , 但 每 加 一 新 边 即 得 唯一 一 个 圈 。 

(5) 下 连 通 , 但 任 舍 去 一 边 就 不 连通 。 

(6) 工 中 任意 两 点 ,有 唯一 链 相 连 。 

证 明 (1) 一 (2) 


由 于 工 是 树 , 由 定义 知 工 是 连通 的 并 且 没 有 圈 。 只 需 证 明 本 中 的 边 数 m 等 于 顶点 
个 数 减 1. 即 罗 一 2 一 1。 

用 归纳 法 。 当 n= 二 2 时 ,由 于 工 是 树 , 所 以 两 点 间 显 然 有 且 仅 有 一 条 边 , 满 足 
7 一 7] 一 ]。 

归纳 假设 2 一 &A 一 1 时 命题 成 立 , 即 有 & 一 1 个 顶点 时 荆 有 上 一 2 条 边 。 当 ?一 &A 时 , 因 
为 工 连通 无 圈 ,& 个 顶点 中 至 少 有 一 个 点 次 为 1。 设 此 点 为 wx, 即 x 为 悬挂 点 , 设 连 接 x 点 
的 悬挂 边 为 (wzx) 。 从 工 中 去 掉 (w,x) 边 及 wx 点 不 会 影响 工 的 连通 性 ,得 图 工 ,T 为 树 只 
有 A& 一 1 个 顶点 ,所 以 有 & 一 2 条 边 , 青 把 (v,u),u 加 上 去 ,可 知 当 开 有 & 个 顶点 时 有 & 一 1 

(2) 一 (3),(3) 一 (4),(4) 一 (5),(5) 一 (6),(6) 一 (1) 的 证 明 请 读者 自己 完成 。 

定理 6 中 每 一 个 命题 均 可 作为 树 的 定义 ,它们 对 判断 和 构造 树 将 极为 方便 。 


二 、 图 的 生成 树 


定义 15 在 图 G 的 生成 子 图 是 一 棵 树 , 则 称 该 树 为 G 的 生成 树 ( 文 撑 树 ) ,或 简称 为 
图 G 的 树 。 

图 G 中 属于 生成 树 的 边 称 为 树枝 ,不 在 生成 树 中 的 边 称 为 弦 。 

如 图 8-20 中 (b) 为 (a) 图 的 生成 树 , 边 el ,es ,es， 
er seg ,ee 为 树枝 ,es ,es ,es 为 弦 。 

定理 7 图 G==(V,E) 有 生成 树 的 充分 必要 条 件 
为 G 是 连通 图 。( 证 明 略 ) 

定理 7 的 证 明 是 构造 性 证 明 , 给 出 了 寻求 图 的 生 
成 树 的 方法 。 这 种 方法 就 是 在 已 给 出 的 图 G 中 ,每 一 
步 选 出 一 条 边 使 它 与 已 选 边 不 构成 圈 , 直 到 选 够 n 一 1 8-20 
条 边 为 止 。 这 种 方法 可 称 为 “ 避 圈 法 ”, 或 “加 边 法 ”。 

按照 边 的 选 法 不 同 , 找 图 中 生成 树 的 方法 可 分 为 两 种 : 

(1) 深 探 法 

步骤 如 下 : 〈 用 标号 法 ) 

Q 在 点 集 V 中 任 取 一 点 v, 给 v 以 标号 0。 

@ 阁 某 点 已 得 标号 i, 检 查 一 端点 为 的 各 边 , 男 一 端点 是 否 均 已 标号 。 

苛 有 (uu,w) 边 之 w 未 标号 , 则 给 w 以 标号 ;十 1, 记 下 边 (xw)。 邻 也 代 x ,重复 人 @) 。 

若 这 样 的 边 的 另 一 端点 均 已 有 标号 ,就 退 到 标号 为 i 一 1 的 rr 点 ,以 r 代 ,重复 @。 
直到 全 部 点 得 到 标号 为 止 。 

图 8-21 的 (a) 为 标号 过 程 , 粗 线 边 即 为 生成 树 , 图 8-21(b) 即 是 生成 树 , 也 显示 了 标 
号 过 程 。 
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(2) 广 探 法 

步骤 如 下 : 

O 在 点 集 V 中 任 取 一 点 v, 给 v 以 标号 0。 

@ 令 所 有 标号 为 i 的 点 集 为 Vi, 检 查 [V;,V\V;j] 中 的 边 端 点 是 否 均 已 标号 。 对 所 有 
未 标号 之 点 均 标 以 i 十 1, 记 下 这 些 边 。 

3) 对 标号 i 十 1 的 点 重复 步骤 思 ,直到 全 部 点 得 到 标号 为 止 。 

如 图 8-22(a) 中 粗 线 边 就 是 用 广 探 法 生成 的 树 , 也 可 表示 为 图 8-22(b) 。 


> 


(a) 


0 
] 
] 
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显然 ,图 的 生成 树 不 唯一 。 
相对 于 避 圈 法 ,还 有 一 种 求生 成 树 的 方法 叫 破 圈 法 。 这 种 方法 是 在 图 G 中 任意 取 一 
个 圈 , 从 圈 上 任意 舍弃 一 条 边 ,将 这 个 圈 破 掉 。 重 复 这 个 步骤 直到 图 G 中 没有 圈 为 止 。 


三 、 最 小 生成 树 问 题 


定义 16 连通 图 G 二 (V ,E) ,每 条 边 上 有 非 负 权 L(e)。 一 棵 生成 树 所 有 树枝 上 权 的 
总 和 , 称 为 这 个 生成 树 的 权 。 具 有 最 小 权 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 ( 最 小 支撑 树 ) 简 称 最 
小 树 。 

许多 网 络 问 题 都 可 以 归结 为 最 小 树 问 题 。 例 如 ,交通 系统 中 设计 长 度 最 小 的 公路 网 


234 运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


把 寿 干 城市 联系 起 来 ; 通信 系统 中 用 最 小 成 本 把 计算 机 系统 和 设备 连接 到 局 域 网 等 等 。 

下 面 介 绍 最 小 树 的 两 种 算法 。 

算法 1(Kruskal 算法 ) 

这 个 方法 类 似 于 求生 成 树 的 “ 避 圈 法 ”, 基 本 步骤 如 下 : 

每 步 从 未 选 的 边 中 选取 边 e, 使 它 与 已 选 边 不 构成 圈 , 且 ee 是 未 选 边 中 的 最 小 权 边 , 直 
到 选 够 n 一 1 条 边 为 止 。 

例 5 一 个 乡 有 9 个 目 然 村 ,其 间 着 路 及 各 道路 长 度 如 图 8-23(a) 所 示 , 各 边 上 的 数 
字 表 示 距 离 , 问 如 何 染 设 电 线 做 到 村 村 通电 又 能 使 用 线 最 短 。 这 就 是 一 个 最 小 生成 树 问 


题 , 用 Kruskal 算法 。 
UI 4 Tw ] U3 
| | z 
Us | Us 
vy 3 ve 2 vs 
(a) (b) 
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先 将 图 8-23(a) 中 边 按 大 小 顺序 由 小 至 大 排列 : 


(vo»,v2) 一 1] (zz ,vs) 一 1] (vs ,4) 一 ] (zl,vg) 一] (vo,v1) 一 2 
(zy vv) 一 2 (vs,v6) 一 2 (vo,vV3) 一 3 (zz7) 一 3 (vo,v4) 一 4 
(z 75) 一 4 (vo,vs) 一 4 (viv2) 一 4 (moyz7) 一 5 (vrsvV8) 一 5 
(vssvs) 一 5 
然后 按照 边 的 排列 顺序 , 取 定 

el == (vo ,vz) ez = (v2 ,Vs3 ) es 一 〈V3s，,V4) 

e4 一 《ly zs) es = (vo sv1) es = (vo» Ve) 

e7 = (vs ,ve) 


由 于 下 一 个 未 选 边 中 的 最 小 权 边 (vo ,vs) 与 已 选 边 el ,es 构成 圈 , 所 以 排除 。 选 es 二 
(ve ,v7 ) 。 得 到 图 8-23(b) 就 是 图 G 的 一 棵 最 小 树 , 它 的 权 是 13。 

定理 8 用 Kruskal 算法 得 到 的 子 图 T* 二 (ei ,es ,…,e,-1) 是 一 棵 最 小 树 。( 证 明 上 略 ) 

算法 2( 破 圈 法 ) 

基本 步骤 : 

(1) 从 图 G 中 任 选 一 棵 树 Ti 。 

(2) 加 上 一 条 弦 e ,了 十 el 中 立即 生成 一 个 圈 。 去 掉 此 圈 中 最 大 权 边 ,得 到 新 树 T,。 
以 T; 代 TT ,重复 (2) 青 检查 剩余 的 弦 , 直 到 全 部 弦 检 查 完 毕 为 止 。 
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仍 用 例 5 , 先 求 出 图 G 的 一 棵 生成 树 如 图 8-24(a) ,加 以 纺 (w ,uz) ,得 圈 {vivzvov1)， 
去 掉 最 大 权 边 (vi ,vs); 再 加 上 弦 (vwz ,vs) ,得 圈 {uzvsvovz ,去 掉 最 大 权 边 (vo ,v3),…, 直 
到 全 部 弦 均 已 试 过 ,图 8-24(b) 即 为 所 求 。 


人 Th U3 


U4 Us Uo U4 
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算法 2 的 根据 为 下 述 定 理 。 
定理 9 图 G 的 生成 树 工 为 最 小 树 , 当 且 仅 当 对 任 一 弦 e 来 说 ,e 是 工 十 e 中 与 之 对 
应 的 圈 jy。 中 的 最 大 权 边 。( 证 明 上 略 ) 


四 、 根 树 及 其 应 用 


前 面 几 节 我 们 讨论 的 树 都 是 无 咎 树 , 本 节 讨 论 有 问 树 。 有 癌 树 中 的 根 树 在 计算 机 科 
学 .决策 论 中 有 重要 应 用 。 

定义 17 在 一 个 有 癌 图 在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 树 , 则 称 这 个 有 加 图 为 有 向 树 。 

定义 18 有 向 树 工 , 恰 有 一 个 结 点 人 次 为 0, 其 余 各 点 人 次 均 为 1, 则 称 工 为 根 树 ( 又 
称 外 加 树 ) 。 

根 树 中 和 次 为 0 的 点 称 为 根 。 根 树 中 出 次 为 0 的 点 称 为 叶 , 其 他 顶点 称 为 分 校 点 。 
由 根 到 某 一 顶点 v; 的 道路 长 度 ( 设 每 边 长 度 为 1) , 称 为 w 点 的 层次 。 

如 图 8-25 所 示 的 树 是 根 树 , 其 中 vw 为 根 ,vi ,vz ,vs ,v4,vs 为 分 枝 点 ,其 余 各 点 为 叶 ， 
顶点 mm ,vs ,v4 的 层次 为 ,顶点 va 的 层次 为 3。 

根 树 有 广泛 的 应 用 ,如 用 来 表示 一 个 系统 的 传递 关系 ,指挥 系统 的 上 、 下 级 关系 ,机 关 
中 各 级 领导 与 被 领导 关系 以 及 社会 中 一 个 家 族 各 辈 之 间 的 关系 等 。 在 计算 机 科学 中 应 用 
根 树 时 ,还 常 供用 家 族 中 的 各 种 称呼 ,如 图 8-25 中 , 称 vz,v3,v 为 的 儿子 ,vs ,ve 为 v， 
的 儿子 ,而 v2 ,v3 ,v4 互 为 兄弟 等 。 

定义 19 在 根 树 中 , 阁 每 个 顶点 的 出 次 小 于 或 等 于 mm, 称 这 棵 树 为 m 叉 树 。 阁 每 个 
顶点 的 出 次 恰好 等 于 m 或 零 , 则 称 这 棵 树 为 完全 mm 又 树 。 当 mm 二 2 时 , 称 为 二 又 树 、 完 全 
二 又 树 。 

例如 图 8-26 中 (a) 为 完全 三 义 树 、(b) 为 四 又 树 。 


Ul (a) (b) 


8-2S 8-26 


在 实际 问题 中 和 常 讨 论 叶 子 上 带 权 的 二 叉 树 。 令 有 xs 个 叶子 的 二 叉 树 工 各 叶子 的 权 分 
别 为 p;, 根 到 各 叶子 的 距离 (层次 ) 为 1;(i1= 二 1,…,s) ,这样 二 又 树 工 的 总 权 数 为 


m(T) 一 > pi 

满足 总 权 最 小 的 二 又 树 称 为 最 优 二 叉 树 。 和 埠 夫 曼 (D. A. Huffman) 给 出 了 一 个 求 最 
优 二 又 树 的 算法 ,所 以 又 称 霍 夫 曼 树 。 

算法 步骤 : 

(1) 将 :个 叶子 按 权 由 小 至 大 排序 ,不 失 一 般 性 , 设 Pl 硅 pz: 硅 … 三 p,。 

(2) 将 二 个 具有 最 小 权 的 叶子 合并 成 一 个 分 支点 ,其 权 为 pi 十 ps, 将 新 的 分 支点 作为 
一 个 时 子 。 令 s 一 s 一 1, 阁 s 二 1 停止 ,否则 转 (1) 。 

例 6 s 二 6, 其 权 分 别 为 4,3,3,2,2,1, 求 最 优 二 叉 树 。 

解 ” 该 树 构 造 过 程 见 图 8-27。 总 权 为 

1X4 十 2X4 十 2X3 十 3X2 十 3X2 十 4X2 一 38 


8-27 


可 以 证 明 此 算法 得 到 的 树 为 最 优 二 又 树 , 直观 意义 : 叶子 的 距离 是 依 权 的 递减 而 增 
加 ,所 以 总 权 最 小 。 最 优 二 又 树 有 广泛 的 应 用 。 


第 三 方 ” 最 短路 问题 


最 短路 问题 是 网 络 理论 中 应 用 最 广泛 的 问题 之 一 。 许 多 优化 问题 可 以 使 用 这 个 模 
型 ,如 设备 更 新 、 管 道 数 设 、 线 路 安排 .厂区 布局 等 。 在 上 一 章 中 曾 介 绍 了 最 短路 问题 的 动 


第 八 章 ”图 与 网 络 分 析 


态 规划 解法 ,但 某 些 最 短路 问题 (如 道路 不 能 整齐 分 段 者 ) 构 造 动 态 规划 方程 比较 困难 ,而 
图 论 方 法 则 比较 有 效 。 
最 短路 问题 的 一 般 提 法 如 下 : 设 G = (V, 尼 ) 为 连通 图 ,图 中 各 边 (vi,v;) 有 权 必 


(一 ce 表示 ui 间 无 边 ) ,wv;,vi 为 图 中 任意 两 点 , 求 一 条 道路 4,; 使 它 是 从 wv 到 wi 的 所 
有 路 中 总 权 最 小 的 路 。 即 : 上 CA) = b> li 最 小 。 
(vv ) Ep 


有 些 最 短路 问题 也 可 以 是 求 网 络 中 某 指 定点 到 其 余 所 有 结 点 的 最 短路 ,或 求 网 络 中 
任意 两 点 间 的 最 短路 。 下 面 我 们 介绍 两 种 算法 ,可 分 别 用 于 求解 这 几 种 最 短路 问题 。 


一 、Dijkstra 算法 


本 算法 由 Dijkstra 于 1959 年 提出 ,可 用 于 求解 指定 两 点 ww 间 的 最 短路 ,或 从 指定 
点 vs 到 其 余 各 点 的 最 短路 ,目前 被 认为 是 求 无 负 权 网 络 最 短路 问题 的 最 好 方法 。 算 法 的 
基本 思路 基于 以 下 原理 : 若 序列 {uw,z,…'u -iu*} 是 从 ww 到 wv 的 最 短路 , 则 序列 
(oz 必 为 从 ww 到 v,-1 的 最 短路 。 

下 面 给 出 Dijkstra 算法 基本 步骤 ,采用 标号 法 。 可 用 两 种 标号 : 标号 与 P 标号 ,TT 


标号 为 试探 性 标号 (tentative label) , 卫 为 永久 性 标号 (permanent label) ,给 v; 点 一 个 P 
表示 从 到 wv; 点 的 最 短路 权 ,vi 点 的 标号 不 再 改变 。 给 点 一 个 工 标 号 时 , 示 从 vs 到 
点 的 估计 最 短路 权 的 上 界 , 是 一 种 临时 标号 , 凡 没 有 得 到 已 标号 的 点 都 有 了 标号 。 算 
法 每 一 步 都 把 某 一 点 的 工 标号 改 为 卫 标号 , 当 终 点 w 得 到 PP 标号 时 ,全 部 计算 结束 。 对 
于 有 nn 个 项 点 的 图 ,最 多 经 一 1 步 就 可 以 得 到 从 始点 到 终点 的 最 短路 。 

步 又: 

(1) 给 v, 以 P 标号 ,P(wv,)= 二 0, 其 余 各 点 均 给 工 标 号 ,T(v;)= 二 十 oo。 

(2) 硅 vi 点 为 刚 得 到 PP 标号 的 点 ,考虑 这 样 的 点 vj;: (vi,vj) 属 于 上 ,有 旦 wv 为 标 
号 。 对 wv; 的 工 标 号 进行 如 下 的 更 改 : 


T(wv;) = min[l T(v;), PC) 十 2 
(3) 比较 所 有 具有 工 标 号 的 点 ,把 最 小 者 改 为 P 标号, 即 
Plw:) = min| T(wv;) | 


当 存 在 两 个 以 上 最 小 者 时 ,可 同时 改 为 尸 标号 。 若 全 部 二 一 一 

点 均 为 P 标 号 则 停止 。 否 则 用 5; 代 w 转 回 (2) 。 a 的 
例 7 用 Dijkstra 算法 求 图 8-28 中 mm 点 到 ve 点 的 6 5 

最 短路 。 U3 7 Us 
解 (1) 首先 给 vw 以 PP 标 号 ,Pl(v)= 二 0, 给 其 余 所 8-28 


有 点 工 标号 : 
了 (了 和;) 一 十 co (1 = 2,..…,6) 


(2) 由 于 (wm ,v2),《vi,vs) 边 属于 ,日 v2,vs 为 全 标号 ,所 以 修改 这 两 个 点 的 标号 : 
T(v) = minLT(Gu),PCo) 十 la 一 minl 十 ce,0 十 4] 一 4 
T(v3) = minLT(Go),PCo) 十 0 一 minL 十 ce,0 十 6] 王 6 
(3) 比较 所 有 工 标号 ,T(vz) 最 小 ,所 以 令 P(vz) 二 4。 并 记录 路 径 (vwi ,v2)。 
(4) vz 为 刚 得 到 已 标号 的 点 ,考察 边 (uz ,ua),(uz us) 的 端点 v4 ,vs。 
T(w) = minL T(w), PC ) 十 /2 | 一 min[ 十 ce,4 十 5] 王 9 
T(vs) = minL T(vs), PC ) 十 /5] = minL 十 co,4 十 4] 王 8 
(5) 比较 所 有 工 标 号 ,T(vs) 最 小 ,所 以 令 P(vs) 王 6。 并 记录 路 径 Cw ,v3)。 
(6) 考虑 点 va ,有 
Tv) 一 min|TGw),P(Cs) 十 /| 一 minl|9,6 十 4|] 一 9 
T(vs) = minLT(vs), PC ) 十 /5 一 minL8,6 十 7] 一 8 
(7) 全 部 工 标号 中 ,T(vs) 最 小 , 令 P(us) 一 8, 记录 路 径 (Cvz ,vs) 。 
(8) 考察 z5 : 
T(ve) = minLT(ve),P(Cos) 十 /sj 一 minL 十 ceo,8 十 5 一 13 
(9) 全 部 工 标号 中 ,Tvw) 最 小 , 令 PCv) 一 9, 记 录 路 径 (Cvw ,vs)。 
(10) 考察 v: 
T(ve) = minL Tve), PCv) he] 一 minL13,9 十 7] 王 13 
(11) 全 部 工 标号 中 ,Tvs) 最 小 , 令 P(Cus) 王 13, 记 录 路 径 (vs ,ve) ,计算 结束 。 
全 部 计算 结果 见 图 8-29,mw 到 ve 之 最 短路 为 vi 一 v2 一 vs 一 ve ,路 长 P(us) 王 13 ,同时 


得 到 vw 点 到 其 余 各 点 的 最 短路 ,如 图 8-29 中 粗 线 所 示 。 


需要 提醒 读者 注意 的 是 ,这 个 算法 只 适用 于 全 部 权 为 非 负 人 情况, 如 果菜 边 上 权 为 负 


的 ,算法 失效 。 这 从 一 个 简单 例子 就 可 以 看 到 ,图 8-30 中 ,我们 按 Dijkstra 算法 得 PCw ) 王 5 
为 从 v, 一 vi 的 最 短路 长 显然 是 错误 的 ,从 Vv, 一 vs 一 vi 只 有 “ 


一 


际 


va(4) 5 v4(9) 


ve(13) 


v3(6) vs(8) | 5 


8-29 8-30 


最 短路 问题 在 图 论 应 用 中 处 于 很 重要 的 地 位 ,下 面 以 设备 更 新 和 选 址 为 例 说 明 其 实 


应 用 。 


例 8 设备 更 新 问题 
动态 规划 一 间 的 例 9 中 讲述 了 一 个 设备 更 新 的 例子 ,下 面 我 们 用 图 论 的 方法 来 求解 


这 个 问题 。 现 将 该 例 重 述 如 下 : 茶 工 三 使 用 一 台 设 备 , 每 年 年 初 工厂 都 要 作出 决定 ,如 果 
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继续 使 用 旧 的 ,要 付 较 多 维修 费 ; 在 购买 一 台新 设备 ,要 付 更 新 费 。 试 制订 一 个 5 年 的 更 
新 计划 ,使 总 支出 最 少 。 由 表 7-14 知 该 设备 在 不 同 役 龄 的 年 效益 、 更 新 费 与 维修 费 。 重 
抄 如 表 8-1 所 示 。 


解 ” 把 这 个 问题 化 为 最 长 路 问题 。 

用 点 v; 表示 第 i 年 年 初 购 进 一 台新 设备 ,虚设 一 个 点 ve ,表示 第 5 年 年 底 。 

边 (vi,vj) 表 示 第 i 年 年 初 购 进 的 设备 一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 ( 即 第 j 一 1 年 年 底 ) 。 

边 (vi,v;) 上 的 数字 表示 第 i 年 年 初 购 进 设备 ,一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 的 累计 效益 减 
去 累计 维修 费 及 (j 一 1) 年 末 更 新 费用 后 的 净 收 益 。 注 意 第 5 年 年 末 时 设备 不 再 更 新 (可 
由 表 8-1 计算 得 到 ) 。 例 如 (zz) 边 上 的 数字 8.0 为 役 龄 分 别 为 0,1,2 时 的 三 年 效益 
(5 十 4. 5 十 4 二 13. 5) 减 去 这 三 年 相应 的 维修 费用 (0.5 十 1 十 1 二 2. 5), 上 青 减 去 役 龄 为 3 时 的 
更 新 费用 2. 5 得 到 , 见 图 8-31。 

这 样 设备 更 新 问题 就 变 为 : 求 从 vi 到 ve 的 最 长 路 问题 ,计算 结果 表明 : ww 一 vz 一 
vs 一 UV6 为 最 长 路 ,路 长 为 17。 即 在 第 一 年 .第 二 年 .第 三 年 年 末 设 备 各 更 新 一 次 ,上 表 
用 到 第 五 年 年 末 为 最 优 决策 。 这 时 5 年 的 总 收益 为 17 万 元 。 

管理 实践 中 , 笛 篆 会 遇 到 选 址 问题 ,如 有 和 奉 干 销售 点 的 物流 网 络 中 ,要 选择 一 个 地 方 
设置 仓库 ,就 是 寻求 网 络 的 中 心 或 重心 问题 。 所 谓 网 络 的 中 心 ,是 指 在 nr 个 点 的 网 络 中 ， 
已 知 各 点 间 的 距离 ,选择 某 个 点 ,使 其 余 各 点 中 到 该 点 的 距离 最 远 的 点 距离 最 近 , 也 就 是 
使 最 大 运输 距离 达到 最 小 。 这 个 点 称 为 该 网 络 的 中 心 。 这 类 问题 也 可 用 Dijkstra 算法 求 
解 ,参见 习题 8-24。 

例 9 某 连 锁 企 业 在 某 地 区 有 6 个 销售 点 ,已 知 该 地 区 的 交通 网 络 如 图 8-32 所 示 ， 
其 中 点 代表 销售 点 , 边 表示 公路 , 必 为 销售 点 间 公 路 距离 , 问 仓库 应 建 在 哪个 小 区 ,可 使 离 
仓库 最 远 的 销售 点 到 仓库 的 路 程 最 近 ? 


12.75 


239 


解 ”这 是 个 选 址 问题 ,实际 要 求 出 图 的 中 心 ,可 以 化 为 一 系列 求 最 短路 问题 。 先 求 出 
v1 到 其 他 各 点 的 最 短路 长 dj , 今 DC ) 王 max(Cdidz, cd), 表 示 藻 仓库 建 在 wm, 则 离 
仓库 最 远 的 销售 点 距离 为 DCu) 王 63。 再 依次 计算 得 DCvz) 王 50,D(Cvs) 王 33,D(Cu4) 一 
63,D(vs)=48,D(ve)=603,。 由 于 D(wvws) =33 最 小 ,所 以 仓库 应 建 在 U3 ,此 时 离 仓 库 最 远 
的 销售 点 (wm 和 ze) 距离 为 33 。 
二 、Floyd 算法 

某 些 问题 中 ,要 求 网 络 上 任意 两 点 间 的 最 短路 ,如 例 9 就 是 这 样 。 这 类 问题 可 以 用 
Dijkstra 算法 依次 改变 起 点 的 办 法 计算 ,但 比较 烦琐 。 这 里 介绍 的 Floyd 方法 (1962 年 ) 
可 直接 求 出 网 络 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 


为 计算 方便 , 令 网 络 的 权 抢 阵 为 万 一 (ci )。xw ,bij 为 vi 到 Uj 的 距离 。 
| 当 (vwi,v;) | FE 


oo 其 他 


其 中 


算法 基本 步骤 为 : 
(1) 输入 权 和 矩阵 D"™ = 二 DD，。 
(2) 计算 DOD=(d®),x， (k=1,2,3,.…,n) 

其 中 4d 六 = 二 min[dy *,d “十 dy *”] 
(3) D ”一 (dy ),x» 中 元 素 dy 就 是 v; 到 wv) 的 最 短路 长 。 
例 10 求 图 8-32 所 示 的 图 G 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 
解 ”由 图 8-32 得 到 


0 20 co ce 15 colv 
20 0 20 60 25 co|v 
| 
co 60 30 0 ee col D ”一 也 ” 
15 25 18 co 0 15|um 
co ceo co ceo 15 0jv 
了 1 Uz V3 V4 Vs vs 
0 20 人 0 k0 15 ~ 0 20 40 (0 15 ~ 
20 0 20 60 25 co 20 0 20 25 o0 
本 20 0 30 18 co e020 0 0 1 庆 
60 30 0 6k95 ~ 30 0 (0 ~ 
15 25 18 69 0 15 15 25 8 0 15 
co co co oo 15 0 co co oo oo 15 0 


矩阵 中 dy 二 minLdy” ,da 十 d?? 表示 从 vi 点 到 vj; 点 或 直接 有 边 或 经 vi 为 中 间 点 
时 的 最 短路 长 ,dp ,dy 分别 表示 从 Ui 到 | 也 最 多 经 中 间 点 V1， U2 与 U1 U2， U3 的 最 短路 


长 。 圆 圈 中 数字 为 更 新 元 。 
0 20 63 15 《60) 
0 20 50 2 
(4) (3) (5) 20 0 30 18 63 (6) (5) 
pe =pr, po— 辐 ww 请 | mm=a 
15 25 18 48 0 15 
3 的 15 
由 于 dy 表示 从 vi 点 到 vj 点 ,最 多 经 由 中 间 点 ,wm ,zs 的 所 有 路 中 的 最 短路 长 ， 
所 以 D “就 给 出 了 任意 两 点 间 不 论 几 步 到 达 的 最 短路 长 。 
如 果 硕 望 计算 结果 不 仅 给 出 任意 两 点 的 最 短路 长 ,而 且 给 出 具体 的 最 短路 径 , 则 在 运 
算 过 程 中 要 保留 下 标 信息 , 即 da 十 dj 二 dw 等 。 
如 在 例 10 中 了 的 cd4 一 85, 是 di 十 d23 一 60 十 25 得 到 的 ,所 以 di 可 写成 8542s， 
又 如 d4 是 由 dss 十 d35 十 dit 一 30 十 18 十 15 王 63 得 到 的 ,所 以 di 可 写 为 634356 等 。 
由 此 ， 
0 20 33 631s% 15 30s 


20 0 20 D0234 25 40256 
pe = 33351 20 0 30 18 33356 
634351 20432 30 0 48435 034356 

15 20 18 48534 0 ls 

30651 406s2 33653 036534 15 0 
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最 大 流 问 题 是 一 类 应 用 极为 广泛 的 问题 ,例如 在 交通 运输 网 络 中 有 人 流 、 和 车流、 货 
流 , 供 水 网 络 中 有 水 流 , 金 融 系统 中 有 现金 流 , 通 信和 系统 中 有 信息 流 ,等 等 。20 世纪 50 年 
代 福 特 (Ford) 、 富 殉 逊 (Fulkerson) 建 立 的 “网 络 流 理论 ”, 是 网 络 应 用 的 重要 组 成 部 分 。 


一 、 最 大 流 有 关 概 念 


如 果 我 们 把 图 8-33 看 做 输油管 道 网 ,w 为 起 
点 ,u 为 终点 ,lyv ,vv 为 中 转 站 , 边 上 的 数 表 
示 该 管道 的 最 大 输 油 能 力 , 问 应 如 何 安 排 各 管道 输 
油 量 ,才能 使 从 w 到 vw, 的 总 输 油 量 最 大 ? 

管道 网 络 中 每 边 的 最 大 通过 能 力 即 容量 是 有 
限 的 ,实际 流量 应 不 超过 容量 ,上 述 问 题 就 是 要 讨 
论 如 何 充分 利用 装置 的 能 力 , 以 取得 最 好 效果 ( 流 8-33 
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量 最 大 ) ,这 类 问题 通常 称 为 最 大 流 问 题 。 

定义 20 设 有 问 连 通 图 G 二 (V,E),G 的 每 条 边 (vi;,v;) 上 有 非 负 数 ci 称 为 边 的 容 
量 , 仅 有 一 个 人 次 为 0 的 点 wv; 称 为 发 点 ( 源 ) ,一 个 出 次 为 0 的 点 vi 称 为 收 点 ( 汇 ) ,其 余 点 
为 中 间 点 ,这 样 的 网 络 G 称 为 容量 网 络 , 笛 记 做 CG 一 (V, 下 ,C)。 

对 任 一 G 中 的 边 (vi,v;) 有 流量 方 , 称 集合 一 { 方 } 为 网 络 G 上 的 一 个 流 。 称 满足 
下 列 条 件 的 流 f 为 可 行 流 : 

(1) 容量 限制 条 件 : 对 G 中 每 条 边 (w) ,有 0 到 方 过 cr 

(2) 平衡 条 件 : 对 中 间 点 w ,有 和 215 一 fw ，, 即 物资 的 输入 量 与 输出 量 相等 。 


对 收 、 发 点 ‘Ur » Us ,有 2 = Zs WwW ,YY7 为 网 络 流 的 总 流量 。 


可 行 流 总 是 存在 的 ,例如 f=={0} 就 是 一 个 流量 为 0 的 可 行 流 。 所 谓 最 大 流 问 题 就 是 
在 容量 网 络 中 ,寻找 流量 最 大 的 可 行 流 。 

一 个 流 f 二 {5} , 当 记 二 cj ，, 则 称 流 f 对 边 (vi,v;) 是 饱和 的 ,否则 称 f 对 (vi,w;) 不 
饱和 。 最 大 流 问 题 实际 是 个 线性 规划 问题 ,但 是 利用 它 与 图 的 紧密 关系 ,能 更 为 直观 简便 

定义 21 容量 网 络 G 二 (V,E,0O) ,v,,v 为 发 . 收 点 ,车 有 边 集 E 为 EE 的 子 集 ,将 G 分 
为 两 个 子 图 G1,G; ,其 顶点 集合 分 别 记 $,39,SUS=V,S 站 is= 人 ,ou 分 属 S,S, 满 足 : 
Q@G(V,E 一 E') 不 连通 ; @E" 为 E' 的 真子 集 , 而 G(V,E 一 E”) 仍 连通 , 则 称 EE 为 G 的 制 
集 , 记 E’==(S,S)， 

割 集 (S,S) 中 所 有 始点 在 S, 终 点 在 S 的 边 的 容量 之 和 , 称 为 (S,S) 的 割 集 容量 , 记 
为 C(S,S)。 如 图 8-33 中 , 边 集 {((u,vz), (vs),， (vs)， ov)， (ov) 和 边 集 
(Cos) uv) 都 是 G 的 割 集 ,它们 的 割 集 容量 分 别 为 9 和 11。 容 量 网 络 G 
的 割 集 有 多 个 ,其 中 割 集 容量 最 小 者 称 为 网 络 G 的 最 小 割 集 容 量 ( 人 简称 最 小 割 )。 


二 、 最 大 流 -最 小 荐 定理 


由 割 集 的 定义 不 难看 出 ,在 容量 网 络 中 割 集 是 由 v, 到 的 必 经 之 路 ,无 论 拿 挥 哪个 
割 集 ,v, 到 w, 便 不 再 相通 ,所 以 任何 一 个 可 行 流 的 流量 不 会 超过 任 一 割 集 的 容量 ,也 即 网 
络 的 最 大 流 与 最 小 割 容 量 ( 最 小 割 ) 满 足下 面 定 理 。 

定理 10 设 f 为 网 络 G 二 (V,E,0) 的 任 一 可 行 流 , 流 量 为 W,(S,S) 是 分 离 v,,v, 的 
任 一 割 集 , 则 有 W 志 C(S,S)。( 证 明 略 ) 

由 此 可 知 , 若 能 找到 一 个 可 行 流 f* ,一 个 制 集 (S* ,S*), 使 得 广 的 流量 三 
C(S* ,S*), 则 广 一 定 是 最 大 流 , 而 (S* ,S*  ) 就 是 所 有 制 集 中 容量 最 小 的 一 个 。 下 面 证 
明 最 大 流 - 最 小 割 定 理 , 定 理 的 证 明 实 际 上 就 是 给 出 了 寻求 最 大 流 的 方法 。 

定理 11 〈 最 大 流 - 最 小 割 定 理 ) 任 一 个 网 络 G 中 ,从 wv, 到 ww, 的 最 大 流 的 流量 等 于 分 
离 v, 、v, 的 最 小 割 的 容量 。 
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证 明 设 f* 是 一 个 最 大 流 , 流 量 为 W, 用 下 面 的 方法 定义 点 集 S”: 

令 vES'; 

在 点 wES ,有 户 二 cs, 则 令 vES”， 

车 点 vi: ES* ,有 是 fi 放 0, 则 邻 vwES"， 

在 这 种 定义 下 ,wv 一 定 不 属于 S” , 奉 否 ,v.E S” , 则 得 到 一 条 从 vs 到 vw 的 链 ,规定 vs 
到 vw 为 链 jy 的 方 回 , 链 上 与 yy 方 同 一 致 的 边 称 为 前 问 边 ,与 y 方 名 相 反 的 边 称 为 后 癌 边 ， 
即 如 图 8-34 中 (wi ,vz) 为 前 问 边 , (vs ,vz) 为 后 癌 边 。 | U3 


根据 S 的 定义 ,py 中 的 前 向 边 (vi,v;) 上 必 有 方 二 ci， `、 v, 
后 辣 边 上 必 有 方 二 0。 vw, We 


Co 一 fs 当 (vw;,v;) 为 前 问 边 

令 Oj; -| 8-34 
fs 当 (vwi;,v;) 为 后 问 边 

取 6 二 min{6; ) ,显然 6 守 0。 


我 们 把 f° 修改 为 f7 : 

[ 十 9G (vi,v;) 为 0/ 上 前 问 边 

订 一 4 万 一 6 (viyv;) 为 uy 上 后 向 边 

[ns 其 余 

不 难 验 证 f7 仍 为 可 行 流 ( 即 满足 容量 限制 条 件 与 平衡 条 件 ) ,但 是 fY 的 总 流量 等 于 
了 的 流量 加 9, 这 与 f° 为 最 大 流 矛 盾 , 所 以 wv, 不 属于 S*。 

邻 S* 二 V\S*, 则 vw,ES'*。 
于 是 得 到 一 个 割 集 (S* ,S* ) ,对 割 集中 的 边 (v;,v;) 显 然 有 


_ Cy Vi€E SVES’ 
/一 二 VE Sv ES 
但 流量 W 又 满足 
W= > [f/f]= > os 
wES wvES uiES ojES 
tt 


所 以 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 割 的 容量 ,定理 得 到 证 明 。 
定义 22 容量 网 络 G, 奉 为 网 络 中 从 v, 到 ww, 的 一 条 链 , 给 yx 定 问 为 从 v, 到 vw,,w 
上 的 边 凡 与 wx 同 向 称 为 前 向 边 , 凡 与 六 反 向 称 为 后 向 边 ,其 集合 分 别 用 /和 Am 表示 ,ff 
是 一 个 可 行 流 ,如 果 满 足 
0 委 方 一 cf (viv) Ep 
1 之 方 二 0 (ooi) Ep 
则 称 jy 为 从 v, 到 wv 的 (关于 了 的 ) 可 增 广 链 。 


is 


推论 ”可行 流 f 是 最 大 流 的 充 要 条 件 是 不 存在 从 wv, 到 ww, 的 (关于 了 的 ) 可 增 广 链 。 

可 增 广 链 的 实际 意义 是 :; 沿 着 这 条 链 从 ww 到 输送 的 流 , 还 有 潜力 可 控 , 只 需 按 照 
定理 证 明 中 的 调整 方法 ,就 可 以 把 流量 提高 ,调整 后 的 流 , 在 各 点 仍 满足 平衡 条 件 及 容量 
限制 条 件 , 即 仍 为 可 行 流 。 这 样 就 得 到 了 一 个 寻求 最 大 流 的 方法 : 从 一 个 可 行 流 开 始 , 寻 
求 关 于 这 个 可 行 流 的 可 增 广 链 , 寿 存 在 , 则 可 以 经 过 调整 ,得 到 一 个 新 的 可 行 流 , 其 流量 比 
原来 的 可 行 流 要 大 ,重复 这 个 过 程 , 直 到 不 存在 关于 该 流 的 可 增 广 链 时 就 得 到 了 最 大 流 。 
三 、 求 最 大 流 的 标号 算法 

设 已 有 一 个 可 行 流 f ,标号 的 方法 可 分 为 两 步 : 第 1 步 是 标号 过 程 ,通过 标号 来 寻找 
可 增 广 链 ; 第 2 步 是 调整 过 程 , 沿 可 增 广 链 调 整 f 以 增加 流量 。 

1. 标号 过 程 

(1) 给 发 点 以 标号 (A, 十 ce)。 

(2) 选择 一 个 已 标号 的 顶点 vi, 对 于 wi 的 所 有 未 给 标号 的 邻接 点 wv; 按 下 列 规 则 
处 理 : 

Q@ 夺 边 (vj ,vi) EE, 且 所 i 放 0, 则 令 6; 二 min(fi,6;) ,并 给 v; 以 标号 (一 vi,6;)。 

旬 在 边 (w,)EE, 且 方 二 c 时 , 令 六 一 min(c 一 方 ,0) ,并 给 v; 以 标号 (十 vi,6;)。 

(3) 重复 (2) 直 到 收 点 v, 被 标号 或 不 再 有 顶点 可 标号 时 为 止 。 

藻 v 得 到 标号 ,说 明 存 在 一 条 可 增 广 链 , 转 ( 第 2 步 ) 调 整 过 程 。 硅 v, 未 获得 标号 , 标 
号 过 程 已 无 法 进行 时 ,说 明 f 已 是 最 大 流 。 

2. 调整 过 程 

方 十 9 奉 (vi,vj) 是 可 增 广 链 上 的 前 向 边 
(1) 令 方 -| 一 6， 硅 (vi,vj;) 是 可 增 广 链 上 的 后 问 边 
fs 右 (vu ,vi) 不 在 可 增 广 链 上 

(2) 去 掉 所 有 标号 , 回 到 第 1 步 , 对 可 行 流 广 重 新 标号 。 

例 11 图 8-35 表明 一 个 网 络 及 初始 可 行 流 ,每 条 边 上 的 有 序数 表示 (ci, 方 ), 求 这 
个 网 络 的 最 大 流 。 vi (52) 。 志 

先 给 v, 标 以 (A, 十 ce ) 。 

检查 Us 的 邻接 点 v1，vV2，v3， 发 现 U2 点 满 
是 (v,,v) EE, 有 有 fz =2< c=4, 令 6, = 
minL2, 十 coj 王 2, 给 vz 以 标号 [十 w ,2]。 同 理 


(> 


给 U3 点 以 标号 [十 ww ,1 。 U3 (2,2) vs 
检查 U2 点 的 尚未 标号 的 邻接 点 vs，vVe， 发 8-35 


现 vs 满足 (Cuw ,vs)EE, 有 日 zs 一 0 一 czs 一 3， 令 
0, 一 minL3,2j 一 2 ,给 vs 以 标号 [十 v, ,2 |。 
检查 与 Us 点 邻接 的 未 标号 点 有 Ul ,Vv,， 发 现 UI] 点 满足 (vi sv EE,H 5 一 3 二 0， 令 


0。 二 min[3,2 |] 二 2, 则 给 vi 点 以 标号 [一 vs ,2 |]。 

v4 点 未 标号 ,与 vi 邻接 , 边 (vi,w)EE, 有 是 fu 二 2 二 cu 二 5, 所 以 令 0。 =min[3,2]= 
2 ,给 v 以 标号 [十 vi ,2j。 

w 类 似 前 面 的 步骤 ,可 由 vs 得 到 标号 [十 we ,2]。 

由 于 wv 已 得 到 标号 ,说 明 存 在 可 增 广 链 ,所 以 标号 过 程 结束 , 见 图 8-36, 增 广 链 为 


Us—>U2—>YUS—Y UU4™>Uo 


(+v,,1) 


8-36 


转 入 调整 过 程 , 令 6 二 6。 二 2 为 调整 量 , 从 v, 点 开始 ,由 逆 可 增 广 链 方向 按 标号 
[十 w ,2] 找 到 点 v4, 令 f44 二 fu 十 2。 

髓 由 Ua 点 标号 [十 wm ,2j 找 到 前 一 个 点 vi， 并 令 4 一 十 2。 按 vl 点 标号 找到 
点 Us。 

由 于 标号 为 一 vs , (vs ,V1 ) 为 反问 边 , 令 fis= fi1s—2.。 

由 vs 点 的 标号 再 找到 U2 , 令 fzs = f2st2, 

由 v 点 找到 wv,, 令 一 大 十 2。 

调整 过 程 结束 ,调整 中 的 可 增 广 链 见 图 8-36 中 的 粗 线 边 ,调整 后 的 可 行 流 见 图 8-37。 


UI (5,4) Ua 


(+v,,1) 
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重新 开始 标号 过 程 ,寻找 可 增 广 链 , 当 标 到 vs 点 为 [十 v,,1j 以 后 ,与 v,,v3 点 邻接 的 
U1 » U2 » Us 点 都 不 满足 标号 条 件 ,所 以 标号 过 程 无 法 青 继续 ， 而 Ui 点 并 未 得 到 标号 , 如 
图 8-37 所 示 。 
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这 时 斑 王 户 十 帮 十 太 王 访 十 太 十 je 一 11, 即 为 最 大 流 的 流量 ,算法 结束 。 

用 标号 法 在 得 到 最 大 流 的 同时 ,可 得 到 一 个 最 小 割 。 即 如 图 8-37 中 虚线 所 示 。 

标号 点 集合 为 S, 即 S= {vw ,vs }; 

未 标号 点 集合 为 S== {vi ,vz ,v4 ,vs ,ve ,vr); 

此 时 割 集 (S,S)= 二 {Cv ,v1), (vv2), (oa us) 

割 集 容量 C(S,S) 二 ca 十 cw 十 c36 二 11, 与 最 大 流 的 流量 相等 。 

由 此 也 可 以 体会 到 最 小 割 的 意义 ,网 络 从 发 点 到 收 点 的 各 通路 中 ,由 容量 决定 其 通过 
能 力 ,最 小 割 则 是 这 些 路 中 的 咽喉 部 分 ,或 者 叫 瓶 口 ,其 容量 最 小 , 它 决 定 了 整个 网 络 的 最 
大 通过 能 力 。 要 提高 整个 网 络 的 运输 能 力 ,必须 首先 改造 这 个 咽喉 部 分 的 通过 能 力 。 

求 最 大 流 的 标号 算法 还 可 用 于 解决 多 发 点 多 收 点 网 络 的 最 大 流 问 题 , 设 容 量 网 络 G 有 
行 干 个 发 点 Zz1 ,Tz ，… ,zm; 右 干 个 收 尽 yiyyz，…， 
yx， 可 以 添加 两 个 新 点 w ,ww ,用 容量 为 ce 的 有 辐 
边 分 别 连接 说 与 xiyzay…y Zeyyiyysaywweyyw 与 
vi， 得 到 新 的 网 络 G ,G 为 只 有 一 个 发 点 ws 一 个 
收 点 v, 的 网 络 , 求 解 G 的 最 大 流 问 题 即 可 得 到 GG 
的 解 , 如 图 8-38 所 示 。 


四 、 最 大 匹配 问题 


考虑 工作 分 配 问题 。 有 7 个 工人 ,m 件 工 作 , 每 个 工人 能 力 不 同 ,各 能 胜任 其 中 某 几 
项 工作 。 假 设 每 件 工 作 只 需 一 人 做 ,每 人 只 做 一 件 工 作 , 怎 样 分 配 才能 使 尽量 多 的 工作 有 
人 做 ,更 多 的 人 有 工作 ? 

这 个 问题 可 以 用 图 的 语言 描述 ,如 图 8-39 所 示 。 其 中 zl,zz,…,z, 表示 工人 ,yi， 
yz，"…… ,ym 表示 工作 , 边 (x;,y;) 表 示 第 zi 个 人 能 胜任 第 y 项 工作 ,这 样 就 得 到 了 一 个 二 
部 图 C, 用 点 集 X 表示 (zi,zz，…… zy, 点 集 了 表示 (yyz， ,ym}， 二 部 图 G= 二 (X,Y， 
EF)。 上 述 的 工作 分 配 问题 就 是 要 在 图 G 中 找 一 个 边 集 E 的 子 集 , 使 得 集中 任何 两 条 边 没 
有 公共 端点 ,最 好 的 方案 就 是 要 使 此 边 集 的 边 数 尽 可 能 多 ,这 就 是 匹配 问题 。 

定义 23 二 部 图 G 二 (X,Y,EF),M 是 边 集 E 的 子 集 ,大 M 中 的 任意 两 条 边 都 没有 公 
共 端 点 , 则 称 M 为 图 G 的 一 个 匹配 (也 称 对 集 ) 。 

M 中 任 一 条 边 的 端点 v 称 为 (关于 M 的 ) 饱 和 点 ,G 中 其 他 顶点 称 为 非 饱 和 点 。 

硅 不 存在 男 一 匹配 Mi ,使 得 | Mi | 二 |MI1(|M| 表 示 和 集合 M 中 边 的 个 数 ), 则 称 M 为 
最 大 匹配 。 

例如 图 8-40 中 用 粗 线 标 出 的 各 边 组 成 图 G 的 一 个 匹配 M=((zi,y1), (zs, ys)， 
(zs,yz),(Czty,ys)}), 且 为 最 大 匹配 。 图 8-40 还 有 另 一 最 大 匹配 由 边 (zi,yi),(zz,ys)， 
(zs,y4), (zyys) 组 成 , 即 一 个 图 的 最 大 匹配 中 所 含 边 数 是 确定 的 ,但 匹配 方案 可 以 不 同 。 
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二 部 图 中 最 大 匹配 问题 ,可 以 化 为 最 大 流 问 题 求解 。 类 似 于 多 发 点 多 收 点 最 大 流 问 
题 ,在 二 部 图 中 增加 两 个 新 点 v;、v 分 别 作 为 发 点 、 收 点 ,并 用 有 问 边 把 它们 与 原 二 部 图 
中 顶点 相连 , 令 全 部 边 上 的 容量 均 为 1。 那 么 当 这 个 网 络 的 流 达 到 最 大 时 ,如 果 (z;,y;) 上 
的 流量 为 1 ,就 让 x; 作 yy; 工作 ,这 样 的 方案 就 是 最 大 匹配 的 方案 。 

例 12 设 有 5 位 待业 者 ,5 项 工作 ,他 们 各 自 能 胜任 工作 情况 如 图 8-41 所 示 ,要 求 设 
计 一 个 就 业 方 案 , 使 尽量 多 的 人 能 就 业 。 
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解 ” 按 前 述 方法 增加 虚拟 的 发 、 收 点 v;,v,, 用 求 最 大 流 的 标号 法 求解 得 到 图 8-41， 
在 图 中 略 去 容量 ,只 标 出 流量 。 边 (zi,yz),(zz,yi), (ray yi), (ziyyi) 上 的 流量 都 是 ] ， 
所 以 让 T12355 分 别 干 V2，Vy1I。，y5，y4 工作 可 得 最 大 就 业 方 案 . 即 最 多 可 以 安排 四 个 
人 就 业 。 


第 五 节 ”最 小 费用 流 问 题 


上 一 节 讨 论 的 寻求 网 络 最 大 流 问 题 , 只 考虑 了 流 的 数量 ,没有 考虑 流 的 费用 。 实 际 上 
许多 问题 要 考虑 流 的 费用 最 小 问题 。 
最 小 费用 流 问 题 的 一 般 提 法 : 已 知 容量 网 络 G==(V,E,0), 每 条 边 (v;,v;) 除 了 已 给 
出 容量 cy 外 ,还 给 出 了 单位 流量 的 费用 dr (三 0) , 记 CG=(V,E,C,d)。 求 G 的 一 个 可 行 
流 f= 二 {f;) ,使 得 流量 W(f)==v, 且 总 费用 最 小 。 
d= 2 dsfs 


特别 地 , 当 要 求 f 为 最 大 流 时 ,此 问题 即 为 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 


人 
247 


最 小 费用 流 问 题 的 常用 算法 有 两 种 : 中 原始 算法 ; 四 对 偶 算 法 。 下 面 只 介绍 第 二 种 
算法 ,本 算法 是 有 效 算 法 。 

定义 24 已 知 网 络 G 二 (V,E,C,d),f 是 G 上 的 一 个 可 行 流 ,ww 为 从 v; 到 ww, 的 (关于 
f 的 ) 可 增 广 链 , dz) = 2 一 > 称 为 链 jy 的 费用 。 


天 £ 
如 图 8-42 所 示 的 可 增 广 链 jy 中 : 
nL: {Us ,1) CVs U3) (U3 U4) (5 )) 


AK : ‘(vo ,1) (Us ,有 号 


U, rm 7 6 
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边 上 权 为 费用 dj , 则 链 的 费用 do 一 (3 十 4 十 1 十 6) 一 (5 十 7) 一 2。 

若 ”是 从 vw 到 w, 所 有 可 增 广 链 中 费用 最 小 的 链 , 则 称 y* 为 最 小 费用 可 增 广 链 。 

对 偶 算 法 的 基本 思路 : 先 找 一 个 流量 为 WC 了 ) 二 wv 的 最 小 费用 流 Fo ,然后 寻找 从 
w 到 vw 可 增 广 链 y ,用 最 大 流 方法 将 f” 调整 到 f" ,使 f" 流量 为 W(f” ) 十 0, 且 保证 
f "是 在 W(f" ) 十 0 流量 下 的 最 小 费用 流 , 不 断 进 行 到 W(f” ) 二 =v 为止。 

定理 12 奉 f 是 流量 为 W( 了 ) 的 最 小 费用 流 ,w 是 关于 了 的 从 v, 到 ww 的 一 条 最 小 费 
用 可 增 广 链 , 则 f 经 过 yw 调整 流量 0 得 到 新 可 行 流 广 ( 记 为 三 =/O0), 一 定 是 流量 为 
W( 放 十 9 的 可 行 流 中 的 最 小 费用 流 ( 证 明 上 略 )。 

由 于 dj 宇 0,f 二 10) 就 是 流量 为 0 的 最 小 费用 流 ,所 以 初始 最 小 费用 流 可 以 取 f/f” = 
14107, 余下 的 问题 是 如 何 寻 找 关 于 f 的 最 小 费用 可 增 广 链 。 为 了 计算 方便 ,我 们 构造 长 度 
网 络 。 

定义 25 对 网 络 G 二 (V,EF,C,d), 有 可 行 流 f, 保 持原 网 络 各 点 ,每 条 边 用 两 条 方 癌 
相反 的 有 向 边 代 替 , 各 边 的 权 必 按 如 下 规则 : 
ds 当 太一 ci 
Sw 太一 ci 
(其 中 十 ce 的 意义 是 : 这 条 边 已 饱和 ,不 能 再 增 大 流量 ,否则 要 花费 很 高 的 代价 ,实际 无 法 
实现 ,因此 权 为 十 ce 的 边 可 从 网 络 中 去 掉 。) 

2.， 当 边 (vj ,vi) 为 原来 G 中 边 (v;,v;) 的 反问 边 , 令 
—d; 当 f;>>0 
当 fs=0 
(这 里 十 cc 的 意义 是 此 边 流 量 已 减少 到 0, 不 能 再 减少 , 权 为 十 ce 的 边 也 可 以 去 掉 。) 


] . 当 边 (vi ,wv;) EE, 仿 1 


1 
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这 样 得 到 的 网 络 L( 了 ) 称 为 长 度 网 络 ( 将 费用 看 成 长 度 )。 
显然 在 G 中 求 关 于 了 的 最 小 费用 可 增 广 链 等 价 于 在 长 度 网 络 L( 放 中 求 从 vw 到 vw， 
的 最 短路 。 
对 偶 算 法 的 基本 步骤 如 下 : 
(1) 取 零 流 为 初始 可 行 流 , 即 广 -三 410) 。 
(2) 车 有 f*" “ ,流量 为 W(f“ ，") 二 wv, 构造 长 度 网 络 L(f“ ")， 
(3) 在 长 度 网 络 L(f* ”) 中 求 从 wv, 到 vw, 的 最 短路 。 若 不 存在 最 短路 , 则 f* "已 为 
最 大 流 ,不 存在 流量 等 于 wv 的 流 , 停 止 ; 否则 转 (4)。 
(4) 在 G 中 与 这 条 最 短路 相应 的 可 增 广 链 六 上 ,做 f= 二 fw ”0。 
其 中 0 = min( min(cs 一 f§ 7),minf$ | 
此 时 /的 流量 为 WCA*) 十 0, 若 WCfJ*，) 十 0 二 v 则 停止 ,否则 令 /代替 /*， 返 
回 (2) 。 
例 13 在 图 8-43(a) 所 示 运 输 网 络 上 , 求 流量 "为 10 的 最 小 费用 流 , 边 上 括号 内 为 
(ci yai ) 。 
解 从 Fo 王 10} 开始, 作 工 (Fo ) 如 图 8-43(b) ,用 Dijkstra 算法 求 得 L(f) 网 络 中 
最 短路 为 一 zz 一 一 0 在 网 络 G 中 相应 的 可 增 广 链 jy 二 {wv,vz,vi,v,)} 上 用 最 大 流 算 
法 进行 流 的 调整 : 
AL = {vs v2), (yi) Cv, v,)) 
Al 一 9 
= mn = 
f+5 (ooj) Et 
f°? -1 


fy 其 他 
WC(f)=5, df )=5X1+5xX2+5X1= 20 
结果 见 图 8-43(c)。 

作 L(f"") 如 图 8-43(d), 由 于 边 上 有 人 负 权 ,所 以 求 最 短路 不 能 用 Dijkstra 算法 ,可 用 
逐次 逼近 法 。 最 短路 为 v, 一 v1 一 v,, 在 网 络 G 内 相应 的 可 增 广 链 上 进行 调整 ,得 流 f 2， 
如 图 8-43(e) 所 示 。 

W(f?)=7, d(f®?)=4xX2+5X1l++5XxX2+7XxX1l1= 30 

作 L(f"”) 如 图 8-43(f) ,得 到 从 v, 到 w, 的 最 短路 为 v, 一 v2 一 v3 一 v,, 在 网 络 G 内 调 

整 得 流 f'”, 如 图 8-43(g) 所 示 。 

WC(f®)=10=% 

dp) 一 2X4 十 8X1 二 5X2 十 3X3 十 3XX2 十 7XX1 一 48 
厂 “ 即 为 所 求 的 最 小 费用 流 。 
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(d) ZL (e) f® 


(DN LF) (g) f° 
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习 铝 


8.1 有 8 种 化 学 药品 A、.B、C、D、E、F、G、H 要 放 进 储藏 室 。 从 安 
全 角度 考虑 ,下 列 各 组 药品 不 能 储存 在 同一 室内 : A 一 C, A 一 F,A 一 
H,B—D,B—F,B—H,C—D;C—G,D—E,D—G,E—G,E—F,F—G, 
G 一 五 , 问 至 少 需要 几 间 储藏 室 存 放 这 些 药品 。 
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8.2 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 


(1) 具有 个 顶点 的 完全 图 有 地 n(n 一 1) 条 边 ; 
(2) 具有 个 顶点 的 二 部 图 恒 有 n(n 一 1) 条 边 ; 


(4) 一 个 连通 图 中 奇 点 的 总 数 可 以 是 奇数 个 ,也 可 以 是 偶数 个 。 
8.3 判定 图 8-44 中 的 两 个 图 能 否 一 笔画 出 , 知 能 ,. 则 用 图 形 表示 其 画 法 。 


(a) (b) 
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8.4 求解 如 图 8-45 所 示 的 中 国 邮 路 问题 ,A 点 是 邮局 。 
8.5 分 别 用 深 探 法 、 广 探 法 、 破 圈 法 找 出 图 8-46 所 示 图 的 一 个 生成 树 。 


8. 0 
小 (单位 : 
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8.7 将 本 章 例 5 求 最 小 生成 树 的 问题 ( 见 图 8-23(a)) 转 化 为 一 个 求解 数学 规划 的 
问题 ,要 求 列 出 这 个 规划 问题 的 数学 模型 。 
8.8 分 别 用 避 圈 法 和 破 圈 法 求 图 8-48 所 示 各 图 的 最 小 树 。 
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8.9 最 优 检索 问题 。 使 用 计算 机 进行 图 书 分 类 。 现 有 五 类 图 书 共 100 万 册 , 其 中 有 
A 类 50 万 册 , 有 B 类 20 万 册 ,C 类 5 万 册 ,D 类 10 万 册 ,E 类 15 万 册 。 问 如 何 安排 分 检 
过 程 ,可 使 总 的 运算 (比较 ) 次 数 最 小 ? 

8. 10 ”如 图 8-49 ,vo 是 一 仓库 ,v 是 商店 ,用 Dijkstra 算法 求 一 条 从 w 到 ww 的 最 
短路 。 

8.11 用 Floyd 算法 求 图 8-50 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 
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8. 12 ”将 本 章 例 7( 见 图 8-28) 求 到 vs 最 短路 的 问题 : (1) 表 达 为 一 个 求解 数学 规 
划 的 问题 ,要求 列 出 该 规划 问题 的 模型 ; (2) 建 立 动态 规划 模型 并 求解 。 

8.13 硅 题 8. 11( 见 图 8-50) 中 ,vw ,… ,vs 分别 代表 5 个 村 子 , 已 知 各 村 小 学 生 人 数 
分 别 为 40、50 .10、20、25 人 。 现 准备 合 建 一 所 小 学 , 问 小 学 应 设 于 哪 一 个 村 ,使 小 学 生 上 
下 学 走 的 路 最 短 ? 

8. 14 使 用 最 短路 方法 求解 上 一 章 习 题 7.14 的 汽车 更 新 问题 。 


8.15 求 图 8-51 中 网 络 最 大 流 , 边 上 数 为 (ci , 方 )。 要 求 : (1) 将 求 最 大 流 问 题 列 出 
线性 规划 模型 ; (2) 用 标号 算法 求解 。 

8.16 如 图 8-52 ,发 点 sisz 分 别 可 供应 10 个 和 15 个 单位 , 收 点 ,tz 可 以 接收 10 
个 和 25 个 单位 , 求 最 大 流 , 边 上 数 为 ci。 
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8.17 如 图 8-53, 从 vo 派 车 到 vs ,中 间 可 经 过 mm,…,uy 各 站 , 若 各 站 间 道 路 旁 的 数 
字 表 示 单 位 时 间 内 此 路 上 所 能 通过 的 最 多 车 辆 数 , 问 应 如 何 派 车 才能 使 单位 时 间 到 达 vs 
的 车 辆 最 多 ? 


vo 10 Vs 10 Vs 


Us 
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8. 18 ” 某 单位 招收 人 慌 俄 、 英 日 \. 德 \ 法 文 翻译 各 1 人 ,有 5 人 应 聘 。 已 知 : 乙 慌 俄 文 ， 
甲 、 乙 、 丙 懂 英 文 , 甲 . 丙 、 丁 懂 日 文 , 乙 成 懂 德 文 ,成 懂 法 文 , 问 这 5 个 人 是 否 都 能 得 到 聘 
书 ?” 最 多 几 人 能 得 到 招聘 ,各 从 事 哪 一 方面 的 翻译 任务 ? 

8.19 甲乙 丙丁 戊 己 6 人 组 成 一 个 小 组 ,检查 5 个 单位 的 工作 , 奉 第 1 单位 和 
乙 \ 两 本 三 人 有 工作 联系 , 则 用 { 乙 ,两 , 丁 } 表 示 ， Uv (6.5) mn 
其 余 四 个 单位 依次 分 别 为 { 甲 ,成 , 己 },{ 甲 , 乙 ， 
成 ;5 己 },{ 甲 , 乙 ;, 丁 ; 己 },{ 甲 ;) 乙 ;天 }。 者 到 一 个 
单位 去 检查 工作 的 人 只 需 1 人 ,但 必须 是 和 该 单 
位 没有 联系 的 人 , 问 应 如 何 安排 ? 

8.20 图 8-54 所 示 网 络 中 ,有 向 边 旁 数字 为 
(ccdi)c 表 示 容 量 ,di 表示 单位 流量 费用 , 试 求 
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从 vs 到 ww, 流 值 为 6 的 最 小 费用 流 。 

8. 21 某 种 货物 由 2 个 仓库 Al \A: 运送 到 3 个 配 贷 心 Bi \、 卫 : 、B;。 Al \、A: 的 库存 
量 分 别 为 每 天 13t、9t; Bi 、B:，、Bs: 每 天 需求 分 别 为 9t、5t 和 6t。 各 仓库 到 配 货 中 心 的 运输 
能 力 .单位 运费 如 表 8-2, 求 运费 最 省 的 运输 方案 。 


表 8-2 
Ai 一 Bi 3 
Ai—PB, 11 
Ai—PB; 10 
A: 一 Bi 8 
A;— PB, 7 
A: 一 Bs 4 


8.22 表 8-3 给 出 某 运 输 问题 的 产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 , 要 求 将 此 问题 转化 为 最 
小 费用 最 大 流 问 题 , 男 出 网 络 图 。 


表 8-3 
| B B。 Ba 产量 
产地 
Ai 20 24 5 8 
A, 30 22 20 7 
销量 4 . 


8.23 有 5 批 货物 ,要 用 船只 从 Xi 、X; 地 分 别 运 往 Yi1、Y;、Y; 地 。 规 定 每 批 货物 出 
发 日 期 如 表 8-4 所 示 , 又 知 船 只 航行 所 需 时 间 (d) 如 表 8-5 所 示 。 每 批 货物 只 需 一 条 船 装 
运 ,在 空 载 和 重 载 时 航行 时 间 相 同 ,要求 制订 计划 ,以 最 少 的 船只 完成 这 5 项 运输 任务 。 


HAPTER 9 
Bipg 7 
络 计 划 


20 世纪 50 年 代 以 来 ,国外 陆续 出 现 了 一 些 计 划 管 理 的 新 方法 ,如 关键 路 线 法 
(critical path method,CPM) .计划 评审 方法 (program evaluation &. review technique， 
PERT) 等 ,这 些 方法 都 是 建立 在 网 络 模 型 基础 上 , 称 为 网 络 计 划 技 术 。 我 国 已 故 著名 数 
学 家 华罗庚 先生 将 这 些 方法 总 结 概括 称 为 统筹 方法 ,在 20 世纪 60 年 代 初 引入 我 国 , 著 名 
科学 家 钱 学 条 将 其 应 用 于 航天 工程 项 目的 人 研制。 目前 ,这 些 方法 被 世界 各 国 广 泛 应 用 于 
工业 农业、 国防 .科研 等 计划 管理 以 及 工程 项 目的 招 投标 等 管理 中 ,对 缩短 工期 ,节约 人 
力 、 物力 和 财力 ,提高 经 济 效益 发 挥 了 重要 作用 。 

20 世纪 后 半 叶 , 随 着 不 确定 因素 在 科学 研究 以 及 在 大 型 工程 和 服务 系统 中 的 作用 、 
影响 越 来 武大 ,陆续 出 现 了 图 示 评 审 法 (graphical evaluation and review technique， 
GERT) 风险 评审 技术 (venture evaluation review technique,VERT) 等 网 络 技术 ,它们 以 
随机 网 络 为 工具 ,可 以 解决 更 多 复杂 的 项 目 管理 问题 。 


第 一 人 网 络 图 


网 络 图 又 称 箭头 图 ,由 带 箭 头 的 线 和 节点 组 成 。 和 区 线 表 示 工 作 ( 或 工序 活动) ,市 点 
表示 事项 。 工 作 是 组 成 整个 任务 的 各 个 局 部 任务 ,需要 一 定 的 时 间 与 资源 ,而 事项 则 是 表 
示 一 个 或 符 干 个 工作 的 开始 或 结束 ,与 工作 相 比 , 它 不 需要 时 间或 所 需 时 间 少 到 可 以 忽略 


不 计 。 例 如 某 工作 a 可 以 表 为 
OHO——© 
圆圈 和 里 面 的 数字 代表 各 事项 , 写 在 箭 杆 中 间 的 数字 5 为 完成 本 工作 所 需 时 间 , 即 工 
作 a: (1,2) ,事项 : 1,2。 
虚 工 作用 虚 箭 线 “---- 一 ”表示 。 它 表示 工时 为 零 , 不 消耗 任何 资源 的 虚构 工作 。 
其 作用 只 是 为 了 正确 表示 工作 的 前 行 、 后 继 关 系 。 


一 、 男 网 络 图 的 规则 


把 表示 各 个 工作 的 币 线 按照 先后 顺序 及 人 逻辑 关系 ,由 左 至 右 排 列 画 成 图 。 青 给 节点 
统一 编号 ,节点 1 表示 整个 计划 的 开始 (总 开工 事项 ) ,图 中 最 大 的 数码 n 表示 计划 结束 事 
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项 (总 完工 事项 ) ,节点 由 小 到 大 编号 ,对 任 一 工序 (zj) 来 讲 , 要 求 J 一 ;。 
在 绘制 网 络 图 时 ,还 要 注意 以 下 规则 : 
(1) 网 络 图 只 能 有 一 个 总 起 点 事项 ,一 个 总 终点 事项 
图 9-1 中 有 两 个 总 起 点 事项 四 、; 三 个 总 终点 事项 @、@、@ ,不 符合 规则 。 
(2) 网 络 图 是 有 加 图 ,不 允许 有 回路 
图 9-2 中 国 一 加 一 人 一 加 是 回路 ,不 符合 规则 。 


dE og 


9-1 9-2 


(3) 节点 ij 之 间 不 允许 有 两 个 或 两 个 以 上 的 工作 

如 图 9-3 不 符合 规则 。 

(4) 必须 正确 表示 工作 之 间 的 前 行 、 后 继 关 系 

如 图 9-4 中 ,4 道 工作 a,5,c,d 的 关系 为 : c 必须 在 a ,6b 均 完 成 后 才能 开工 ,而 4 只 要 
在 5 完工 后 即 可 开工 ,因此 该 图 是 错误 的 ,本 来 与 a 工作 无 关 的 工作 4 被 错误 地 表 为 必须 
在 a 完成 后 才能 开工 。 


pb 


co 


9-3 9-4 


(5) 虚 工作 的 运用 
如 前 面 不 符合 规则 的 图 9-1、 图 9-3、 图 9-4 用 添加 虚 工 作 的 方法 分 别 改 画 为 图 9-5、 
图 9-6、 图 9-7 就 是 正确 的 了 。 
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虚 工 作 还 可 以 用 于 正确 表示 平行 工作 与 交叉 工作 。 一 道 工 作 分 为 几 道 工作 同时 进 
行 , 称 为 平行 工作 ,如 图 9-8(a) 中 市 场 调研 (2,3) 需 12d, 如 增加 人 力 分 为 三 组 同时 进行 ， 
可 夯 为 图 9-8(b) 。 


(市 场 调研 ) 


(a) 
9-8 


两 件 或 两 件 以 上 的 工作 交叉 进行 , 称 为 交叉 工作 。 如 工作 A 与 工作 B 分 别 为 挖 沟 和 
埋 管 子 , 那 么 它们 的 关系 可 以 是 挖 一 段 埋 一 段 , 不 
必 等 沟 全 部 挖 好 再 埋 。 这 就 可 以 用 交 又 工作 来 表 
示 , 如 把 这 两 件 工 作 各 分 为 三 段 ,A 二 ail 十 as 十 a;， 
已 一 D1 十 02 十 2s ,可 用 图 一 各 表示 。 

遵循 上 述 画图 规则 是 为 了 保证 网 络 图 的 正确 9-9 
性 ,此 外 为 了 使 图 面 布局 合理 .层次 分 明 、 条 理 清 
楚 还 要 注意 画图 技巧 。 

如 要 尽量 避免 箭 杆 的 交叉 ,图 9-10(a) 中 许多 交叉 的 箭 杆 实际 可 以 避免 ,整理 改 画 为 
图 9-10(b) 就 比较 清晰 了 。 
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通 篆 网 络 图 的 工作 箭 杆 画 成 水 平方 式 , 以 便 阅 读 和 计算 ,如 图 9-10(Cb) 。 
二 、 实 例 
一 般 绘制 网 络 图 可 分 为 三 步 。 我 们 用 某 新 产品 投产 前 全 部 准备 工作 来 说 明 。 


(1) 任务 的 分 解 

一 个 任务 首先 要 分 解 成 若干 项 工作 ,并 分 析 清 楚 这 些 工 作 之 间 在 工艺 上 和 组 织 上 的 
联系 及 制约 关系 ,确定 各 工作 的 先后 顺序 , 列 出 工作 项 目 明 细 表 , 见 表 9-1。 

表 9-1 


市 场 调 查 
资金 筹备 
需求 分 析 
产品 设计 
产品 研制 
制订 成 本 计划 
制订 生产 计划 
筹备 设备 
筹备 原材料 
安装 设备 
调集 人 员 
准备 开工 投产 


/ 
/ 
A 
A 
D 
C,， 
F 
B, 
B, 
H 
Gr 


书本 史话 


一 MO VW VV Om 


(2) 绘制 网 络 图 
按照 明细 表 中 所 示 的 工作 遵循 前 面 的 画图 规则 作出 网 络 图 ,并 在 箭 线 上 标 出 工时 ,如 
图 9-11。 
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(3) 节点 编号 

事项 节点 编号 要 满足 前 述 的 要 求 , 即 从 始点 到 终点 要 从 小 到 大 编号 ,日 工 序 (i,)) 要 
求 i 二 7) 。 编 号 不 一 定 连 续 , 留 些 间 隔 便 于 修改 和 增添 工作 。 

以 上 介绍 的 网 络 图 画 法 是 用 箭 线 表示 工作 ,每 个 工作 用 其 首尾 两 端 事 项 表示 ,如 
(i,7)。 这 种 网 络 图 称 为 双 代 号 网 络 图 。 双 代号 网 络 图 由 于 常常 要 加 入 虚 工 作 , 使 图 显得 
比较 复杂 。 与 此 相应 ,国际 上 还 流行 一 种 单 代 号 网 络 图 。 它 用 节点 表示 工作 ,用 箭 线 表明 
工作 之 间 的 关系 构成 网 络 , 表 9-1 例子 的 单 代 号 网 络 图 如 图 9-12。 
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由 图 9-12 可 以 看 出 ,图 中 没有 虚 箭 线 , 工 作 关 系 比 较 清 晰 ,但 由 于 节点 就 是 工作 ,在 
检查 工作 进度 时 ,不 如 双 代 号 使 用 方便 。 本 章 后 面 内 容 将 只 述 及 双 代 号 的 网 络 图 。 


三 、 网 络 图 分 类 


网 络 图 可 以 根据 不 同 指标 分 类 。 

(1) 确定 型 与 概率 型 网 络 图 

按 工 时 估计 的 性 质 分 类 : 每 个 工作 的 预计 工时 只 估 一 个 值 ,这 通常 是 因为 这 些 工 作 
的 实际 完成 情况 一 般 地 可 按 预 计 工 时 达到 , 即 实 现 的 概率 等 于 或 近 于 1, 称 为 确定 型 网 络 
图 。 而 每 个 工作 用 三 种 特定 情况 下 的 工时 一 一 最 快 可 能 完成 工时 、 最 可 能 完成 工时 、 最 慢 
可 能 完成 工时 来 估计 时 , 称 为 概率 型 ( 非 确 定型 ) 网 络 图 。 

(2) 总 网 络 图 与 多 级 网 络 图 

如 按 网 络 图 的 综合 程度 分 类 ,同一 个 任务 可 以 画 成 几 种 详 略 程度 不 同 的 网 络 图 : 总 
网 络 图 .一 级 网 络 图 、 二 级 网 络 图 等 ,分别 供 总 指挥 部 .基层 部 门 . 具 体 执行 单位 使 用 。 

总 网 络 图 画 得 比较 概括 、 综 合 , 可 反映 任务 的 主要 组 成 部 分 之 间 的 组 织 联 系 , 这 种 图 
一 般 是 指挥 部 门 使 用 ,一 则 重点 突出 ,二 则 便于 领导 掌握 任务 的 关键 路 线 与 关键 部 门 。 一 
级 、 二 级 网 络 图 则 一 级 比 一 级 更 为 细微 .具体 ,便于 具体 部 门 及 单位 在 执行 任务 时 使 用 。 
为 了 便于 管理 ,各 级 网 络 图 中 工作 和 事项 应 实行 统一 编号 。 

除 此 之 外 ,网 络 图 还 可 以 根据 其 他 指标 划分 为 各 种 类 型 ,如 按 有 、 无 时 间 坐 标 区 分 ,网 
络 图 可 分 为 有 时 间 坐 标 和 无 时 间 坐 标 两 种 。 有 了 时间 坐标 网 络 图 中 附 有 工作 天 或 日 历 天 的 
标 度 ,表示 工作 的 箭 杆 长 度 要 按 工 时 长 度 准 确 画 出 。 
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计算 网 络 图 中 有 关 的 时 间 参 数 ,主要 目的 是 找 出 关键 路 线 , 为 网 络 计划 的 优化 .调整 
和 执行 提供 明确 的 时 间 概 念 。 

图 9-13 是 一 个 简单 的 网 络 图 。 从 始点 四 到 终点 图 共有 4 条 路 线 , 可 以 分 别 计算 出 每 
条 路 线 所 需 的 总 工时 。 


这 4 条 路 线 分 别 为 : 


个 一 DO 一 一 日 一 四 4 十 5 十 1 十 3 二 13( 周 ) 
MadOndOndOndOnma 4 十 3 十 4 十 2 十 4 二 17( 周 ) 
MandOndOndOnad® 4 十 2 十 2 十 4 二 12( 周 ) 


中 一 四 一 加 一 由 一 四 一 (一 归 4 十 5 十 2 十 4 十 2 十 4 一 21( 周 ) 

可 以 看 出 中 一 加 一 四 一 由 一 四 一 四 一 四 所 需 时 间 最 长 , 它 表 明 整 个 任务 的 总 完工 期 
为 21 周 。 很 明显 ,这 条 线 上 的 工作 ,各 有 一 个 延迟 ,整个 工期 就 要 推迟 ; 在 某 一 工作 能 提 
前 ,整个 任务 就 可 以 提前 完成 。 而 不 在 这 条 路 上 的 工作 对 总 工期 则 没有 这 种 敏感 的 影响 
关系 ,如 工作 包 一 中 ,可 以 在 由 一 包工 作 开 始 后 四 周 就 开始 ,最 晚 可 以 推迟 到 第 13 周 再 开 
工 , 都 不 影响 总 完工 期 。 通 币 把 网 络 图 中 需 时 最 长 的 路 叫 作 关键 路 ,在 图 中 用 双 线 画 出 。 
关键 路 线 上 的 工作 称 为 关键 工作 。 要 想 使 任务 按期 或 提前 完工 ,就 要 在 关键 路 线 的 关键 
工作 上 想 办 法 。 网 络 图 的 关键 路 线 可 以 通过 时 间 参 数 的 计算 求 得 。 

网 络 图 的 时 间 参 数 包 括 工 作 所 需 时 间 .事项 最 早 . 最 迟 时 间 、 工 作 的 最 早 . 最 迟 时 间 及 
时 差 等 。 进 行 时 间 参 数 计算 不 仅 可 以 得 到 关键 路 线 , 确 定 和 控制 整个 任务 在 正 凋 进度 下 
的 最 早 完工 期 ,而 且 在 掌握 非 关 键 工作 基础 上 可 进行 人 ` 财 、 物 等 资源 的 合理 安排 ,进行 网 
络 计 划 的 优化 。 

下 面 介绍 各 种 时 间 参 数 及 有 关 的 计算 公式 。 


一 、 工 作 时 间 上 7 的 确定 


工作 G, 力 的 所 需 工 时 可 记 为 zxGij), 有 以 下 两 种 确定 方法 。 

(1) 确定 型 

在 具备 工时 定额 和 劳动 定额 的 任务 中 ,工作 的 工时 上 xz) 可 以 用 这 些 定额 资料 确定 。 
有 些 工 作 虽 无 定额 可 查 , 但 有关 工 作 的 统计 资料 ,也 可 利用 统计 资料 通过 分 析 来 确定 工作 
的 工时 。 

(2) 概率 型 

对 于 开发 性 试制 性 的 任务 ,或 对 工作 所 需 工 时 难以 准确 估计 时 ,可 以 采用 三 点 时 间 佑 
计 法 来 确定 工作 的 工时 。 这 种 方法 对 每 道 工 作 先 要 作出 下 面 三 种 情况 的 时 间 估 计 : 
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乐观 时 间 ); 
m 最 可 能 完成 时 间 ; 
利用 3 个 时 间 CL，7177 ,0 ,每 道 工作 的 期 望 工时 可 估计 为 
a i (9.1) 
方差 为 
/ba\’ 
02 一 人 (9. 2) 


华罗庚 教授 曾 对 式 (9.1)、 式 (9.2) 的 由 来 做 了 以 下 说 明 ; 由 实际 工作 情况 表明 ,工作 
进行 时 出 现 最 顺利 和 最 不 利 情况 都 比较 少 , 更 多 的 是 在 最 可 能 完成 时 间 内 完成 ,工时 的 分 
布 近 似 服 从 于 正 态 分 布 。 假 定 mm 的 可 能 性 两 倍 于 a 或 2 的 可 能 性 ,应 用 加 权 平 均 法 。 


在 (Ca ,zz ) 间 的 平均 值 为 "2 


在 (mm.5) 间 的 平均 值 为 2 


a 一 2m ，. 277? 一 pb 


工时 的 分 布 可 以 用 一 一 与 一 一 各 以 趣 可 能 性 出 现 的 分 布 来 代表 ; 


aT2m ,， 2m 二 Tb aT4dmtb 
| 


相 广 本 了 于 [( 呈 合 世 一 < 二 ( 叶 和 二 -2 站- (后 和 


概率 型 网 络 图 与 确定 型 网 络 图 在 工时 确定 后 ,对 其 他 时 间 参 数 的 计算 基本 相同 ,没有 
原则 性 的 区 别 。 
二 、 事 项 时 间 参 数 
(1) 事项 的 最 早 时 间 
事项 j 的 最 早 时 间 用 te(j) 表 示 , 它 表明 以 它 为 始点 的 各 工作 最 早 可 能 开始 的 时 间 ， 
也 表示 以 它 为 终点 的 全 部 工作 的 最 早 可 能 完成 时 间 , 它 等 于 从 始点 事项 到 该 事项 的 最 长 
路 线 上 所 有 工作 的 工时 总 和 。 事 项 最 早 时 间 可 用 下 列 递 推 公式 ,按照 事项 编号 从 小 到 大 
的 顺序 逐个 计算 。 
设 总 开工 事项 编号 为 (1) 。 
teE(1)=0 
| (9. 3) 
te(j) 一 maxttE(7) 十 2(i,7)} 
式 中 : te (7) 与 事项 ) 相 邻 的 各 紧 前 事项 的 最 早 时 间 。 
设 终点 事项 编号 为 n, 则 终点 事项 的 最 早 时 间 好 (2) 显然 就 是 整个 工程 的 总 最 早 完 


DI 


人 
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(2) 事项 的 最 述 时 间 
事项 i 的 最 迟 时 间 用 1.(i) 表 示 , 它 表明 在 不 影响 任务 总 工期 条 件 下 ,以 它 为 始点 的 
工作 的 最 述 必须 开始 时 间 ,或 以 它 为 终点 的 各 工作 的 最 述 必 须 完 成 时 间 。 由 于 一 般 情 况 
下 ,我 们 都 把 任务 的 最 早 完 工时 间作 为 任务 的 总 工期 ,所 以 事项 最 述 时 间 的 计算 公式 为 
tL(n) 二 总 工期 (或 te (n)) 
| (9. 4) 
tL(1) 一 minttr(77 一 上 zy7)) 
式 中 : tL.(j) 一 一 与 事项 i 相 邻 的 各 紧 后 事项 的 最 述 时 间 。 
式 (9.4) 也 是 弟 推 公式 ,但 与 式 (9.3) 相 反 , 是 从 终点 事项 开始 , 按 编号 由 大 至 小 的 顺 
序 逐 个 由 后 向 前 计算 。 


三 、 工 作 的 时 间 参 数 


(1) 工作 的 最 早 可 能 开工 时 间 与 工作 的 最 早 可 能 完工 时 间 
一 个 工作 (i,7) 的 最 早 可 能 开工 时 间 用 tes (i,7) 表 示 。 任 何 一 件 工作 都 必须 在 其 所 有 
紧 前 工作 全 部 完工 后 才能 开始 。 工 作 (i,j7) 的 最 早 可 能 完工 时 间 用 ter(i,j) 表 示 。 它 表示 
工作 按 最 早 开 工时 间 开 始 所 能 达到 的 完工 时 间 。 它 们 的 计算 公式 为 
tes(1,7)=0 
tes (1,7) = max{tes(k,i) + 1(k,i)) (9. 5) 


iEF(I 1) 一 1Es(z 7 ) 十 大 zz 7) 
这 组 公式 也 是 递 推 公式 。 即 所 有 从 总 开工 事项 出 发 的 工作 (1,7) ,其 最 早 可 能 开工 时 
间 为 零 ; 任 一 工作 (i,7) 的 最 早 开 工时 间 要 由 它 的 所 有 紧 前 工作 (&, 引 的 最 早 开 工时 间 决 
定 ; 工作 (i,7) 的 最 早 完 工时 间 显 然 等 于 其 最 早 开 工时 间 与 工时 之 和 。 
(2) 工作 的 最 迟 必须 开工 时 间 与 工作 的 最 述 必 须 完 工时 间 
一 个 工作 Gi, 站 的 最 迟 必 须 开 工时 间 用 tLs (i,7) 表 示 。 它 表示 工作 (i,j) 在 不 影响 整 
个 任务 如 期 完成 的 前 提 下 ,必须 开始 的 最 述 时 间 。 
工作 (i,7)) 的 最 述 必须 完工 时 间 用 Le(i,j) 表 示 。 它 表示 工作 (i,)) 按 最 述 时 间 开 工 ， 
所 能 达到 的 完工 时 间 。 它 们 的 计算 公式 为 
tLF(in) 二 总 完工 期 (或 teF (i,n)) 
trs(i,j) = min(irs(j»k) — 1(i,7)) (9.6) 


tLF(197) = tLs(197) 二 ti,7) 

式 (9.6) 是 按 工 作 的 最 迟 必 须 开 工时 间 由 终点 向 始 点 逐个 递 推 计 算 。 凡 是 进入 总 完 
工事 项 nn 的 工作 (i,n) ,其 最 迟 完工 时 间 必 须 等 于 预定 总 工期 或 等 于 这 个 工作 的 最 早 可 能 
完工 时 间 。 任 一 工作 (i, 站 的 最 述 必须 开工 时 间 由 它 的 所 有 紧 后 工作 (j,k) 的 最 述 开 工时 
间 确 定 。 而 工作 (i,j)) 的 最 述 完 工时 间 显 然 等 于 本 工作 的 最 迟 开 工时 间 加 工时 。 
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由 于 任 一 个 事项 :除去 始点 事项 和 终点 事项 ) , 既 表 示 某 些 工 作 的 开始 又 表示 某 些 
工作 的 结束 。 所 以 从 事项 与 工作 的 关系 考虑 ,用 式 (9. 5) . 式 (9.6) 求 得 的 有 关 工 作 的 时 间 
参数 也 可 以 通过 事项 的 时 间 参 数 式 (9. 3) 、 式 (9.4) 来 计算 。 如 工作 (i,j)) 的 最 早 可 能 开工 
时 间 tes (i,7) 就 等 于 事项 i 的 最 早 时 间 te(i)。 工 作 (i, 丫 的 最 迟 必须 完工 时 间 等 于 事项 j 
的 最 迟 时 间 。 


四 、 时 差 


工作 的 时 差 又 叫 工作 的 机 动 时 间或 宣 裕 时间, 常用 的 时 差 有 两 种 。 
(1) 工作 的 总 时 差 
在 不 影响 任务 总 工期 的 条 件 下 , 某 工 作 (i,j) 可 以 延迟 其 开工 时 间 的 最 大 幅度 , 叫 作 
该 工作 的 总 时 差 ,用 R(i,7) 表 示 。 
其 计算 公式 为 
R(i,j) = tLr (i,j) — ter (i,j) (9. 7a) 


R(i,j) = tLs(i,j) — tes(i,j) (9. 7b) 
(2) 工作 的 单 时 差 
工作 的 单 时 差 是 指 在 不 影响 紧 后 工作 的 最 早 开工 时 间 条 件 下 ,该 工作 可 以 延迟 其 开 
工时 间 的 最 大 幅度 ,用 7r(i,j) 表 示 。 
其 计算 公式 为 
r(i,j) = tes(j»,k) — ter i,j) (9. 8) 
即 单 时 差 等 于 其 紧 后 工作 的 最 早 开 工时 间 与 本 工作 的 最 早 完工 时 间 之 差 。 
工作 总 时 差 和 单 时 差 的 区 别 与 联系 可 以 通过 图 9-14 来 说 明 。 在 图 9-14 中 ,工作 2 
与 工作 c 同 为 工作 a 的 紧 后 工作 。 可 以 看 出 ,工作 a 的 单 时 差 不 影 响 紧 后 工作 的 最 早 开 
工时 间 , 而 其 总 时 差 却 不 仅 包括 本 工作 的 单 时 差 , 而 且 包 括 了 工作 5,c 的 时 差 , 使 工作 cc 
失去 了 部 分 时 差 而 工作 5 失去 了 全 部 自由 机 动 时 间 。 所 以 占用 一 道 工 序 的 总 时 差 虽然 不 
影响 整个 任务 的 最 短工 期 , 却 有 可 能 使 其 紧 后 工作 失去 自由 机 动 的 余地 。 


工作 a EF LF 
ES LS | 1ESILS EF LF 
| 一 人 一 天 一 
| 1 
| JESL _Ls EF LF 
| | 工作 ec 
| 
单 时 差 | | 
I 
| 
总 时 差 | | 
et 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


五 、 时 间 参 数 的 图 上 计算 法 


网 络 图 时 间 参 数 的 计算 方法 很 多 ,如 图 上 计算 法 ` 表 上 计算 法 .矩阵 法 以 及 使 用 计算 
机 计算 等 。 下 面 结合 例 1 分 别 介 绍 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 。 
例 1 资料 数据 见 图 9-15, 它 同 于 由 表 9-1 实例 画 出 的 网 络 图 9-11。 
(1) 先 计算 事项 的 时 间 参 数 
事项 的 最 早 时 间 从 总 开工 事项 中 开始 ,利用 式 (9. 3), 在 图 上 由 编号 小 一 大 了 逐个 计 
算 ,如 
CD 
te(2) 一 0 十 4 一 4 
teE(3) 一 4 十 6 一 10 
teE(4) 一 max{4 十 3,10 十 8} 二 18 


teE(10) = 32 
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把 计算 结果 标 入 图 中 相应 事项 编号 上 方 矩形 框 的 上 部 ,然后 计算 事项 的 最 迟 时 间 ,从 总 完 
工事 项 外 开始 ,由 后 辐 前 利用 式 (9.4) 逐 个 进行 计算 , 当 任 务 给 定 完工 期 限时 ,事项 外 的 最 
迟 时 间 就 等 于 规定 期 限 ,否则 就 等 于 刚 计 算出 的 事项 外 的 最 早 时 间 32。 如 

tL.(10) = 32 

tL.(9) = 32—1 = 31 

tL.(8) = 31—5 = 26 

tL.(7) = min{31 — 8,26— 2} = 23 
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计算 结果 标 入 上 述 框 的 下 部 。 全 部 计算 结果 见 图 9-15。 

(2) 工作 时 间 参 数 的 计算 

计算 过 程 及 结果 见 图 9-16 。 

在 图 上 计算 工作 的 时 间 参 数 时 ,只 用 式 (9. 5) , 式 (9.6) 计 算出 工作 的 最 早 开 工时 间 和 
最 迟 开 工时 间 填 和 人 图 中 。 这 是 由 于 图 中 标 有 工作 的 工时 ,所 以 工作 的 最 早 及 最 迟 完 工时 
间 极 易 算 出 ,不 在 图 中 标 出 。 

与 计算 事项 的 时 间 参 数 类 似 , 先 用 式 (9.5) 从 始点 开始 ,逐个 计算 工作 的 最 早 可 能 开 
工时 间 zzs(G7) , 标 和 人 箭 杆 上 方 的 蓉 形 方 框 的 上 半 部 。 然 后 从 终点 由 后 向 前 按 式 (9. 6) 逐 
个 计算 工作 最 迟 必 须 开 工时 间 如 sCz7) , 填 人 葵 形 方 框 的 下 半 部 。 
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然后 用 式 (9.7) 计 算 总 时 差 填 和 人 图 中 [ jj] 处 。 由 于 图 上 没有 ter(i,j), 只 有 tes(i,j) 和 

lj) ,所 以 将 式 (9.8) 变 形 为 
r(i,j) = tes (j,k)— tes(i,j) — 1(i,7) (9. 9) 

用 此 式 来 计算 工作 的 单 时 差 , 填 人 图 中 ( ) 内 , 见 图 9-16。 

由 关键 路 线 的 意义 可 知 , 这 条 线 在 时 间 上 没有 回旋 余地 , 即 每 个 关键 工作 应 满足 ”最 
早 开 工时 间 等 于 最 述 必须 开工 时 间 ” 的 条 件 ,而 非 关 键 工 作 则 有 富裕 时 间 。 所 以 总 时 差 为 
云 的 工作 链 就 是 关键 路 线 。 

检查 图 9-16 中 各 工作 的 总 时 差 ,得 到 其 关键 路 线 为 : 

0 一 @ 一 四 一 由 一 @ 一 @ 一 OO 一 O 一 四 ,总 工期 : 32( 周 ), 见 图 9-16 中 双 线 所 示 。 

确定 及 和 擎 握 任务 的 关键 路 线 可 使 我 们 在 实施 计划 时 做 到 心中 有 数 。 就 本 例 来 讲 , 对 
照 表 9-1 看 出 ,关键 工作 含 : 市 场 调查 .产品 设计 .产品 研制 .制订 成 本 计划 等 项 ,要 严格 


控制 按 预 定 工 时 进行 ,否则 会 拖 长 整个 任务 的 工期 。 相 对 来 讲 , 非 关键 工作 由 于 有 时 差 存 
在 ,在 资源 或 人 力 不 足 时 ,可 适当 调整 这 些 工 作 的 工时 及 开工 时 间 ,不 会 影响 总 工期 。 

通过 这 个 例子 还 可 以 进一步 了 解 总 时 差 与 单 时 差 的 区 别 , 我 们 把 图 9-16 中 部 分 工作 
的 链 取出 来 观察 ,如 图 9-17。 


AN AN 站 pat 7 
ka (13) BR (0) Na6~ 0 SSL OO) 
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工作 (1,7) 有 单 时 差 13 ,如 果 把 工作 (1,7) 拖 至 13 周 开 工 , 对 它 后 面 的 工作 最 早 开 工 
时 间 及 时 差 等 没有 影响 ,对 整个 工期 也 没有 影响 。 而 只 有 总 时 差 没 有 单 时 差 的 工作 则 不 
然 , 如 工作 (7,8) 有 总 时 差 1 而 没有 单 时 差 ,如 果 让 工作 (7,8) 推 迟 1 周 于 24 周 开 工时 , 虽 
然 总 工期 不 受 影响 ,但 其 后 面 工作 的 最 早 时 间 及 时 差 都 要 受 影响 , 变 为 图 9-18 情况 。 所 
以 使 用 时 差 来 调整 工作 时 应 尽量 先 用 单 时 差 。 


DDB SB 
(13) (0) (0) (0) 
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六 、 时 间 参 数 的 表 上 计算 法 


在 网 络 图 上 直接 计算 时 间 参 数 ,方法 简便 直观 。 但 是 当 工 作 数 目 多 ,图 形 复杂 时 容易 
遗漏 和 出 错 , 故 第 向 采用 表 上 计算 法 。 下 面 仍 结合 本 章 例 1 讲述 。 
表 上 计算 首先 要 列 出 计算 用 表 , 如 表 9-2 的 表 头 ,注意 工作 的 排列 应 严格 按照 箭 尾 事 


项 编号 由 小 到 大 的 顺序 排列 , 往 尾 事项 相同 的 工作 , 按 其 箭头 事项 由 小 到 大 排列 。 将 已 知 


各 工作 的 工时 (第 3 列 ) 填 人 表 中 。 

首先 计算 工作 的 最 早 开 工时 间 和 最 时 完工 时间 ,利用 式 (9. 5) 由 上 至 下 逐个 计算 填 和 人 
表格 中 的 第 4 列 、 第 5 列 。 

其 次 计算 并 填写 工作 的 最 迟 开 工 和 最 迟 完工 时 间 , 即 表 中 第 6 列 、. 第 7 列 ,计算 和 填 
写 顺 序 是 由 下 至 上 ,利用 式 (9. 6) 进 行 。 

最 后 计算 并 填写 总 时 差 和 单 时 差 。 第 8 列 总 时 差 可 由 各 工作 第 6 列 与 第 4 列 上 的 数 
相 减 求 得 , 即 用 式 (9.7), 也 可 以 由 第 7 列 与 第 5 列 相 减 求 得 。 第 9 列 单 时 差 是 用 式 (9. 8) 
由 紧 后 工作 的 第 4 列 与 该 项 工作 第 5 列 相 应 数字 相 减 得 到 。 

按 总 时 差 为 零 选 出 关键 工作 写 人 第 10 列 ,得 到 关键 路 线 。 

例 1 用 表 上 计算 法 计算 结果 见 表 9-2。 
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有 工作 工时 最 早 开工 最 早 完工 最 迟 开工 最 迟 完工 总 时 关 单 时 关 关键 
Er OE EO 
(D GD 13 13 
© (@Y 6 0 0 
(2 由 3 ] ] 
(3) 由 8 0 0 
由 © 2 0 0 
人) © 3 0 0 
(©) (@) 0 0 0 
(©) ©O) 2 6 6 
GD ® 2 1 0 
DO ©@ 8 0 0 
® ©@ 5 ] ] 

G) 0D 1 0 0 


七 、 概 率 型 网 络 图 的 时 间 参 数 计算 

由 前 面 知道 ,对 于 概率 型 网 络 图 , 当 求 出 每 道 工作 的 平均 期 望 工时 t 和 方差 so? 后 ,就 
可 以 同 确定 型 网 络 图 一 样 ,用 式 (9.3) 一 式 (9.8) 计 算 有 关 时 间 参 数 及 总 完工 期 Tz。 

由 于 它们 的 工作 工时 本 身 包 含 着 随机 因素 ,所 以 整个 任务 的 总 完工 期 也 是 个 期 望 工 
期 。 它 是 关键 路 线 上 各 道 工作 的 平均 工时 之 和 Tz = > 所 以 总 完工 期 的 方差 就 是 关 
键 路 上 所 有 工序 的 方差 之 和 》%o?。 车 工作 足够 多 ,每 一 工作 的 工时 对 整个 任务 的 完工 期 
影响 不 大 时 ,由 中 心 极限 定理 可 知 ,总 完工 期 服从 以 Tz 为 均值 ,以 > vc ?为 方差 的 正 态 分 
布 。 

为 达到 严格 控制 工期 ,确保 任务 在 计划 期 内 完成 的 目的 ,我 们 可 以 计算 在 某 一 给 定期 
限 工 . 前 完工 的 概率 。 可 以 指定 多 个 完工 期 了. ,直到 求 得 有 足够 可 靠 性 保证 的 计划 完工 
期 Ts: ,将 其 作为 总 工期 。 


PT 入 T) =| (Tz， /SY )a 


-| 5 N(O0,1)d 


me 


2 


一 中 (9. 10) 
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式 中 , N(Tz, /Do7?) 以 Tz 为 均值 ，V/ > )c? 为 均 方 差 的 正 态 分 布 。 
N(0,1) 一 一 以 0 为 均值 ,1 为 均 方 差 的 标准 正 态 分 布 。 
例 2 已 知 某 一 计划 ( 见 图 9-19) 中 各 件 工 作 的 a,m,b 值 ( 单 位 为 月 ) , 见 表 9-3 的 第 
2、3、4 列 。 要 求 ; 
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(1) 每 件 工作 的 平均 工时 1 及 均 方 差 o; 
(2) 画 出 网 络 图 ,确定 关键 路 线 ; 
(3) 在 25 个 月 前 完工 的 概率 。 


解 
(1) 用 式 (9. 1) 和 式 (9. 2) 计 算出 各 项 工作 的 平均 工时 上 和 cc, 填 人 表 9-3 第 5、6 
列 中 。 
表 9-3 
工作 o 
D> 0. 333 
D>® 0.5 
QW ] 
一 由 0 
一) 0. 5 
人 一) 1.5 
由 一 加 ) 0. 5 
© 0.5 
YD 0.667 
© 0. 833 


(2) 按 上 值 计 算出 各 工作 的 最 早 开 工时 间 tes 和 最 迟 开 工时 间 tLs, 总 时 差 R 见 
表 9-4。 
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表 9-4 
工作 
D> 3. 333 
OD—® 0 
©®—>© 3. 333 
34 0. 166 
四 一 器 0. 166 
号 一 人) 0 
由 一 人 9) 0. 166 
(©) 0. 166 
> 0. 833 
© 0 


从 表 9-4 中 可 知 ,时 差 为 零 的 工作 为 (1 ,3)、(3,6)、(6,7) ,所 以 关键 路 线 为 一 @ 一 
人 一 人 ,总 完工 期 为 24. 833( 月 )。 
(3) 由 于 关键 工作 为 (1,3)、(3,6)、(6,7) ,所 以 
\/ > ,2 一 Wofs 十 cg 十 8 一 V0.57 十 1.57 十 0.8335 21.787 
应 用 式 (9. 10) ,在 25 个 月 前 完工 概率 


25—24.833 
1.787 


P(T < 25) | N(0,1)dt 一 G(0.099) = 二 53.98%( 查 正 态 分 布 表 得 出 ) 


即 此 计划 在 25 个 月 前 完工 概率 为 0.539 8 。 

应 用 类 似 办 法 ,可 以 求 得 任务 中 某 一 事项 i 在 指定 日 期 T.( 让 前 完成 的 概率 ,只 需 把 
式 (9. 10) 中 Tz 换 为 事项 i 的 最 早 可 能 时 间 zz(GD) ,而 > yo? 的 含义 变 为 事项 i 的 最 长 的 先 
行 工 作 路 线 所 需 时 间 的 方差 即 可 , 即 


P(T<T.()) = os 


V2 

计算 出 每 一 事项 按期 完工 概率 后 ,具有 较 小 概率 的 事项 应 特别 注意 ,凡是 以 它 为 完工 
时 间 的 工作 均 应 加 快 工作 进度 。 

另外 ,还 应 注意 那些 从 始点 到 终点 完工 日 期 与 总 工期 相近 的 次 关键 路 线 ,计算 它们 按 
总 工期 完工 的 概率 ,实施 计划 时 要 对 其 中 完工 概率 较 小 的 一 些 路 线 从 严 控 制 进度 。 


第 三 节 网络 计 划 的 优化 
通过 夯 网 络 图 并 计算 时 间 参 数 ,已 得 到 了 一 个 初步 的 网 络 计划 。 而 网 络 计划 技术 的 


核心 却 在 于 从 工期 .成 本 、 资 源 等 方面 对 这 个 初步 方案 做 进一步 的 改善 和 调整 ,以 求 得 最 
佳 效 果 。 这 一 过 程 ,就 是 网 络 计 划 的 优化 。 衡 量 一 个 计划 的 优 劣 ,本 应 从 工期 \ 成 本 、 资 源 


人 
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消耗 等 方面 综合 评价 ,但 是 目前 还 没有 一 个 能 全 面 反映 这 些 指 标的 综合 数学 模型 ,一 般 只 
是 按照 某 一 个 或 两 个 指标 来 衡量 计划 的 优先 ,如 以 工期 最 短 为 指标 的 时 间 优 化 问题 ; 要 
求 在 资源 有 限 条 件 下 争取 工期 最 短 的 优化 问题 ; 兼顾 成 本 与 工期 的 最 低 成 本 日 程 和 最 低 
成 本 赶 工 等 优化 问题 。 

不 同 的 优化 目标 有 不 同 的 优化 方法 ,下 面 举例 说 明 优化 的 几 种 方法 。 


一 、 把 串联 工作 改 为 平行 工作 或 平行 交叉 工作 


为 了 缩短 整个 任务 的 完工 期 ,达到 时 间 优 化 的 目标 ,可 以 研究 关键 路 线 上 串联 的 每 一 
个 工作 有 无 可 能 改 为 平行 工作 或 交叉 进行 的 工作 ,以 缩短 工期 。 如 在 图 9-8 中 , 原 计 划 市 
场 调研 需 12 天 ,如 增加 人 力 改 为 三 组 同时 进行 , 则 只 需 4 天 即 可 。 又 如 图 9-9 所 示 之 例 ， 
挖 沟 工 作 A 需 9 天 , 埋 管子 工作 B 需 6 天 ,串联 工作 需 时 15 天 ,而 变 为 三 段 交 又 工作, 只 
需 11 天 。 这 种 方法 虽然 简单 ,但 是 行 之 有 效 。 


二 、 利 用 时 差 


由 于 网 络 图 中 的 非 关 键 路 工作 都 有 时 差 , 所 以 这 些 工作 在 开工 时 间 上 ,具体 工时 上 都 
具有 一 定 的 弹性 。 为 了 缩短 任务 的 总 工期 ,可 以 考虑 放 慢 非 关 键 工 作 的 进度 ,减少 这 些 工 
作 的 人 力 ,资源 , 转 去 支援 关键 工作 ,以 使 关键 工作 的 工时 缩短 来 达到 目的 。 


三 、 有限 资源 的 合理 分 配 


一 项 任务 的 可 用 资源 总 是 有 限 的 ,因此 时 间 计 划 必 须 考 虑 资源 问题 。 

以 人 力 资 源 为 例 。 图 9-20 所 示 的 网 络 图 ,已 计算 出 关键 路 线 为 目 一 四 一 加 一 加 一 
,总 工期 为 11 天。 箭 杆 上 人 中 标注 数字 为 工作 每 天 所 需 人 力 数 (假设 所 有 工作 都 需要 
同一 种 专业 工人 )。 
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画 出 带 日 程 的 网 络 图 及 资源 动态 曲线 ,如 图 9-21( 图 中 虚线 为 非 关 键 工 作 的 总 时 差 )。 

由 图 9-21 可 见 , 右 按 每 道 工 作 的 最 早 开 工时 间 安 排 ,人 力 需 求 很 不 均匀 ,最 多 者 为 
20 人 /日 ,最 少 为 1 人 /日 ,这 种 安排 即使 在 人 力 资源 充足 条 件 下 也 是 很 不 经 济 的 。 现 假 
设 资源 有 限 , 每 日 可 用 人 力 为 10 人 ,下 面 进行 计划 调整 ,希望 能 不 延迟 总 工期 或 尽量 少 延 


第 九 章 网络 计划 2 


I Be 


述 。 调 整 的 基本 原则 可 以 有 : 

(1) 尽量 保证 关键 工作 的 日 资源 需求 量 。 

(2) 利用 非 关 键 工 作 的 时 差错 开 各 工作 的 使 用 资源 时 间 。 

(3) 在 技术 章程 允许 条 件 下 ,可 适当 延长 时 差 大 的 工作 的 工时 ,或 切断 某 些 非 关 键 工 
作 ,以 减少 日 总 需求 量 。 

具体 方法 是 按 资源 的 日 需求 量 所 划分 的 时 间 段 逐步 从 始点 回 终点 进行 调整 ,本 例 中 ， 
第 一 个 时 间 段 为 L0,2j, 需 求 量 为 18 人 /日 ,在 调整 时 要 对 本 时 间 段 内 各 工作 按 总 时 差 的 
递增 顺序 排队 编号 ,如 : 

工作 (1,2) ,总 时 差 0, 编 为 1# 

工作 (1,4) ,总 时 差 1, 编 为 2# 

工作 (1,6) ,总 时 差 7, 编 为 3# 

对 编号 小 的 优先 满足 资源 需求 量 , 当 累计 和 超过 10 人 时 ,未 得 到 人 力 安排 的 工作 应 
移入 下 一 时 间 段 ,本 例 中 工作 (1,2) 与 (1,4) 人 力 日 需求 量 为 9, 而 工作 (1,6) 需 9 人 /日 ， 
所 以 应 把 (1,6) 移 出 L0,2j 时 间 段 后 开工 , 见 图 9-22。 

接着 调整 [2,3] 时 间 段 。 在 编号 时 要 注意 ,如 果 已 进行 的 非 关 键 工 作 不 允许 中 断 , 则 
编号 要 优先 考虑 ,把 它们 按照 新 的 总 时 差 与 最 早 开 始 时 间 之 和 的 递增 顺序 排列 ,否则 同 于 
第 一 段 的 编号 规则 。 

以 后 各 时 间 段 类 似 处 理 , 经 过 几 次 调整 ,可 得 图 9-23。 此 时 人 力 日 需求 量 已 满足 不 
超过 10 人 的 限制 ,总 工期 未 受 影响 ,必要 时 总 工期 可 能 会 延迟 。 

需要 说 明 的 是 ,由 于 编号 及 调整 规则 只 是 一 种 原则 ,所 以 调整 结果 常常 是 较 好 方案 ， 
不 一 定 是 工期 最 短 方案 。 由 于 求 精 确 解 有 时 很 繁 难 , 网 络 优化 中 多 采用 这 类 近似 算法 。 
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习 、 最 低 成 本 日 程 


项 目 或 任务 的 成 本 一 般 包 括 直 接 费 用 和 间接 费用 两 部 分 。 直 接 费 用 是 完成 各 项 工作 
直接 所 需 人 力 资源 .设备 等 费用 ,为 缩短 工作 的 作业 时 间 , 需 采用 一 些 技术 组 织 措施 , 相 
应 会 增加 一 些 费 用 ,在 一 定 范围 内 ,工作 的 作业 时 间 越 得, 直接 费用 越 大 。 间 接 费用 则 包 
括 管理 费 .办 公费 等 , 凋 按 任务 期 长 得 分 摊 , 在 一 定 条 件 下 ,工期 越 长 ,间接 费用 越 大 。 它 
们 与 工期 的 关系 如 图 9-24 所 示 : 工期 缩短 时 直接 费用 要 增加 而 间接 费用 减少 ,总 成 本 是 
由 直接 费用 与 间接 费用 相 加 而 得 。 通 过 计算 网 络 计 划 的 不 同 完工 期 相应 的 总 费用 ,以 求 
得 成 本 最 低 的 日 程 安排 就 是 "最低 成 本 日 程 ”, 又 称 " 工 期 一 成 本 ”优化 。 

直接 费用 与 工作 所 需 工 时 关系 , 稼 假定 为 直线 关系 ,如 图 9-25, 工 作 (7) 的 正常 工时 
为 Di ,所 需 费 用 Mi ; 特急 工时 为 di; ,所 需 费用 mi ,工作 (i,j) 从 正常 工时 每 缩短 一 个 单 
位 时 间 所 需 增 加 的 费用 称 为 成 本 斜率 ,用 ci 表示 。 


Wy Ms 
了 一 必 
7 
二 ss 
焰 | 
| 
| 


最 低 成 本 日 程 工期 
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下 面 通过 人 简 例 说 明 最 低 成 本 日 程 的 计算 方法 。 
例 3 已 知 网 络 计 划 各 工作 的 正 篆 工 时、 特急 工时 及 相应 费用 如 表 9-5, 网 络 图 
如 图 9-26 。 


表 9-5 

正常 工时 特急 工时 成 本 斜率 cy 
D>© 24 16 250 
OD—® 30 100 

@ 一 由 22 200 
一 由 150 
> 250 
QO—© 一 
© 50 


按 正 常 工时 从 图 9-26 中 计算 出 总 工期 为 74 天 。 关 键 路 线 为 四 一 国 一 由 一 名 ,由 
表 9-5 可 计算 出 正常 工时 情况 下 总 直接 费用 为 47 800 元。 


设 正常 工时 下 ,任务 总 间接 费用 为 18 000 元 ,工期 每 缩短 一 天 ,间接 费用 可 节省 330 
元 , 求 最 低 成 本 日 程 。 

解 ” 以 图 9-26 所 示 的 原始 网 络 为 基础 ,计算 按 下 列 步骤 进行 : 

(1) 从 关键 工作 中 选 出 缩短 工时 所 需 直 接 费 用 最 少 的 方案 ,并 确定 该 方案 可 能 缩短 
的 天 数 。 

(2) 按照 工作 的 新 工时 ,重新 计算 网 络 计划 的 关键 路 线 及 关键 工作 。 

(3) 计算 由 于 缩短 工时 所 增加 的 直接 费用 。 

不 断 重 复 上 述 三 个 步骤 ,直到 工期 不 能 再 缩短 为 止 。 

下 面 结合 例 3 说 明 : 

从 图 9-26 看 出 ,关键 路 线 上 的 三 道 天 键 工 作 (1,3)、(3,4)、 (4,6) 中 ,工作 (1,3) 的 成 
本 斜率 相 比 之 下 最 小 ,应 选择 在 工作 (1,3) 上 缩短 工时 , 查 表 9-5 知 , 最 多 可 缩短 12 天 , 即 
取 工 作 (1,3) 新 工时 为 30 一 12 王 18( 天 )。 重 新 计算 网 络 图 时 间 参 数 ,结果 如 图 9-27(a) 所 
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示 ,关键 路 线 为 上 一 四 一 由 一 @ ,工期 为 64 天 ,实际 只 缩短 了 10 天。 这 意味 着 (1,3) 工 作 
没有 必要 减少 12 天 ,(1,3) 工 时 应 取 30 一 10 王 20( 天 )。 重 新 计算 ,结果 如 图 9-27(b) ,总 
工期 为 64 天 ,有 两 条 关键 路 线 : 中 一 四 一 由 一 四 与 中 一 名 一 由 一 四 ,此 次 调整 增加 直接 
费用 10X 100 王 1 000( 元 ) 。 


9-27 


重复 步骤 (1)、(2)、3) ,必须 注意 两 条 关键 路 线 应 同时 缩短 。 有 如 下 几 个 方案 可 
选择 : 

(1) 在 (1,3) 与 (1,2) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 100 十 250 二 350( 元 ); 

(2) 在 (1,3) 与 (2,4) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费用 100 十 200 王 300( 元 ); 

(3) 在 (3,4) 与 (1,2) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 150 十 250 王 400( 元 ) ; 

(4) 在 (3,4) 与 (2,4) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 150 十 200 王 350( 元 ) 。 

取 费 用 最 小 方案 为 方案 (2),(1,3) 最 多 可 缩短 2 天 ,(2,4) 可 缩短 4 天 , 取 其 中 小 者 ， 
即将 (1,3) 与 (2,4) 的 工时 分 别 改 为 20 一 2 二 18( 天 ) ,22 一 2 二 20( 天 )。 重 新 计算 网 络 图 时 
间 参 数 ,结果 见 图 9-28。 总 工期 为 62 天 ,这 时 关键 路 线 仍 为 2 条 : 四 一 钙 一 由 一 昌 与 
中 一 一 由 一 ,增加 直接 费用 2X300 王 600( 元 ) 。 


再 进行 第 三 次 调整 ,结果 见 图 9-29。 总 工期 为 60 天 ,关键 路 线 为 : 山 一 钙 一 由 一 中， 
DB 了 @ 了 @ 和 习习 中 习 @, 所 增加 的 直接 费用 为 2X350 二 700( 元 )。 

由 于 一 条 关键 路 线 四 一 鲜 一 由 一 @ 上 各 工作 工时 已 不 能 缩短 ,计算 结束 。 

全 部 计算 过 程 及 相应 费用 变化 列 成 表 9-6。 由 表 中 可 见 , 最 低 成 本 日 程 为 62 天 ,总 成 
本 为 63 440 元 。 
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表 9-6 

、 可 缩短 | 实际 缩短 总 百 接 总 间接 总 工期 
0 74( 正 常 ) 
1 (1,3) 64 
2 (1,3) 与 (2,4) 62 
3 (354) 与 (2;,4) 3 : 60 


关于 最 低 成 本 日 程 的 计算 步骤 ,也 可 改 为 计算 总 费用 ,并 与 上 一 次 的 总 费用 进行 比 
较 , 奢 费用 不 能 青 降低 则 停止 计算 。 

网 络 计划 技术 是 先进 的 科学 方法 ,但 毕 苋 只 是 计划 ,在 制订 时 就 包含 着 许 多 不 确定 的 
因素 ,所 以 在 计划 的 实施 阶段 还 必须 不 断 检查 ,进行 分 析 , 及 时 地 采取 措施 修订 计划 ,才能 
确保 计划 的 实现 。 完 整 的 网 络 计 划 技 术 是 一 个 管理 系统 , 即 最 优 的 计划 、 精 确 的 情报 信 
息 ,再 加 上 系统 管理 , 才 是 网 络 计划 技术 的 全 部 精 艇 。 


第 四 市 ”图 解 评审 法 简介 


前 面 介绍 的 网 络 计 划 方 法 主要 人 研究 以 时 间 为 主要 参数 的 确定 型 网 络 模型 。 其 中 提 到 
的 概率 型 网 络 模 型 也 只 是 讨论 工作 工时 的 不 确定 性 ,并 没有 对 事项 或 工作 的 不 确定 性 进 
行 讨 论 。 由 于 这 类 网 络 模型 的 建立 有 严格 的 规则 ,大 量 研 究 与 开发 类 的 计划 尚 无 法 用 它 
们 表达 。 

例 4 新 产品 研制 问题 

菏 工 厂 研 制 一 种 新 产品 的 过 程 是 研制 .检测 ,经 检测 后 ,或 成 功 (鉴定 ,概率 为 0.7)， 
或 失败 (作文 品 处 理 ,概率 为 0.1) ,或 修改 图 纸 ,进一步 研制 (概率 为 0.2)。 用 确定 型 网 络 
图 表示 上 述 过 程 , 暂 不 考虑 工作 的 工时 ,括号 内 为 工作 实现 的 概率 。 如 图 9-30 所 示 。 


研制 测试 鉴定 (0.7) 
OO 


图 9-30 中 出 现 : 

(1) 四 一 加 一 由 一 加 回路 。 

(2) 事项 节点 @ 后 边 的 三 个 工作 不 是 确定 要 进行 的 ,而 是 按 一 定 概率 随机 发 生 的 ,三 
个 工作 只 能 出 现 一 个 
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(3) 有 两 个 终点 事项 @ .@ ,研制 成 功 或 失败 都 只 能 以 一 定 的 概率 实现 。 

(4) tegen er 这 与 网 络 图 要 求 的 规则 
相 违 背 , 网 络 图 要 求 “不 允许 有 回路 ”,“ 流 个 事项 节点 的 工作 必须 在 该 节点 实现 以 前 
完成 “一 个 事项 节点 流出 的 工作 必须 et 因此 例 4 这 类 问题 不 能 采取 前 述 网 
络 模型 处 理 。 

为 解决 这 类 不 确定 性 的 网 络 规 划 问 题 ,1966 年 普 列 茨 克 (Pritsker) 提 出 了 图 解 评审 
法 。 下 面 介 绍 GERT 方法 的 建 模 与 求解 。 


一 、 随 机 网 络 (GERT 网 络 ) 


随机 网 络 为 双 代 号 网 络 , 由 节点 和 边 组 成 ,节点 分 为 输入 侧 和 输出 侧 。 输 入 侧 有 3 种 
逻辑 关系 ,输出 侧 有 两 种 逻辑 关系 ,可 得 到 6 种 不 同 的 节点 ,如 图 9-31 所 示 。 


(1) 输入 侧 ee 和 
异 或 型 : 输入 边 为 互 斥 型 , 即 在 规定 时 间 内 
只 能 有 一 个 边 实现 ,该 节点 实现 2 


现 。 实 现 的 时 间 是 各 输入 边 中 完成 时 间 最 短 者 。 
才能 实现 ,实现 的 时 间 是 各 输入 边 中 完成 时 间 最 
长 者 。 图 9-31 
(2) 输出 侧 
确定 型 : 该 节点 输出 的 边 都 必须 实现 (各 边 实 现 概 率 均 为 1) 。 
概率 型 : 该 节点 输出 的 边 只 有 一 条 实现 (全 部 输出 边 之 实现 概率 和 为 1) 。 
GERT 网 络 中 每 条 边 表示 工作 ,一 般 有 两 项 参数 (P,1): P 为 该 工作 实现 的 概率 ; 1 
为 工作 工时 ,可 以 是 常数 或 随机 变量 , 若 为 随机 变量 ,上 表示 均值 。 
例 4 的 问题 可 以 用 图 9-32 表示 。 各 边 上 括号 内 为 (也 .2)。 


(1,30) 
研制 


(0.2,15) 


进一步 废旧 
二 HH 
研制 修改 图 纸 ”处理 
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由 上 所 述 , 可 知 前 面 各 节 介 绍 的 确定 型 网 络 模型 ,其 节点 输入 侧 为 与 型 ,输出 侧 为 确 
定型 ,工作 实现 概率 为 1, 只 是 GERT 网 络 模型 的 一 个 特例 。 
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二 、 图 解 评审 法 的 基本 原理 


由 于 随机 网 络 所 描述 的 问题 ,工作 与 事项 的 实现 都 具有 随机 性 ,所 要 解决 的 目标 随 之 
也 有 变化 ,不 再 是 简单 地 计算 计划 的 确定 工期 与 关键 路 线 。 像 例 4 的 目标 为 求 研 制 过 程 
所 需 的 平均 工时 及 研制 成 功 的 概率 。 

为 此 ,图 解 评 审 法 解决 问题 的 步骤 为 : 

(1) 进行 系统 分 析 . 明 确 问题 的 目标 ,各 工作 间 的 关系 .正确 绘制 GERT 网 络 图 。 

(2) 对 工作 工时 及 出 现 概 率 等 参数 进行 认真 测算 与 估计 。 如 果 工 时 是 随机 变量 , 需 
测 辩 其 所 服从 的 概率 分 布 与 密度 函数 ,以 及 期 望 值 和 方差 ,作为 计算 的 依据 。 

(3) 对 模型 进行 分 析 、 计 算 , 计 算 内 容 依 系统 目标 决定 。 一 般 地 说 ,不 但 要 求解 网 络 
中 所 消耗 的 时 间 、 费 用 和 资源 ,而 且 还 要 求 得 网 络 中 的 流 。 

(4) 对 计算 结果 进行 分 析 和 评价 ,作出 预测 或 决策 指导 或 监控 计划 的 实施 。 
三 、 图 解 评审 法 的 基本 解法 

目前 有 两 大 类 解法 。 

解析 法 : 直接 使 用 网 络 中 的 参数 进行 计算 ,把 随机 和 概率 问题 化 为 确定 问题 求解 。 
或 采用 信号 流 图 理论 ,用 等 效 隐 数 法 求解 。 

模拟 法 : 在 计算 机 上 进行 模拟 实验 ,用 反复 进行 随机 抽样 方法 模拟 各 种 概率 及 随机 
变量 ,进而 通过 统计 模拟 结果 得 到 网 络 问 题 的 解 。 

1. 解析 法 

这 里 只 介绍 直观 的 手工 计算 的 方法 。 

例 5 生产 一 批零 件 , 经 过 加 工 1 完成 后 送 检查 1, 检 查 1 工作 完成 后 ,合格 品 转 到 加 
工 2, 不 合格 品 转 到 返修 工作 进行 修理 加 工 , 然 后 再 送 检查 2, 其 中 返修 合格 者 转 到 加 工 
2 ,不 合格 者 报废 。 加 工 2 完成 后 的 产品 转 到 检查 3, 其 中 合格 品 人 库 , 不 合格 品 报废 。 试 
求 成 批 生 产 这 种 零件 ,每 个 成 品 平 均 需 要 的 加 工时 间 及 成 品 率 。 图 9-33 描述 了 整个 零件 
加 工 过 程 , 表 9-7 给 出 了 各 工作 完成 概率 、 工 时 及 各 工作 关系 。 


(0.75,e,) (1.10) 
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表 9-7 
加 工 7 丛 查 
21: 均值 ==1, 方 差 =] 不 合格 ， 
ee (二 0 以 一 1, 指数 分 布 ) 转 返 修 
C2 : 均值 三 1 ,方差 三 ] 合格 , 转 
(一 0 一 1, 指 数 分 布 ) 加 工 2 
返修 到 十 一 检查 2 
Cp 5 ,指数 分 布 ) 工 2 
香 2 
ki es : 均值 ==2, 方 差 ==0.5 不 合格 ， 
(1 一 二 0.5, 指 数 分 布 ) 报废 
加 工 2 检查 3 
答 查 3 
6 | ul io | 民品 
从 对 图 9-33 的 分 析 可 以 看 出 ,零件 的 生产 过 程 可 以 是 以 下 5 条 路 线 中 的 一 条 : 
(a) 一 一 -一 -一 -一 -一 > 一 一 一 一 一 -一 > 
VDA O07 0 e095 
该 条 路 线 实现 的 概率 为 
P,=1X0.75XxX1xXx0.95= 0.7125 
所 需要 的 时 间 为 
T. 一 4 十 1 十 10 十 1 一 16 
v (1,4) © (0. 25 ,1) © (1,3) © (0.7 ,2) © (1,10) © (0. 95,1) ® 
该 条 路 线 实现 的 概率 为 
P,;= 1X0.25X1XxX0.7xXx1 Xx0.95= 0.16625 
所 需要 的 时 间 为 
也 一 4 十 1 十 3 十 2 十 10 十 1 一 21 
(c) > 
Or 761) > ,10 © 005 
该 条 路 线 实 现 的 概率 为 
P.=1X0.75X1X0.05= 0.0375 
所 需要 的 时 间 为 
T.==4 十 1 十 10 十 1==16 
(d) 0)————O) 


CD) O02671) 013) 0.72) 110) C0.05,1) 
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式 中 : 4 一 一 第 i 个 成 品 和 零件 加 工时 间 ; 
tj; 一 一 第 j 个 废品 零件 加 工时 间 ; 
k 一 一 成 品 零 件 个 数 。 
由 上 所 述 ,GERT 方法 用 随机 网 络 来 表示 不 确定 性 网 络 规划 问题 ,综合 运用 网 络 理 
论 .概率 论 .信号 流 图 理论 及 计算 机 模拟 技术 来 求解 。 目 前 GERT 方法 
被 应 用 于 研究 开发 规划 .存储 分 析 、 油 井 钻探 合同 投标 `\ 人 口 动 态 、 维 修 
和 了 可靠 性 研究 .车辆 交通 网 络 . 事 故 防 范 、 计算机 算法 等 方面 , 随 着 计算 
机 发 展 及 各 种 应 用 软件 的 完善 ,将 有 更 广泛 的 应 用 前 景 。 


即 练 即 测 
习 就 


9.1 有 A,B,C,D,E,F 6 项 工作 ,关系 分 别 如 图 9-35(aa ) 一 图 9-35(bs ) , 试 分 别 画 出 
网 络 图 。 


9-35 


9.2 试 画 出 下 列 各 题 的 网 络 图 ( 见 表 9-8 和 表 9-9) ,并 为 事项 编号 。 


CL (C2) 
表 9-8 表 9-9 
ee re er es re 
DE A 四 Gr 2.8 
CF B E 
站 | 
D.E 
D E,F 
G,H E,F 
F 
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9.3 设 有 如 图 9-36、 图 9-37 网 络 图 ,分 别 用 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 计算 事项 时 
间 参 数 ,并 求 出 关键 路 线 。 


9.4 绘制 表 9-10、 表 9-11 所 示 的 网 络 图 ,分 别 用 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 计算 工 
作 的 各 项 时 间 参 数 .确定 关键 路 线 。 
(1) 
表 9-10 


(2) 
表 9-11 


9.5 某 工 程 资 料 如 表 9-12 所 示 。 

要 求 : 

(1) 画 出 网 络 图 。 

(2) 求 出 每 件 工作 工时 的 期 望 值 和 方差 。 
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表 9-12 
A 2 5 8 
B 9 12 
和 | 
D 11 
E 9 
F 21 
(7 . 


(3) 求 出 工程 完工 期 的 期 望 值 和 方差 。 

(4) 计算 工程 期 望 完工 期 提前 3 天 的 概率 和 推迟 5 天 的 概率 。 

9.6 对 图 9-38 所 示 网 络 , 各 项 工作 旁边 的 3 个 数 分 别 为 工作 的 最 乐观 时 间 、 最 可 能 
时 间 和 最 悲观 时 间 ,确定 其 关键 路 线 和 最 早 完工 时 间 的 概率 。 


9-38 


9.7 某 项 工程 各 道 工 序 时 间 及 每 天 需要 的 人 力 资 源 如 图 9-39 所 示 。 图 中 , 箭 线 上 的 
英文 字母 表示 工序 代号 ,括号 内 数值 是 该 工序 总 时 差 , 箭 线 下 左边 数 为 工序 工时 ,括号 内 为 该 
工序 每 天 沉 要 的 人 力 数 。 硅 人 力 资 源 限制 每 天 只 有 15 人 , 求 此 条 件 下 工期 最 短 的 施工 方案 。 


c(7) i(7) 
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9.8 已 知 下 列 网 络 图 有 关 数 据 如 表 9-13 , 设 间 接 费 用 为 15 元 /d, 求 最 低 成 本 日 程 。 


表 9-13 


正常 时 间 急 时 1 
工作 代号 而 _ 特 | 间 


由 一 GO 6 120 
Omaey 9 280 
@—@ 3 110 
一 由 0 0 
(> 7 180 
由 一 8 375 
由 一 GO 2 170 
>® 1 100 
©—® 4 200 
D>® 5 220 
9.9 一 项 小 修 计 划 包 括 的 工作 如 表 9-14 所 示 。 
表 9-14 

工作 网 络 说 胃 成 本 斜率 (cy /元 

A y ( 20 

B 25 

C 30 

D 10 

E 15 

有 40 


(1) 正常 计划 工期 与 最 小 工期 各 是 多 少 天 ? 

(2) 日 常 经 营 费 为 50 元 /d, 最 佳 工期 应 是 多 少 天 ? 列 出 每 项 工作 的 相应 工时 。 

9. 10 生产 某 种 产品 , 需 经 以 下 工作 , 见 表 9-15 所 示 。 试 画 出 随机 网 络 图 ,并 假设 产 
品 经 过 工作 g 即 为 成 品 , 试 计算 产品 的 成 品 率 及 平均 加 工时 间 。 


表 9-15 

工作 紧 后 工作 

= bp 或 f 
p cc 或 d 
C 2 
d e 
e C 
了 区 
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9.11 判断 下 列 说 法 ,其 中 正确 的 为 : 

(1) 网 络 关 键 路 线 上 的 作业 ,其 总 时 差 与 单 时 差 均 为 杖 ; 

(2) 车 一 项 作业 的 总 时 差 为 10h, 说 明 该 作业 安排 时 有 10h 的 机 动 时 间 ; 

(3) 任何 非 关键 路 线 上 的 作业 ,其 总 时 差 与 单 时 差 均 不 为 零 ; 

(4) 当 作 业 时 间 用 a.m,b 三 点 估计 时 ,m 等 于 完成 该 作业 的 期 望 时 间 。 


HAPTER 10 
第 十 章 
排 队 论 


第 一 他 引 言 
一 、 排 队 系统 的 特征 及 排队 论 


排队 论 (queueing theory) 是 研究 排队 系统 (又 称 为 随机 服务 系统 ) 的 数学 理论 和 方 
法 ,是 运 振 学 的 一 个 重要 分 文 。 在 日 常生 活 中 ,人 们 会 过 到 各 种 各 样 的 排队 问题 。 如 进餐 
馆 就 餐 , 到 图 书馆 借 书 ,在 车 站 等 车 ,去 医院 看 病 , 去 售票 处 购 票 ,上 工具 房 领 物品 等 。 在 
这 些 问题 中 ,和 餐馆 的 服务 员 与 顾客 公共 汽车 与 乘客 、 图 书馆 的 管理 员 与 借阅 者 、 医 生 与 病 
人 售票 员 与 天 票 人 、 管 理 员 与 工人 等 , 均 分 别 构成 一 个 排队 系统 或 服务 系统 ( 见 
表 10-1) 。 排 队 问 题 的 表现 形式 往往 是 拥挤 现象 , 随 着 生产 与 服务 的 日 益 社会 化 ,由 排队 
引起 的 拥挤 现象 会 愈 来 愈 普 这 。 


表 10-1 

到 达 的 顾客 服务 机 构 
1. 不 能 运转 的 机 器 修理 修理 工人 
2. 修理 工人 领取 修配 零件 管理 员 
3. 病人 就 诊 医生 
4. 打 电话 通话 交换 台 
5. 文稿 打字 打字 员 
6。 录 入 计算 机 中 的 文件 打印 打印 机 
7. 提货 单 提取 货 仓库 管理 员 
8. 待 降落 的 飞机 降落 跑道 指挥 机 构 
9. 到 达 港 口 的 货船 装 货 或 印 货 码头 (泊位 ) 
10. 河水 进入 水 库 放水 ,调整 水 位 水 闸 管理 员 


排队 除了 是 有 形 的 队列 外 ,还 可 以 是 无 形 的 队列 。 如 几 个 顾客 打 电 话 到 出 租 汽 车 站 
有 要求 派 车 ,如 果 出 租 汽车 站 无 足够 车 辆 , 则 部 分 顾客 只 得 在 各 目的 要 车 处 等 待 ,他 们 分 散 
在 不 同 地 方 , 却 形成 了 一 个 无 形 队 列 在 等 待 派 车 。 

排队 的 可 以 是 人 ,也 可 以 是 物 。 如 超市 收 款 台 前 排队 交 款 的 顾客 ; 因 故 障 而 停止 运 
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转 的 机 融 在 等 待 修理 ; 码头 上 的 船只 等 待 装 货 或 秋 货 ; 要 降落 的 飞机 因 跑 道 被 占用 而 在 
空中 盘旋 等 。 当 然 , 提 供 服 务 的 可 以 是 人 ,也 可 以 是 跑道 、 目 动 售 货机 、 公 共 汽 车 等 服务 
设施 。 

为 了 一 致 起 见 , 下 面 将 要 求 得 到 服务 的 对 象 统称 为 顾客 ,将 提供 服务 的 服务 者 称 为 
“服务 员 ” 或 “服务 机 构 ”。 因 此 ,顾客 与 服务 机 构 ( 服 务 员 ) 的 含义 是 广义 的 ,可 根据 具体 问 
题 而 不 同 。 实 际 的 排队 系统 可 以 千差万别 ,但 都 可 以 一 般 地 描述 如 下 : 顾客 为 了 得 到 茶 
种 服务 而 到 达 系 统 , 徊 不能 立即 获得 服务 而 又 允许 排队 等 待 , 则 加 入 等 待 队 伍 , 待 获得 服 
务 后 离开 系统 , 见 图 10-1 一 图 10-4。 类 似 地 还 可 画 出 许多 其 他 形式 的 排队 系统 ,如 串 并 
混 联 的 系统 ,网 络 排队 系统 等 。 尽 管 各 种 排队 系统 的 具体 形式 不 同 , 但 都 可 由 图 10-5 加 
以 描述 。 


安 到 | 大 队列 了 hz naz 赴 声 南 填 
顾客 到 达 OO “pp [ 服务 台 | 服务 完成 后 离 去 
正在 接受 服务 的 顾客 
10-1 单 服 务 台 排队 系统 


和 参 安 到 | 汰 ”队列 
顾客 到 达 BO; ve 


图 10-2 ss 个 并 列 服务 台 , 一 个 队列 的 排队 系统 
名 完成 后 离 去 
队列 1 ee O 服务 台 1 服务 完成 后 离 去 


队列 2 Po 
eA O 服务 台 2 服务 完成 后 离 去 
队列 s.... | 服务 台 s 服务 完成 后 离 去 


10-3 s 个 服务 台 ,s 个 队列 的 排队 系统 


顾客 到 达 .队列 .df 而 和 51 
se - ww 


10-4 多 个 服务 台 的 串联 排队 系统 


- 元 
(输入 ) EY (输出 》 
10-5 ”随机 服务 系统 


通常 称 由 图 10-5 表示 的 系统 为 一 个 随机 聚 散 服务 系统 , 任 一 排队 系统 都 是 一 个 随机 
聚 散 服务 系统 。 这 里 ，“ 聚 ?表示 顾客 的 到 达 ,“ 散 ?表示 顾客 的 离 去 ,所 谓 随 机 性 则 是 排队 
系统 的 一 个 普遍 特点 ,是 指 顾客 的 到 达 情 况 ( 如 相继 到 达 时 间 间 隔 ) 与 每 个 顾客 接受 服务 
的 时 间 往 往 是 事先 无 法 确切 知道 的 ,或 者 说 是 随机 的 。 一 般 来 说 ,排队 论 所 研究 的 排队 系 
统 中 ,顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 和 服务 时 间 这 两 个 量 中 至 少 有 一 个 是 随机 的 ,因此 ,排队 论 
又 称 为 随机 服务 系统 理论 。 


二 、 排队 系统 的 描述 


实际 中 的 排队 系统 各 有 不 同 , 但 概括 起 来 都 由 3 个 基本 部 分 组 成 : 输入 过 程 、 排 队 及 
排队 规则 和 服务 机 制 ,分 别 说 明 如 下 。 

1. 输入 过 程 

输入 过 程 说 明 顾 客 按 怎 样 的 规律 到 达 系 统 , 需 要 从 三 个 方面 来 刻画 一 个 输入 过 程 : 

(1) 顾客 总 体 ( 顾 客 源 ) 数 : 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 来 到 商店 购物 的 顾客 


总 体 可 近似 认为 是 无 限 的 ,车 间 内 停机 待 修 的 机 各 显 然 是 有 限 的 。 
(2) 到 达 方 式 : 是 单个 到 达 还 是 成 批 到 达 。 库 存 问题 中 ,大 把 进来 的 贷 看 成 顾客 , 则 
为 成 批 到 达 的 例子 。 


(3) 顾客 (单个 或 成 批 ) 相 继 到 达 时 间 间 隔 的 分 布 : 这 是 刻画 输入 过 程 的 最 重要 的 内 
容 。 令 T= 二 0,T, 表示 第 n 个 顾客 到 达 的 时 刻 , 则 有 To 志 T 声 … 声 T, 声 …, 记 X, 一 
T, 一 Ti1.7n 王 1,2,…, 则 XX, 是 第 nn 个 顾客 与 第 n 一 1 个 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 。 一 般 , 假 
定 {X, } 是 独立 同 分 布 的 ,并 记 其 分 布 函数 为 A(Ci) 。 关 于 {X。) 的 分 布 ,排队 论 中 经 常用 到 
的 有 和 定 长 分 布 (D) 、 泊 松 (Poisson) 分 布 (M) 、 爱 尔 朗 分 布 CER)、 任 意 分 布 (G) 等 几 种 。 其 
中 泊 松 分 布 的 概率 密度 困 数 见 式 (10. 1) , 式 中 为 单位 时 间 内 平均 到 达 的 顾客 数 。 


AGE £0 
A(z) -| (10. 1) 
0 t=0 


2. 排队 及 排队 规则 

(1) 排队 

排队 分 为 有 限 排 队 和 无 限 排队 两 类 ,有 限 排队 是 指 排队 系统 中 的 顾客 数 是 有 限 的 , 即 
系统 的 空间 是 有 限 的 , 当 系 统 被 占 满 时 ,后 面 青 来 的 顾客 将 不 能 进入 系统 ; 无 限 排队 是 指 
系统 中 顾客 数 可 以 是 无 限 的 ,队列 可 以 排 到 无 限 长 ,顾客 到 达 系 统 后 均 可 进入 系统 排队 或 
接受 服务 ,这 类 系统 又 称 为 等 待 制 排队 系统 。 对 有 限 排队 系统 ,可 进一步 分 为 两 种 : 

J 损失 制 排队 系统 ,这 种 系统 是 指 排队 空间 为 零 的 系统 ,实际 上 是 不 允许 排队 。 当 
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顾客 到 达 系 统 时 ,如 果 所 有 服务 台 均 被 占用 , 则 自动 从 排队 系统 离 去 , 称 这 部 分 顾客 被 损 
失掉 了 。 例 如 某 些 电话 系统 即 可 看 作 损 失 制 排队 系统 。 

@ 混合 制 排队 系统 ,该 系统 是 等 待 制 和 损失 制 系统 的 结合 ,一 般 是 指 允 许 排队 ,但 又 
不 允许 队列 无 限 长 下 去 。 具 体 说 来 ,又 分 为 以 下 三 种 : 

(i) 队长 有 限 , 即 系统 的 等 待 空间 是 有 限 的 。 例 如 最 多 只 能 容纳 KK 个 顾客 在 系统 中 ， 
当 新 顾客 到 达 时 , 若 系 统 中 的 顾客 数 ( 又 称 为 队长 ) 小 于 天, 则 可 进入 系统 排队 或 接受 服 
务 ; 否则 , 便 离 开 排队 系统 。 如 医院 每 天 门 珍 的 挂号 数 是 有 限 的 ,旅馆 的 床位 是 有 限 的 。 

(ii) 等 待 时 间 有 限 , 即 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 不 超过 某 一 给 定 的 长 度 工 , 当 等 待 时 
间 超 过 工时 ,顾客 将 自动 离 去 ,并 不 再 回来 。 如 易 损 坏 的 电子 元 器 件 的 库存 问题 ,超过 一 
定 存储 时 间 的 元 器 件 被 自动 认为 失效 。 

(iii) 逗留 时 间 ( 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 7) 有限 ,例如 用 高 射 炮 射击 敌 机 , 当 敌 机 飞 
越 高 射 炮 射击 有 效 区 域 的 时 间 为 上 时 , 知 在 这 个 时 间 内 未 被 击落 ,也 就 不 可 能 再 被 击 
落 了 。 

不 难 注 意 到 ,损失 制 和 等 待 制 可 看 成 是 混合 制 的 特殊 情形 ,如 记 s 为 系统 中 服务 台 的 
个 数 , 则 当天 =* 时 ,混合 制 即 成 为 损失 制 ; 当天 三 co 时, 即 成 为 等 待 制 。 

(2) 排队 规则 , 当 顾客 到 达 时 , 若 所 有 服务 台 都 被 占用 且 又 允许 排队 , 则 该 顾客 将 进 
入 队列 等 待 。 服 务 台 对 顾客 进行 服务 所 遵循 的 规则 通常 有 : 

QO` 先 来 先 服 务 (FCFS) , 即 按 顾客 到 达 的 先后 对 顾客 进行 服务 ,这 是 最 普遍 的 情形 。 

@ 后 来 先 服务 (LCFS) ,在 许多 库存 系统 中 会 出 现 这 种 情形 ,如 钢板 存 人 仓库 后 , 需 
要 时 总 是 从 最 上 面 的 取出 ; 又 如 在 情报 系统 中 ,后 来 到 达 的 信息 往往 更 加 重要 ,被 首先 加 
以 分 析 和 利用 。 

@ 具有 优先 权 的 服务 (PS) ,服务 台 根 据 顾客 的 优先 权 进 行 服务 ,优先 权 高 的 先 接 受 
服务 。 如 病危 的 患者 应 优先 治疗 ,加 急 的 电报 电话 应 优先 处 理 等 。 

3. 服务 机 制 

排队 系统 的 服务 机 制 主要 包括 : 服务 员 的 数量 及 其 连接 形式 (串联 或 并 联 ); 顾客 是 
单个 还 是 成 批 接受 服务 ; 服务 时 间 的 分 布 。 在 这 些 因素 中 ,服务 时 间 的 分 布 更 为 重要 一 
些 , 故 进 一 步 说 明 如 下 。 记 某 服 务 台 的 服务 时 间 为 了 ,其 分 布 函 数 为 B(i ,密度 函数 为 
pi) , 则 之 见 的 分 布 有 : 

(1) 定 长 分 布 (D): 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 是 一 个 确定 的 常数 。 

(2) 负 指 数 分 布 C(M) : 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 相 互 独立 ,具有 相同 的 负 指 数 分 布 : 

ne 二 守 0 
p00 =] (10. 2) 
0 L -< 0 
其 中 ,wy 二 0, 为 一 常数 。 
(3) & 阶 爱 尔 朗 分 布 (E): 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 服 从 & 阶 爱 尔 朗 分 布 ,其 密度 也 
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| 
bt) 一 ete (10. 3) 


爱 尔 并 分 布 比 负 指 数 分 布 具 有 更 广泛 的 适应 性 。 当 上 有 ==1 时 , 爱 尔 度 分 布 即 为 负 指 数 
分 布 ; 当 上 增加 时 , 爱 尔 朗 分 布 逐 渐变 为 对 称 的 。 事 实 上 , 当 有 三 30 以 后 , 爱 尔 朗 分 布 近 


亿 于 正 才 从 布 。 当 A~co 时 ,由 方差 为 zz 可 知 ,方差 将 趋 于 零 , 即 为 完全 非 随机 的 ， 所 


以 ,&A 阶 爱 尔 朗 分 布 可 看 成 是 完全 随机 (& 二 1) 与 完全 非 随 机 之 间 的 分 布 ,能 更 广泛 地 适应 
现实 世界 。 


三 、 排 队 系统 的 符号 表示 


根据 输入 过 程 、. 排 队 规则 和 服务 机 制 的 变化 对 排队 模型 进行 描述 或 分 类 ,可 给 出 很 多 
排队 模型 。 为 了 方便 对 众多 模型 的 描述 ,D. G. Kendall 提出 了 一 种 目前 在 排队 论 中 被 广 
泛 采 用 的 “Kendall 记号 ”, 其 一 般 形式 为 : 

X/Y/Z/A/B/C 
其 中 ,X 表示 顾客 相继 到 达 时 间 间 隅 的 分 布 ; Y 表示 服务 时 间 的 分 布 ; Z 表示 并 联 服 务 台 
的 个 数 ; A 表示 系统 的 容量 , 即 可 容纳 的 最 多 顾客 数 ; 妃 表 示 顾 客 源 的 数目 ; C 表示 服务 
规则 。 例 如 ,M/M/1/co/co/FCFS 表示 了 一 个 顾客 的 到 达 时 间 间 隔 服从 相同 的 负 指 数 
分 布 .服务 时 间 为 负 指 数 分 布 .单个 服务 台 、 系 统 容 量 为 无 限 (等待 制 )\ 顾 客 源 无 限 、 排 队 
规则 为 先 来 先 服 务 的 排队 模型 。 在 排队 论 中 ,一 般 约 定 如 下 : 如 果 Kendall 记号 中 略 去 
后 3 项 时 , 即 是 指 X/Y/ZV/ce/ee/FCFS 的 情形 。 例 如 M/M/1/co/co/FCFS 可 表示 为 
M/M/1; M/M/s/K 则 表示 了 一 个 顾客 相继 到 时 间 间 隔 服 从 相同 的 负 指 数 分 布 、 服 务 时 
间 为 负 指 数 分 布 个 服务 台 、 系 统 容量 为 KK、 顾客 源 无 限 、 先 来 先 服务 的 排队 模型 ,等 等 。 


四 、 排 队 系 统 的 主要 数量 指标 和 记号 


研究 排队 系统 的 目的 是 通过 了 解 系统 运行 的 状况 ,对 系统 进行 调整 和 控制 ,使 系统 处 
于 最 优 运行 状态 。 因 此 ,首先 需要 弄 清 系 统 的 运行 状况 。 描 述 一 个 排队 系统 运行 状况 的 
主要 数量 指标 有 : 

1. 队长 和 排队 长 

队长 是 指 系统 中 的 顾客 数 ( 排 队 等 待 的 顾客 数 与 正在 接受 服务 的 顾客 数 之 和 ); 排队 
长 是 指 系统 中 正在 排队 等 待 服务 的 顾客 数 , 队 长 和 排队 长 一 般 都 是 随机 变量 。 对 这 两 个 
指标 进行 研究 时 ,当然 是 希望 能 确定 它们 的 分 布 ,或 至 少 能 确定 它们 的 平均 值 ( 即 平均 队 
长 和 平均 排队 长 ) 及 有 关 的 和 矩 ( 如 方差 等 ) 。 队 长 的 分 布 是 顾客 和 服务 员 都 关心 的 ,特别 是 
对 系统 设计 人 员 来 说 ,如 果 能 知道 队长 的 分 布 ,就 能 确定 队长 超过 某 个 数 的 概率 ,从 而 确 
定 合理 的 等 竺 空间 。 
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2. 等 待 时 间 和 逗留 时 间 

从 顾客 到 达 时 刻 起 到 他 开始 接受 服务 止 的 这 段 时 间 称 为 等 待 时 间 ,是 个 随机 变量 ,也 
是 顾客 最 关心 的 指标 ,因为 顾客 通常 是 希望 等 待 时 间 越 短 越 好 。 从 顾客 到 达 时 刻 起 到 他 
接受 服务 完成 止 的 这 段 时 间 称 为 逗留 时 间 , 也 是 个 随机 变量 ,同样 为 顾客 非常 关心 。 对 这 
两 个 指标 的 研究 当然 是 希望 能 确定 它们 的 分 布 , 或 至 少 能 知道 顾客 的 平均 等 待 时 间 和平 
均 逗 留 时 间 。 

3. 忙 其 和 闲 期 

忙 期 是 指 从 顾客 到 达 空 闲 着 的 服务 机 构 起 ,到 服务 机 构 再 次 成 为 空闲 止 的 这 段 时 间 ， 
即 服务 机 构 连 续 忙 碌 的 时 间 , 这 是 个 随机 变量 ,是 服务 员 最 为 关心 的 指标 ,因为 它 关 系 到 
服务 员 的 服务 强度 。 与 忙 期 相对 的 是 闲 期 , 即 服务 机 构 连 续 保 持 空 闲 的 时 间 。 在 排队 系 
统 中 , 忙 期 和 闲 期 总 是 交替 出 现 的 。 

除了 上 述 几 个 基本 数量 指标 外 ,还 会 用 到 其 他 一 些 重 要 的 指标 ,如 在 损失 制 或 系统 容 
量 有 限 的 情况 下 ,由 于 顾客 被 拒绝 ,而 使 服务 系统 受到 损失 的 顾客 损失 率 及 服务 强度 等 。 

下 面 给 出 上 述 一 些 主 要 数量 指标 的 常用 记号 : 

N(1): 时 刻 1 系统 中 的 顾客 数 ( 又 称 为 系统 的 状态 ), 即 队长 ; 

Na(?): 时 刻 t 系统 中 排队 的 顾客 数 , 即 排队 长 ; 

TO: 时 刻 t 到 达 系 统 的 顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 ; 

Ta(1): 时 刻 t 到 达 系 统 的 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 。 

上 面 给 出 的 这 些 数 量 指标 一 般 都 是 和 系统 运行 的 时 间 有 关 的 随机 变量 , 求 这 些 随 机 
变量 的 瞬时 分 布 一 般 是 很 困难 的 。 为 了 分 析 上 的 简便 ,并 注意 到 相当 一 部 分 排队 系统 在 
运行 了 一 定时 间 后 ,都 会 趋 于 一 个 平衡 状态 (或 称 平稳 状态 ) 。 在 平衡 状态 下 ,队长 的 分 
布 、 等 待 时 间 的 分 布 和 忙 期 的 分 布 都 和 系统 所 处 的 时 刻 无 关 , 而 且 系统 的 初始 状态 的 影响 

也 会 消失 。 因 此 ,我 们 在 本 章 中 将 主要 讨论 与 系统 所 处 时 刻 无 关 的 性 质 , 即 统计 平衡 性 质 。 

记 p,(?) 为 时 刻 t 时 系统 处 于 状态 n 的 概率 , 即 系 统 的 瞬时 分 布 。 根 据 前 面 的 约定 ， 
我 们 将 主要 分 析 系 统 的 平稳 分 布 , 即 当 系统 达到 统计 平衡 时 处 于 状态 2 的 概率 , 记 为 p，。 
又 记 

N: 系统 处 于 平稳 状态 时 的 队长 ,其 均值 为 L, 称 为 平均 队长 ; 

N。: 系统 处 于 平稳 状态 时 的 排队 长 ,其 均值 为 L,, 称 为 平均 排队 长 ; 

T; 系统 处 于 平稳 状态 时 顾客 的 逗留 时 间 ,其 均值 记 为 W, 称 为 平均 逗留 时 间 ; 

Tus: 系统 处 于 平稳 状态 时 顾客 的 等 待 时 间 ,其 均值 记 为 W,, 称 为 平均 等 待 时 间 ; 

XA: 当 系 统 处 于 状态 n 时 ,新 来 顾客 的 平均 到 达 率 (单位 时 间 内 来 到 系统 的 平均 顾 
客 数 ); 

yx: 当 系 统 处 于 状态 n 时 ,整个 系统 的 平均 服务 率 ( 单 位 时 间 内 可 以 服务 完 的 顾 
客 数 ); 

当 2 为 第 数 时 , 记 为 4; 当 每 个 服务 台 的 平均 服务 率 为 常数 时 , 记 每 个 服务 台 的 服务 
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率 为 4, 则 当 nn 三 s 时 ,有 jr 二 sx。 因此 ,顾客 相继 到 达 的 平均 时 间 间 隔 为 1/4, 平 均 服 务 时 
间 为 1/p。 令 p 王 A/sy, 称 6p 为 系统 的 服务 强度 。 

另外 , 记 忙 期 为 B, 闲 期 为 1, 平 均 忙 期 和 平均 闲 期 分 别 记 为 B 和 了 , 记 ; 为 系统 中 并 
行 的 服务 台数 。 


五 、 排 队 论 研究 的 基本 问题 


排队 论 人 研究 的 首要 问题 是 排队 系统 主要 数量 指标 的 概率 规律 , 即 研 究 系 统 的 整体 性 
质 , 然 后 进一步 研究 系统 的 优化 问题 。 与 这 两 个 问题 相关 的 还 包括 排队 系统 的 统计 推 
断 问题 。 

(1) 通过 研究 主要 数量 指标 在 瞬时 或 平稳 状态 下 的 概率 分 布 及 其 数字 特征 ,了 解 系 
统 运行 的 基本 特征 。 

(2) 统计 推断 间 题 ,建立 适当 的 排队 模型 是 排队 论 研究 的 第 一 步 , 建 立 模 型 过 程 中 经 
常会 碰 到 如 下 问题 ; 检验 系统 是 否 达到 平稳 状态 ; 检验 顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 的 相互 独 
立 性 ; 确定 服务 时 间 的 分 布 及 有 关 人 参数 等 。 

(3) 系统 优化 问题 ,又 称 为 系统 控制 问题 或 系统 运营 问题 ,其 基本 目的 是 使 系统 处 于 
最 优 或 最 合理 的 状态 。 系 统 优 化 问题 包括 最 优 设计 问题 和 最 优 运营 问题 ,其 内 容 很 多 ,有 
最 少 费 用 问题 .服务 率 的 控制 问题 服务 台 的 开关 策略 .顾客 (或 服务 ) 根 据 优 先 权 的 最 优 
排序 等 方面 的 问题 。 


第 二 节 生 灭 过 程 和 Poisson 过 程 


、 生 灭 过 程 简 介 


一 类 非常 重要 且 广 泛 存 在 的 排队 系统 是 生 灭 过 程 排队 系统 。 生 灭 过 程 是 一 类 特殊 的 
随机 过 程 ,在 生物 学 物理 学 .运筹 学 中 有 广泛 的 应 用 。 在 排队 论 中 ,如 果 NG 表示 时 刻 : 
系统 中 的 顾客 数 , 则 (NGC ,t 三 0; 就 构成 了 一 个 随机 过 程 。 如 果 用 “ 生 ” 表 示 顾 客 的 到 达 ， 
“ 灭 ? 表 示 顾 客 的 离 去 , 则 对 许多 排队 过 程 来 说 ,1(N(Ci ,三 0} 就 是 一 类 特殊 的 随机 过 
程 一 一 生 灭 过 程 。 下 面 结合 排队 论 的 术语 给 出 生 灭 过 程 的 定义 。 

定义 1 设 1NGCo ,全 0) 为 一 个 随机 过 程 。 藻 NG 的 概率 分 布 具 有 以 下 性 质 

(1) 假设 NGCoO 王 2, 则 从 时 刻 上 起 到 下 一 个 顾客 到 达 时 刻下 的 时 间 服从 参数 为 A 的 

指数 分 布 ,n= 二 0,1,2,… 

(2) 假设 NGCO 一 2, 则 从 时 刻 上 起 到 下 一 个 顾客 离 去 时 刻 止 的 时 间 服 从 参数 为 w。 的 
负 指 数 分 布 ,2 一 0,1,2,… 

(3) 同一 时 刻 时 只 有 一 个 顾客 到 达 或 离 去 。 

则 称 {NCi) ,zt 伍 0) 为 一 个 生 灭 过 程 。 
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一 般 来 说 ,得 到 NG 的 分 布 p,(1)= 二 PIN(1)= 二 n}) (n= 二 0,1,2,…) 是 比较 困难 的 ,因此 
通常 是 求 当 系统 达到 平稳 状态 后 的 状态 分 布 , 记 为 p,,n 王 0,1,2,…。 

为 求 平稳 人 分布, 考虑 系统 可 能 处 的 任 一 状态 2。 假设 记录 了 一 段 时 间 内 系统 进入 状 
态 n 和 离开 状态 的 次 数 , 则 因为 “进入 ”和 “离开 ”是 交替 发 生 的 ,所 以 这 两 个 数 要 么 相 
等 ,要 么 相差 为 1。 但 就 这 两 种 事件 的 平均 发 生 率 来 说 ,可 以 认为 是 相等 的 。 即 当 系 统 运 
行 相 当时 间 而 达到 平稳 状态 后 ,对 任 一 状态 nn 来 说 ,单位 时 间 内 进入 该 状态 的 平均 次 数 和 
单位 时 间 内 离开 该 状态 的 平均 次 数 应 该 相等 ,这 就 是 系统 在 统计 平衡 下 的 "流入 三 流出 ” 
原理 。 根 据 这 一 原理 ,可 得 到 状态 为 0,1,2,…,n,… 时 的 平衡 方程 如 下 : 


0 Li1P1= Aopo 
1 Aopo 十 pzzpz 一 (M1 pi pi 
2 AiP1i 二 3ps= (AMz py2)p2 
: (10. 4) 
72 ] An—2 Pn—2 二 np 3 PE 十 pan 一 1 ) 力 。 1 
n As- pai 十 enti prtl = (Mn en) Dn 
由 上 述 平 衡 方程 ,可 求 得 
一 A 
Al 
pa— Lpit+ pp 一 nopo) 一 Lp 一 Mpo 
2 12 2 L2441 
ps= A 下 EE 一 人 1 力 1) 一 = 
AL3 As AL3 AL3AL2 Al 
prti1 一 A pn < (np »n ,py = A I 
Hntl an 十 1 Hntl HntiLn" “Al 
记 
i (10. 5) 
Hnin—l “1 
则 平稳 状态 的 分 布 为 
p» = Cpo (n= 1,2,.) (10. 6) 
由 概率 分 布 的 要 求 


yp 1 


开 一 0 


有 (1+ cja=1 


加 1 
1 十 >，C， 
7 一] 


注意 : 式 (10.7) 只 有 当 级 数 DC 收敛 时 才 有 意义 , 即 当 DC 一 co 时 ,才能 由 上 述 
公式 得 到 平稳 状态 的 概率 分 布 。 


二 、Poisson 过 程 和 负 指 数 分 布 


Poisson 过 程 ( 又 称 为 Poisson 流 、 最 简 流 ) 是 排队 论 中 经 常用 到 的 一 种 用 来 描述 顾客 
到 达 规 律 的 特殊 随机 过 程 。 实 际 上 , 它 是 一 个 纯 生 过 程 ,与 概率 论 中 的 Poisson 分 布 和 负 
指数 分 布 有 密切 的 联系 。 下 面 结合 排队 论 的 术语 ,给 出 Poisson 过 程 的 定义 。 

定义 2 设 N(1) 为 时 间 L0,tj] 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 如 果 满 足下 面 三 个 条 件 : 

(1) 平稳 性 : 在 [t,t 十 Atj 内 有 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 A 十 o(A7); 

(2) 独立 性 : 任意 两 个 不 相交 区 间 内 顾客 到 达 情 况 相 互 独立 ; 

(3) 普通 性 : 在 Lt,t 十 Alj 内 多 于 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 oCAz) 。 
则 称 {N(z) ,z 全 0) 为 Poisson 过 程 。 

下 面 的 定理 给 出 了 Poisson 过 程 和 Poisson 分 布 的 关系 : 

定理 1 设 N(1) 为 时 间 L0,tj 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 则 {N(7),t 宇 0) 为 Poisson 过 程 
的 充分 必要 条 件 是 : 


于 是 po (10. 7) 


PIN(t) = n} = 


定理 1 说明, 如 果 顾 客 的 到 达 为 Poisson 流 的 话 , 则 到 达 顾 客 数 的 分 布 恰 为 Poisson 
分 布 。 但 无 论 是 从 Poisson 过 程 的 定义 ,还 是 根据 其 概率 分 布 去 对 顾客 的 到 达 情 况 进 行 
分 析 ,都 有 许多 不 便 之 处 。 实 际 问题 中 比较 容易 得 到 和 进行 分 析 的 往往 是 顾客 相继 到 达 
系统 的 时 刻 , 或 相继 到 达 的 时 间 间 隔 。 和 定理 2 说 明 ,顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 服 从 相互 独立 
的 参数 为 4 的 负 指 数 分 布 ,与 到 达 过 程 为 参数 为 4 的 Poisson 过 程 是 等 价 的 。 

定理 2 设 N() 为 时 间 [L0,tj] 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 则 (N(D),t 三 0) 为 参数 为 4 的 
Poisson 过 程 的 充分 必要 条 件 是 : 相继 到 达 时 间 间 隅 服从 相互 独立 的 参数 为 的 负 指 数 


(AL) eA 
7 


(n= 1,2,.) (10. 8) 


第 三 节 M/ M/s 等 待 制 排队 模型 


一 、 单 服务 台 模 型 


单 服 务 台 等 待 制 模 型 M/M/V1/se 是 指 : 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 4 的 负 指 数 
分 布 ,服务 台 个 数 为 1, 服务 时 间 V 服从 参数 为 yy 的 负 指 数 分 布 , 系 统 空间 无 限 , 允 许 无 限 
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排队 ,这 是 一 类 最 简单 的 排队 系统 。 

1. 队长 的 分 布 

记 pr 二 PIN 二 n)(n 二 0,1,2,…) 为 系统 达到 平稳 状态 后 队长 N 的 概率 分 布 , 则 由 
式 (10.5), 式 (10. 6) 和 式 (10.7), 并 注意 到 2, 二 4,n 二 0,1,2,… 和 jw 二 jy,n 二 1,2,*…… 
记 
A 

A 

并 设 o 二 1, 则 由 式 (10.5) 和 式 (10. 6) 得 


其 中 
1 1 
A D0 | = (T=) =1—p (10. 9) 
1 二 2o 一 
n=] 
因此 
力 。 一 (1 一 0)0 n= Del yZyins (10. 10) 


式 (10. 9) 和 式 (10. 10) 给 出 了 在 平衡 条 件 下 系统 中 顾客 数 为 nn 的 概率 。 由 式 (10. 9) 
不 难看 出 ,vo 是 系统 中 至 少 有 一 个 顾客 的 概率 ,也 就 是 服务 台 处 于 忙 的 状态 的 概率 ,因而 


也 称 p 为 服务 强度 , 它 反 映 了 系统 繁忙 的 程度 。 此 外 , 式 (10.10) 只 有 在 p= a 的 条 件 


下 才能 得 到 , 即 要 求 顾客 的 平均 到 达 率 小 于 系统 的 平均 服务 率 ,才能 使 系统 达到 统计 
平衡 。 
2. 几 个 主要 数量 指标 
对 单 服 务 台 等 待 制 排队 系统 ,由 已 得 到 的 平稳 状态 下 队长 的 分 布 , 可 以 得 到 平均 队长 
了 为 
L 一 Dp 一 > ,21 一 DO)O 


允 一 1] 


一 (0 十 20 十 30 十 *。。) 一 (po 十 20 十 30 十 …) 


和 1 OE 
oo 十 十 Pp 十 nr L190, 4112 
平均 排队 长 工 。 为 
La 一 > (2 一 1) 加 一 工 一 (1 一 加 o) 
| 
2 2 
=L—p= = 一 一 一 一 (10. 12) 


顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 本 ,可 说 明 它 服从 参数 为 一 人 的 负 指 数 分 布 , 即 
PI(T w=e ww™ Fo%0 


因此 ,平均 逗留 时 间 W 为 

内 一 ET 一 一 (10. 13) 
因 为 ,顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 为 等 竺 时间 和 接受 服务 时 间 之 和 , 即 
T= T+V 

其 中 ,V 为 服务 时 间 , 故 由 
W 一 ECT) 一 ECT 十 ECV) = Wat (10. 14) 

可 得 平均 等 每 时 间 W 为 
7 (10. 15) 


4 p(nu—A) 
从 式 (10. 11) 和 式 (10.13) ,可 发 现 平 均 队长 二 与 平均 逗留 时 间 W 具有 如 下 关系 


L 一 AW (10. 16) 
同样 ,从 式 (10. 12) 和 式 (10. 15), 可 发 现 平 均 排 队长 L, 与 平均 等 待 时 间 W。 有 如 下 关系 
Ls, = AW, (10. 17) 

式 (10. 16) 和 式 (10.17) 通 常 称 为 Little 公式 ,是 排队 论 中 一 个 非常 重要 的 公式 。 


3. 忙 期 和 闲 期 
在 平衡 状态 下 , 忙 期 刀 和 闲 期 工 一 般 均 为 随机 变量 , 求 它们 的 分 布 是 比较 及 烦 的 。 
因此 ,我 们 来 求 一 下 平均 忙 期 B 和 平均 闲 期 I。 由 于 忙 期 和 闲 期 出 现 的 概率 分 别 为 p 和 
1 一 0; 所 以 在 一 段 时 间 内 可 以 认为 忙 期 和 闲 期 的 总 长 度 之 比 为 p: (1 一 po)。 又 因为 忙 期 和 
闲 期 是 交 奉 出 现 的 ,所 以 在 充分 长 的 时 间 里 ,它们 出 现 的 平均 次 数 应 是 相同 的 。 于 是 ,人 忙 
期 的 平均 长 度 已 和 闲 期 的 平均 长 度 工 之 比 也 应 是 o : (1 一 o) , 即 
B_ o (10. 18) 
I l1—p 
又 因为 在 到 达 为 Poisson 流 时 ,根据 负 指 数 分 布 的 无 记忆 性 和 到 达 与 服务 相互 独立 的 假 
设 ,容易 证 明 从 系统 空闲 时 刻 起 到 下 一 个 顾客 到 达 时 刻 止 ( 即 闲 期 ) 的 时 间 间 隅 仍 服从 参 


数 为 4 的 负 指 数 分 布 , 且 与 到 达 时 间 间 隔 相互 独立 。 因 此 ,平均 闲 期 应 为 二 ,这 样 , 便 求 得 
平均 忙 期 为 
B=_ .1- .1 
二 读 4 一 A 
与 式 (10. 13) 比 较 , 发 现 平均 去 留 时 间 (W) 一 平均 忙 期 (B)。 这 一 结果 直观 看 上 去 是 显然 
的 ,顾客 在 系统 中 逗留 的 时 间 越 长 ,服务 员 连 续 忙 的 时 间 也 就 越 长 。 因 此 ,一 个 顾客 在 系 
统 内 的 平均 逗留 时 间 应 等 于 服务 员 平 均 连续 忙 的 时 间 。 


人 
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例 1 茶 修理 店 只 有 一 个 修理 工 , 要 求 提供 服务 的 顾客 到 达 过 程 为 Poisson 流 , 平 均 
4 人 /h; 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 平 均 需 要 6min。 试 求 : (1) 修 理 店 空闲 的 概率 ; (2) 店 
内 恰 有 3 个 顾客 的 概率 ; (3) 店 内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ; (4) 在 店内 的 平均 顾客 数 ; (5 ) 每 
位 顾客 在 店内 的 平均 逗留 时 间 ; 6) 等 等 服务 的 平均 顾客 数 ;(7) 每 位 顾客 平均 等 待 服务 


时 间 ; 8) 顾客 在 店内 等 待 时 间 超 过 10min 的 概率 。 
解 ” 本 例 可 看 成 一 个 MVMV1/ce 排 队 问 题 ,其 中 


加 = A4A_2 
和 0. 1 人 人 A 
(1) 修理 店 空 闲 的 概率 
一 1 一 p=1 一 二 一 0.6 


(2) 店内 恰 有 3 个 顾客 的 概率 
(3) 店内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 
P{(N 三 1) 一 1 一 加 一 p 一 大 一 0.4 


(4) 在 店内 的 平均 顾客 数 


2 
| 
lp ] 二 二 
3 
(5) 每 位 顾客 在 店内 的 平均 逗留 时 间 
_LL_ 0.67 
和 (Ph ) 10(min) 
(6) 等 待 服务 的 平均 顾客 数 
2 2 
2 (5) 
Ls=L—p= = 二 0.267( 人 ) 
lp 1]— 
5 
(7) 每 位 顾客 平均 等 待 服务 时 间 
Ls 0.267,,、 ,,. 
W = Web 《ny 


(8) 顾客 在 店内 逗留 时 间 超 过 10min 的 概率 


P{T 10) = e (ss) 一 e 一 0.3679 


二 、 多 服务 台 模 型 


设 顾 客 单个 到 达 ,相继 到 达 时 间 间 隔 服从 参数 为 的 负 指 数 分 布 ,系统 中 共有 ;个 服 
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务 台 ,每 个 服务 台 的 服务 时 间 相 互 独立 , 且 服 从 参数 为 w 的 负 指 数 分 布 。 当 顾客 到 达 时 ， 
行 有 空闲 的 服务 台 则 可 以 马上 接受 服务 ,否则 便 排 成 一 个 队列 等 待 ,等 待 空间 为 无 限 。 
下 面 来 讨论 这 个 排队 系统 的 平稳 分 布 。 记 p, 二 PIN 二 n}) (2 一 0,1,2,…) 为 系统 达到 
平稳 状态 后 队长 N 的 概率 分 布 ,注意 到 对 个 数 为 的 多 服务 台 系 统 , 有 
AM 一 人 7 一 0,1,2,… 
和 
和 7 一 ] ,2，……，S 


SL 1 一 35 十 1,… 
记 w 一 os 一 六, 则 当 o<<1 时 ,由 式 (10. 5) , 式 (10. 6) 和 式 (10.7) ,有 


2 7 一 ,Zs ,8 
72 : 
C» 一 ，_， (10. 20) 
CALLD) (全 ) 一 A /> 
| SA sls i 
故 
m1P° ME Ls aS 
pr=<4 ， 1021) 
rR po 7 之 3 
其 中 
3 一 ] n 了 | 
2 到 
| (10. 22) 


式 (10. 21) 和 式 (10. 22) 给 出 了 在 平衡 条 件 下 系统 中 顾客 数 为 nn 的 概率 , 当 nn 三; 时, 即 系 
统 中 顾客 数 大 于 或 等 于 服务 台 个 数 , 这 时 再 来 的 顾客 必须 等 待 , 因 此 记 


i 和 PO 
c(s,p) ;3.2 ep (10. 23) 


式 (10. 23) 称 为 Erlang 等 待 公式, 它 给 出 了 顾客 到 达 系 统 时 需要 等 竺 的 概率 。 
对 多 服务 台 等 待 制 排队 系统 ,由 已 得 到 的 平稳 分 布 可 得 平均 排队 长 Las 为 


L, = > 《72 一 s)p» = Dn or 


办 一 3 十 1 
— Popp: 
= 全 | bp (Pe: 0 ) Hy (10. 24) 
或 
L, 一 Supp (10. 25) 
= 


记 系 统 中 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 为 s ,显然 s 也 是 正在 忙 的 服务 台 的 平均 数 , 故 
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| ce 
Dnp, 十 s > ps 
n= 二 0 nn 二 3$ 


s—1 和 
-ob ts a 
er Ss! Os 


J n—l 一 1 


= _o E 
pop| > (7 一 1)! 十 人 二 TD) 


ee Ty 

一 O (10. 26 ) 
式 (10. 26) 说 明 ,平均 在 忙 的 服务 台 个 数 不 依 赖 于 服务 台 个 数 ;, 这 是 一 个 有 趣 的 结果 ，。 
由 式 (10. 26) ,可 得 到 平均 队长 上 为 


L 三 平均 排队 长 十 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 


本 (10. 27) 
对 多 服务 台 系 统 ,Little 公式 依然 成 立 , 即 有 
7 Pe (10. 28) 
A A 多 


例 2 考虑 一 个 医院 急诊 室 的 管理 问题 。 根 据 统计 资料 ,急诊 病人 相继 到 达 的 时 间 
间隔 服从 负 指 数 分 布 ,平均 每 0. 5h 来 一 个 ; 医生 处 理 一 个 病人 的 时 间 也 服从 负 指 数 分 
布 ,平均 需要 20min。 该 急诊 室 已 有 一 个 医生 ,管理 人 员 现 考虑 是 否 需 要 再 增加 一 个 
医生 。 

解 ”本 问题 可 看 成 一 个 MAM/Y ce 排队 问题 ,其 中 (时 间 以 h 为 单位 ) 


A 二 2 一 3 Pp 二 三 s 二 1,2 


根据 前 面 得 到 的 关于 单 服务 台 和 和 多 服务 台 等 待 制 排队 系统 的 结果 ,可 将 有 关 计 算 结 果 列 
于 表 10-2 中 。 


等 待 时 间 超 过 0.5 小 时 的 概率 P{T。 二 0.5} 
等 待 时 间 超 过 1 小 时 的 概率 PT。 二 1) 


表 10-2 
项 日 S 一 ] 5 一 2 
空闲 概率 po 0.5 
有 1 个 病人 的 概率 pi 0. 0. 333 
有 2 个 病人 的 概率 p， 0. 0.111 
平均 病人 数 工 2 0.75 
平均 等 待 病人 数 LL。 1 0.083 
病人 平均 逗留 时 间 W(h) 1 0.375 
病人 平均 等 待 时 间 W(h) 0. 0.042 
病人 需要 等 待 的 概率 P{Ts 二 0} 0. 0.167 
0. 0. 
0. 0. 
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由 表 10-2 的 结果 可 知 , 从 减少 病人 的 等 待 时 间 , 为 急诊 病人 提供 及 时 的 处 理 来 看 ,一 
个 医生 是 不 够 的 。 

例 3 某 售票 处 有 三 个 窗口 ,顾客 的 到 达 为 Poisson 流 , 平 均 到 达 率 为 和 三 
0.9 人 /min; 服务 (售票 ) 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 服务 率 y= 二 0.4 人 /min。 现 设 顾客 到 
达 后 排 成 一 个 队列 ,依次 回 空 闲 的 窗口 购 票 ,这 一 排队 系统 可 看 成 一 个 M/M/s/ 吕 系统 ， 


其 中 
和 A 2.25 
$= 区 pA 本 
由 多 服务 台 等 待 制 系统 的 有 关公 式 , 可 得 到 
(1) 整个 售票 处 空闲 的 概率 
FC2.25)° ，(2. 25)1 ， (2.25)? (2.25)3 = 
| 
(2) 平均 排队 长 
_ 0.0748X (2.25)” xX 2.25/3 _ 
31(1 — 2. 25/3)’ A 
平均 队长 


L = Lt+p= 1.70+2.25 = 3.95( 人 ) 
(3) 平均 等 待 时 间 
1.70 _ 


W, = 和 一 09 一 1.89(min) 
平均 逗留 时 间 
LL_3.95_ ; 
W = 0 9 4. 39 (min) 
(4) 顾客 到 达 时 必须 排队 等 待 的 概率 
(2. 25)” 


c(3,2.25) 一 XxX 0.0748= 0.57 


S301 2.25/3) 

在 本 例 中 ,如 果 顾 客 的 排队 方式 变 为 到 达 售 聚 处 后 可 到 任 一 窗口 前 排队 , 且 入 队 后 不 
再 换 队 , 即 可 形成 3 个 队列 。 这 时 ,原来 的 M/M/3/ 吕 系统 实际 上 变 成 了 由 3 个 M/M/1/% 
子 系统 组 成 的 排队 系统 , 旦 每 个 系统 的 平均 到 达 率 为 : 


Al 一 人 2 一 人 3 一 -一 0.3( 和 /min) 


表 10-3 给 出 了 M/MV3/ce 和 3 个 M/MV1/ce 的 比较 ,不 难看 出 一 个 M/M/3/ 吕 系统 比 由 
3 个 M/M/1/ 吕 系统 组 成 的 排队 系统 具有 显著 的 优越 性 。 即 在 服务 台 个 数 和 服务 率 都 不 
变 的 条 件 下 , 单 队 排队 方式 比 多 队 排 队 方 式 要 优越 ,这 是 在 对 排队 系统 进行 设计 和 管理 的 
时 候 应 注意 的 地 方 。 
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表 10-3 

项 目 MV/M/3/co 3 个 M/M/1/%~ 
空闲 的 概率 po .0748 0.25( 每 个 子 系 统 ) 
顾客 必须 等 待 的 概率 .57 0.75 
平均 队长 L 3. 95 9( 整 个 系统 ) 
平均 排队 长 工 。 .70 2.25( 每 个 子 系统 ) 
平均 逗留 时 间 W . 39(min) 10(min) 
平均 等 待 时 间 W。 . 89(min) 7.5(min) 


第 四 方 ”M/ M/s 混合 制 排队 模型 


一 、 单 服务 台 混 合 制 模型 
单 服务 台 混 合 制 模型 M/M/1/K 是 指 : 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 
分 布 ( 即 顾客 的 到 达 过 程 为 Poisson 流 ), 服 务 台 个 数 为 1, 服务 时 间 V 服从 参数 为 w 的 负 
指数 分 布 ,系统 的 空间 为 天 。 
首先 , 仍 来 求 平 稳 状 态 下 队长 NN 的 分 布 p, 二 P{IN= 二 n}),n 二 0,1,2,…。 由 于 所 考虑 
的 排队 系统 中 最 多 只 能 容纳 天 个 顾客 (等 待 位置 只 有 KK 一 1 个 ), 因 而 有 
f 一 0,1,2,…, 开 一 1 
)， 一 
lo n 二 KK 


pa A 1 一 pA LP 
由 式 (10. 5), 式 (10.6) 和 式 (10.7), 有 


Ps ig i (10. 29) 


政 


其 中 下 (10. 30) 


由 已 得 到 的 单 服 务 台 混合 制 排队 系统 平稳 状态 下 队长 的 分 布 , 可 知 当 po 天 1 时 ,平均 
队长 上 为 


L = Dnp, 一 pop > yno”” 
=] 


n= 二 0 


d/o d Fo(l— po*) 
-poh( >) = poo | P= | 


人 
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Pp [1i 一 严 一 全 一 0Kor] 


dp) 
K+ 十 1 
一 了 2 一 十 (10. 31) 
一 0 一 0 


天 K 
L = Dnp, 一 jno'po 
n= 二 0 


东 一 ] 


天 
SN 
=KTFI2" 一 7 (10. 32) 
类 似 地 ,可 得 到 平均 排队 长 工 。 为 
K 
Ls = nm—1)p,=L— (1 po) (10. 33) 


O po(1 十 Ko ) ] 
1—p 1— ot oO 天 
L, 一 RE (10. 34) 


2CK 二 1) i 

由 于 排队 系统 的 容量 有 限 , 只 有 一 1 个 排队 位 置 ,因此 , 当 系 统 空 间 被 占 满 时 ,上 再 来 

的 顾客 将 不 能 进入 系统 排队 ,也 就 是 说 不 能 保证 所 有 到 达 的 顾客 都 能 进入 系统 等 待 服务 。 

假设 顾客 的 到 达 率 (单位 时 间 内 来 到 系统 的 顾客 的 平均 数 ) 为 人, 则 当 系 统 处 于 状态 天 时 ， 

顾客 不 能 进入 系统 , 即 顾 客 可 进入 系统 的 概率 是 1 一 pk。 因 此 ,单位 时 间 内 实际 可 进入 系 
统 的 顾客 的 平均 数 为 

A = A(l— pr) = ll — Po) (10. 35) 

称 4A。 为 有 效 到 达 率 ,而 pr 也 被 称 为 顾客 损失 率 , 它 表示 了 在 来 到 系统 的 所 有 顾客 数 中 不 

能 进入 系统 的 顾客 的 比例 。 下 面 根据 Little 公式 ,可 得 

' i 


2 3 B13 定 中 一 一 一 一 一 。 
平均 逗留 时 间 wt i (10. 36) 
平均 等 待 时 间 Ws = = (10. 37) 
” A. A4(l1— pr) 
且 仍 有 
W 二 W, 十 圭 (10. 38) 


注意 : 这 里 的 平均 逗留 时 间 和 平均 等 待 时 间 都 是 针对 能 够 进入 系统 的 顾客 而 言 的 。 
特别 , 当 KK 二 1 时 ,M/M/1/1 为 单 服 务 台 损失 制 系统 ,在 上 述 有 关 结 果 中 令 天 王 1, 可 
得 到 


po 1 5 pi ep (10. 39) 
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s03 
L 一 力 : Ee (10. 40) 
ee 
1 一 MI 一 加 ) 一 她 一 工 和 5 (10. 41) 
W==2=+ (10. 42) 
Ae A E24 
La=0 Ws=0 (10. 43) 


例 4 某 修 理 站 只 有 一 个 修理 工 , 且 站 内 最 多 只 能 停放 4 台 待 修 的 机 器 。 设 待 修 机 
器 按 Poisson 流 到 达 修 理 站 ,平均 每 分 钟 到 达 1 台 ; 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 平 均 每 
1.25min 可 修理 1 台 , 试 求 该 系统 的 有 关 指 标 。 

解 ” 该 系统 可 看 成 一 个 M/M/1/4 排队 系统 ,其 中 


因而 ,顾客 损失 率 为 
ps = ppo 一 1.254X0.122 = 0.298 
有 效 到 达 率 为 
A =A(l—mp) 一 1X(1 一 0.298) = 0.702 
平均 队长 
_ 1.25 _ (4 十 1)X1.255 _ 四 
四 1 一 1.25 ] 一 1. 255 人 人) 
平均 排队 长 
[一 工 一 (1 一 加 ) 一 2.44 一 (1 一 0.122) = 1.56( 台 ) 
平均 逗留 时 间 
_L_ 2.44 _ . 
Ww 0_705 3. 48 (min) 
平均 等 待 时 间 
Ds 
多 0. 8 


二 、 多 服务 台 混 合 制 模型 

多 服务 台 混 合 制 模 型 M/M/s/K 是 指 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 分 
布 ( 即 顾客 的 到 达 过 程 为 Poisson 流 ) ,服务 台 个 数 为 ,每 个 服务 台 服 务 时 间 相 互 独立 , 且 
服从 参数 为 w 的 负 指 数 分 布 , 系 统 的 空间 为 天。 

由 式 (10. 5) . 式 (10.6) 和 式 (10.7) ,并 注意 到 在 本 模型 中 


A n= 二 051,2,°*… ,KC—]1 
:= 
0 7 二 下 
请 0 三 nn 二 5 
Ln 
su sn 三 KK 
于 是 
全 名 0 三 nn 二 5s 
pr 一 
a=po sn 
其 中 
sl1 s K—st1) 、 一 1 
O CO(\1 一 As ) 
2 S (1 一 po:) ) pe 
po = a | (10. 44) 
p LokK— 
(多 所 + 全 (K ;十 1)) pe:=—1 


由 平稳 分 布 pn 2 一 0 1 2 Kh 得 平均 排队 长 为 


K 
Re = nos)p, 
p ’ 3 —s _ 一 
el No)(K— s+lDo’] po: 天 1 
过 (10. 45 ) 
pop' (上 一 3)( 玫 一 > 十 1) = 
Zs! so 
为 求 平均 队长 ,由 
K 
Ls 一 ns)p, 
K K 
= Dnps—s ops 
K 3 一 ] s—l 
) 力 ,一 Dnp, —s(1— > 
n= 二 0 n=0 n=0 
$l 
二 上 一 > ， (7 一 S) 力 ,一 5 (10. 46 ) 
7 一 人 
得 到 
二 本 
L=L 二 s 二 po》) i (10. 47) 
?一 (0 四 


由 系统 空间 的 有 限 性 ,必须 考虑 顾客 的 有 效 到 达 率 M.。 对 多 服务 台 系 统 , 仍 有 
«= A(l— pr) (10. 48) 


再 利用 Little 公式 ,得 到 


W=+, WwW.=L=w—-t (10. 49) 
Ae Fa E24 


平均 被 占用 的 服务 台数 (也 是 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 ) 为 
有 = Dp tsop, 


- K 
-=p Due +t 可 
0 ! 克 一 $ 
| 加 K 
~ ba i | | 
K 
A 
=pop| >) on | 
ww. 
=oll 和 
=p(1— pr) (10. 50) 
因此 ,又 有 
了 一 工 .十 s = Lpo(l— pr) (10. 51) 


例 S 某 汽车 加 油 站 设 有 两 台 加 油 机 ,汽车 按 Poisson 流 到 达 ,平均 每 分 钟 到 达 2 辆 ; 
汽车 加 油 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 加 油 时 间 为 2min。 又 知 加 油 站 上 最 多 只 能 停放 3 辆 
等 待 加 油 的 汽车 ,汽车 到 达 时 , 奋 已 满员 , 则 必须 开 到 别 的 加 油 站 去 , 试 对 该 系统 进行 
分 析 。 

解 ” 可 将 该 系统 看 作 一 个 M/M/2/5 排队 系统 ,其 中 


A=2 y=0.5 a s=2 K=5 


(1) 系统 空闲 的 概率 


2 下 天 5—2+17] ， 一 1 
2 


po 一 1 十 4 十 21(1 — 4/2) 
(2) 顾客 损失 率 
45x0.008 | 
ps = -21 又 25 一 O512 


(3) 加 油 站 内 在 等 待 的 平均 汽车 数 
0.008 Xx 4° X (4/2) 


5 一 2+1 5—2 
ey (1 一 4/2)(5 一 2 十 1)(4/2)5-2] 
二 2.18( 辆 ) 
加 油 站 内 汽车 的 平均 数 为 


L=L++p(l—ps) 一 2.18 十 4(1 一 0.512) == 4.13( 辆 ) 


(4) 汽车 在 加 油 站 内 平均 逗留 时 间 为 


I 
itl py 2C1—0,512) 


汽车 在 加 油 站 内 平均 等 待 时 间 为 


W。 =W— 
风 


W = 4.23(min) 


= 4.23—2 = 2.23(min) 


(5) 被 占用 的 加 油 机 的 平均 数 为 
s=L—L=4.13—2.18= 1.95( 人 台 ) 
在 对 上 述 多 服务 台 混 合 制 排队 模型 M/M/s/K 的 讨论 中 , 当 s 二 K 时 , 即 为 多 服务 台 
损失 制 系统 。 对 损失 制 系统 ,有 


Bx = po n= 1,2,.…,s (10. 52) 
其 中 
po = b> | (10. 53) 
顾客 的 损失 率 为 
B(s,p) = 思 = [> | (10. 54) 


式 (10. 54) 称 为 Erlang 损失 公式 ,B(s,p) 亦 表示 了 到 达 系 统 后 由 于 系统 空间 已 被 占 满 而 
不 能 进入 系统 的 顾客 的 百分比 。 
对 损失 制 系 统 , 平 均 被 占用 的 服务 台数 (正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 ) 为 


5 一 np, 
了 一 0 
_ ynp” 
2 nl P 
nn 和 nn 、 一 】 
De 各 儿 之 所 | 
一 0(1 一 BGs,o)) (10. 55 ) 
此 外 ,还 有 
平均 队长 工 一 了 一 po(1 一 BGs,o)) (10. 56) 
平均 逗留 时 间 W 一 L 一 coLl—B(s,p)] ) _ = 1 (10. 57) 


1M。 AL1 一 BGs,o)] wp 
其 中 24. 二 4(1 一 p,) 为 有 效 到 达 率 。 在 损失 制 系统 中 ,还 经 常用 A 二 A4(1 一 p,) 表 示 系 统 的 
绝对 通过 能 力 , 即 单位 时 间 内 系统 实际 可 完成 的 服务 次 数 ; 用 Q 二 1 一 p, 表示 系统 的 相对 
通过 能 力 , 即 被 服务 的 顾客 数 与 请 求 服务 的 顾客 数 的 比值 。 系 统 的 服务 台 利 用 率 (或 通道 


” 


利用 率 ) 为 


1 一 二 (10. 58) 


S 


第 五 所” 其 他 排队 模型 简介 


一 、 有 限 源 排队 模型 


现在 ,来 分 析 一 下 顾客 源 为 有 限 的 排队 问题 。 这 类 排队 问题 的 主要 特征 是 顾客 总 数 

是 有 限 的 ,如 只 有 mm 个 顾客 。 每 个 顾客 来 到 系统 中 接受 服务 后 仍 回 到 原来 的 总 体 , 还 有 

可 能 再 来 ,这 类 排队 问题 的 典型 例子 是 机 需 看 管 问题 。 如 一 个 工人 同时 看 管 冯 台 机 需 ， 

当 机 需 发 生 故 障 时 即 停 下 来 等 待 修理 ,修好 后 再 投入 使 用 , 且 仍 然 可 能 再 发 生 故 障 。 类 似 
的 例子 还 有 m 个 终端 共用 一 台 打 印 机 等 ,如 图 10-6 所 示 。 

顾客 源 队列 

SY ws CORY i 


10-6 ”有限 源 排队 系统 


关于 顾客 的 平均 到 达 率 ,在 无 限 源 的 情形 中 是 按 全 体 顾 客 来 考虑 的 ,而 在 有 限 源 的 情 
形 下 ,必须 按 每 一 个 顾客 来 考虑 。 设 每 一 个 顾客 的 到 达 率 都 是 相同 的 , 均 为 X( 这 里 4 的 含义 
是 指 单 位 时 间 内 该 顾客 来 到 系统 请 求 服务 的 次 数 ), 且 每 一 个 顾客 在 系统 外 的 时 间 均 服从 参 
数 为 4 的 负 指 数 分 布 。 由 于 在 系统 外 的 顾客 的 平均 数 为 m 一 L, 故 系统 的 有 效 到 达 率 为 

Ae = A(m— LL) 

下 面 讨论 平稳 状态 下 队长 N 的 分 布 p, 一 P{N 一 n),n 一 0,1,2,…,m。 由 于 状态 间 的 

转移 率 为 
人 一 人 (7 一 11) (n=0,1,2,.…,m—1) 
[zw (n= 1,2,.,s) 


/jn 一 
da (nn 一 s+ 1,* ,mm) 


由 式 (10. 5) , 式 (10. 6) 和 式 (10. 7), 有 |( 记 | 


| 

II2 党: 网 

CE (n= 1,2,.…,s) 

C= Re 
7 oe : 

ET (n 一 5S,… ,777) 


故 


772 ! | 
[ee Vin ‘po (n= 1,2,..,s) 

(10. 60) 

m1 

一 0 力 。 (72 一 So ,771 ) 


(mO— n)lsls” 


其 中 
| m 
ml! m ! -1 
Pe [> nd 下 2 (m—n) lsls™ "| Co 
下 面 给 出 系统 的 有 关 运 行 指 标 : 
Ls = nm)p (10. 62) 
L = Tp, + 1 +s(1— > (10. 63) 
或 
L =Ls 二 + 和 = LL 二 plm—L) (10. 64) 
也 
_L _ 上 。 
We Wo 元 (10. 65 ) 
特别 ,对 单 服 务 台 (s* 王 1) 系 统 , 有 
el 
Pn = ep (2 一 1,…… ,777) (10. 66 ) 
< m! Es 
po =| 之 。 ci | (10. 67) 
Ls = > (7 一 1) 轧 。 (10. 68) 
一 ] 
和 (10. 69 ) 
或 
上 =m 一 (1 一 po) (10. 70) 
i mm 1 1 
二 二 二 Ceo 人 一， W,。 = WCO—C— 10; 71 
ie 天 人 一 加 A " 7 | 
系统 的 相对 通过 能 力 Q@ 二 1, 绝 对 通过 能 力 
A=AQ=A(m—L) = AL 一 轧 o) (10. 72 ) 


例 6 设 有 一 工人 看 管 5 台 机 堪 , 每 台 机 堪 正 党 运转 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 平 均 为 
15min。 当 发 生 故 障 后 ,每 次 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 为 12min, 试 求 该 系统 的 有 关 
运行 指标 。 

解 ”用 有 限 源 排队 模型 处 理 本 问题 。 已 知 
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于 是 ,有 
(1) 修理 工人 空闲 的 概率 


_rs! 。 5! ! ，51 2 5! s ,5! 
po 一 | 新 (0.8)* 十 (0.8)' 十 条 (0.8)* 十 和 (0.8)* 十 条 


(0 8)* 十 21C0 8)” 
科 01 | 
一 0. 007 3 


(2) 5 台 机 需 都 出 故障 的 概率 
DE = 10. 8) po = 0. 287 
出 故障 机 器 的 平均 数 
rc || 全 
了 一 5 a 0.007 3) = 3.76( 台 ) 


(4) 等 待 修理 机 器 的 平均 数 
L, = 3.76— (1—0.0073) = 2.77( 台 ) 
(5) 每 台 机 需 发 生 一 次 故障 的 平均 停工 时 间 


1741L 一 0. 007 3) 


(6) 每 台 机 器 平均 待 修 时 间 
W, = 46— 12 = 34(min) 
(7) 系统 绝对 通过 能 力 ( 即 工人 的 维修 能 力 ) 


A= 二 (1 一 0.007 3) 二 0.083( 台 ) 


即 该 工人 每 小 时 可 修理 机 器 的 平均 台数 为 0.083 久 60 王 4. 96 台 。 
上 述 结 果 表 明 ,机 器 停工 时 间 过 长 ,看 管 工人 几乎 没有 空闲 时 间 , 应 采取 措施 提高 服 
务 率 或 增加 工人 。 


二 、 服 务 率 或 到 达 率 依赖 状态 的 排队 模型 


在 前 面 的 各 类 排队 模型 的 分 析 中 , 均 假 设 顾 客 的 到 达 率 为 常数 A, 服务 台 的 服务 率 也 
为 常数 ww。 而 在 实际 的 排队 问题 中 ,到 达 率 或 服务 率 可 能 是 随 系 统 的 状态 而 变化 的 。 例 
如 , 当 系 统 中 顾客 数 已 经 比较 多 时 ,后 来 的 顾客 可 能 不 愿意 再 进入 系统 ; 服务 员 的 服务 率 
当 顾 客 较 多 时 也 可 能 会 提高 。 因 此 ,对 单 服 务 台 系 统 , 实 际 的 到 达 率 和 服务 率 ( 它 们 均 依 
赖 于 系统 所 处 的 状态 刀 可 假设 为 
An 一 np1 (Ww = 1 ,253°) 


一 4 到 有 
A EE (nt 1)° (7 加 ) 


对 多 服务 台 系 统 ,实际 到 达 率 和 服务 率 假 设 为 


(3 


Ww 


Ao | 
Au。 一 ¢ 6 
2 7 之 5 一 1 
其 中 ,4 和 jy; 分别 为 系统 处 于 状态 n 时 的 到 达 率 和 服务 率 。 上 述 假设 表明 ,到 达 率 4 同 
系统 中 已 有 顾客 数 n 旦 反比 关系 ; 服务 率 和 m 同系 统 状态 呈正 比 关 系 。 
由 式 (10. 5) ,对 多 服务 台 系 统 有 


Eee (n= 1,2,..,s) 
72 。 


ey (10. 73) 
sl(n 1/s! Ts (72 一 SS 十 1.,…) 
下 面 来 看 一 个 简单 的 特例 ,考虑 一 个 到 达 依 赖 状 态 的 单 服务 台 等 待 制 系统 M/M/17 ce ， 
其 参数 为 


人 二 有 
心 一 二 十 ] (7 QylsZa ) 


eu™— A (sey) 
于 是 ,由 式 (10. 6) , 式 (10. 7) ,并 设 po 一 全 <1, 有 


ps = epo (n = 1,2,...) (10.74) 
po=er C10. 75) 
平均 队长 
L 一 Dnp, = > Se = (10. 76) 
平均 排队 长 
= Da Dp Ld-p) 一 6 十 ev 一 1 (10. 77) 


有 效 到 达 大 率 (单位 时 间 内 实际 进入 系统 的 顾客 的 平均 数 ) 


pr A -一 ot 
> ra (10. 78) 
平均 逗留 时 间 为 
L 
W= 二 = 一 A ~ 10. 79 
p 一 P) ( ) 
平均 等 每 时 间 为 
DE (10. 80) 
Ae 多 
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三 、 非 生 灭 过 程 排队 模型 


一 个 排队 系统 的 特征 是 由 输入 过 程 , 服 务 机 制 和 排队 规则 决定 的 。 本 和 草 前 面 所 讨论 
的 排队 模型 都 是 输入 过 程 为 Poisson 流 , 服 务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 的 生 灭 过 程 排队 模型 。 
这 类 排队 系统 的 一 个 主要 特征 是 马尔 可 夫 性 ,而 马尔 可 夫 性 的 一 个 主要 性 质 是 由 系统 当 
前 的 状态 可 以 推 灯 未 来 的 状态 。 但 是 , 当 输 入 过 程 不 是 Poisson 流 或 服务 时 间 不 服从 负 
指数 分 布 时 , 仅 知 道 系统 内 当前 的 顾客 数 , 对 于 推断 系统 未 来 的 状态 是 不 充足 的 ,因为 正 
在 接受 服务 的 顾客 ,已 经 被 服务 了 多 长 时 间 , 将 影响 其 离开 系统 的 时 间 。 因 此 ,必须 引入 
新 的 方法 来 分 析 具 有 非 负 指数 分 布 的 排队 系统 。 

对 一 般 具 有 非 负 指数 分 布 的 排队 系统 的 分 析 是 非常 困难 的 ,需要 较 多 的 数学 知识 ,已 
超出 了 本 书 的 范围 。 下 面 仅 就 几 种 特殊 情形 给 出 有 关 的 结果 。 

1. M/G/1 排队 模型 

M/G/1 系统 是 指 顾客 的 到 达 为 Poisson 流 , 单 个 服务 台 , 服 务 时 间 为 一 般 分 布 的 排 


队 系 统 。 现 假设 顾客 的 平均 到 达 率 为 X ,服务 时 间 的 均值 为 二 ,方差 为 a*, 则 可 证 明 ; 当 
p 一 <1 时 ,系统 可 以 达到 平稳 状态 ,而 给 出 平稳 分 布 的 表示 是 比较 困难 的 。 已 有 的 几 个 
结果 为 


po =1—p (10. 81) 
Ac 十 2 

全 (10. 82) 

一 po 十 工 。 (10. 83) 

W, — (10. 84) 

= (10. 85) 
多 


由 式 (10. 82) 可 看 出 ,L,,L,W,W。 等 仅 依 赖 于 p 和 服务 时 间 的 方差 o ,而 与 分 布 的 类 型 
没有 关系 ,这 是 排队 论 中 一 个 非常 重要 有 旦 令 人 惊奇 的 结果 , 式 (10. 82) 通 常 被 称 为 
Pollaczek-Khintchine (P-K ) 人 公式。 

从 式 (10. 82) 还 不 难 发 现 , 当 服务 率 jy 给 定 后 , 当 方 差 o 减少 时 ,平均 队长 和 等 待 时 
间 等 都 将 减少 。 因 此 ,可 通过 改变 服务 时 间 的 方差 来 缩短 平均 队长 ,当量 仅 当 o 二 0, 即 
服务 时 间 为 定 长 时 ,平均 队长 (包括 等 待 时 间 ) 可 减 到 最 少 水 平 ,这 一 点 是 符合 直观 的 , 因 
为 服务 时 间 越 有 规律 ,等 候 的 时 间 也 就 越 短 。 

例 7 有 一 汽车 冲洗 台 , 汽 车 按 Poisson 流 到 达 , 平 均 每 小 时 到 达 18 辆 ,冲洗 时 间 V 
根据 过 去 的 经 验 表 明 , 有 ECV)==0.05h/ 辆 ,Var(V)==0.01(h/ 辆 )?, 求 有 关 运 行 指 标 ,并 
对 系统 进行 评价 。 


解 ” 本 例 中 ,一 18,o 一 人 E(V) 王 18X0.05 一 0. 9,o "一 0.01,w 一 20, 于 是 
_ 18 x0.01+t (0.9)? 


Lo ori — 0 9 二 20. 25( 辆 ) 
了 一 20.25 十 0.9 二 21.15( 辆 ) 
Mi A 1 
We 1. 175(h) 
20.25 
Wa= 3 st 


上 述 结果 表明 ,这 个 服务 机 构 很 难 令 顾客 满意 ,突出 的 问题 是 顾客 的 平均 等 待 时 间 是 


服务 时 间 的 C5 一 节 忆 一 22.5 倍 (通常 称 产 < 为 顾客 的 时 间 损失 系数 ) 。 


2. 爱 尔 半 (Erlang) 排 队 模型 
在 本 章 第 一 节 中 已 指出 , 爱 尔 朗 分 布 族 比 负 指 数 分 布 族 对 现实 世界 具有 更 广泛 的 适 
应 性 。 因 此 ,下 面 介绍 一 个 最 简单 的 爱 尔 朗 排队 模型 。 由 于 服务 时 间 为 & 阶 Erlang 分 


布 , 其 分 布 密度 隐 数 为 
k(nkt 3 一 zk 
a() = Le 1>0 (10. 86) 
故 其 均值 和 方差 分 别 为 
二 
多 ku 


将 p= 人 0 一 代入 式 10. 82) 一 式 (10. 85) ,得 


2 2 2 

Ee ee (10 87) 
2k(l1— po) l—p 2k(1—p) 

_ pp (R 一 1)o 
L=LTp Io 2kC—0) (10. 88) 
1 E> 

镶 宝 es ps 

ul(l—po) Zku(l—p) ee 


I) Dhl—p) 


第 六 记 ”排队 系统 的 优化 


排队 系统 的 优化 问题 分 为 两 类 : 系统 的 最 优 设计 和 最 优 控制 ,前 者 称 为 静态 最 优 问 
题 , 目 的 在 于 使 系统 达到 最 大 效益 ,或 者 说 在 一 定 指标 下 使 系统 最 为 经 济 ; 后 者 称 为 动态 
最 优 问题 ,是 指 对 一 给 定 的 系统 ,如 何 运 营 可 使 给 定 的 目标 函数 达到 最 优 。 由 于 对 后 一 类 
问题 的 曾 述 需要 较 多 的 数学 知识 ,所 以 本 节 看 重 介 绍 静 态 最 优 问题 。 

在 一 般 情 形 下 ,提高 服务 水 平 ( 数 量 质量 ) 可 减少 顾客 的 等 待 费用 (损失 ) ,但 却 常 津 


(10. 90 ) 
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增加 了 服务 机 构 的 成 本 。 因 此 ,优化 的 目标 之 一 
就 是 使 两 者 的 费用 之 和 为 最 小 ,并 确定 达到 最 优 
目标 值 的 服务 水 平 ,如 图 10-7 所 示 。 

假定 在 稳定 状态 下 ,各 种 费用 都 是 按 单位 时 
间 来 考虑 的 。 一 般 说 来 ,服务 费用 (成 本 ) 是 比较 
容易 计算 或 估计 出 来 的 ,而 顾客 的 等 待 费 用 就 有 
许多 不 同情 况 。 机 械 故 障 问题 中 的 等 待 费 用 (由 服务 水 平 
于 机 器 待 修 而 使 生产 遭受 的 损失 ) 是 可 以 确切 佑 10-7 
计 的 ,但 病人 就 诊 的 等 待 费 用 (由 于 拖延 治疗 使 病 
情 恶 化 造成 的 损失 ) ,及 由 于 队列 过 长 而 失掉 的 潜在 顾客 所 造成 的 营业 损失 等 则 是 不 容易 
估计 的 。 

服务 水 平 的 表现 形式 也 可 以 是 不 同 的 ,主要 有 平均 服务 率 (代表 服务 机 构 的 服务 能 
力 和 经 验 等 ) ,其 次 是 服务 设备 ,如 服务 台 的 个 数 s, 以 及 队列 所 占 空 间 大 小 决定 队列 最 大 
限制 ,服务 水 平 也 可 通过 服务 强度 p( 或 o;) 来 表示 。 

在 优化 问题 的 处 理 方 法 上 ,一 般 根据 变量 的 类 型 是 离散 的 还 是 连续 的 ,相应 地 采用 边 
际 分 析 方 法 或 经 典 的 微分 法 ,对 较为 复杂 的 优化 问题 需要 用 非 线 性 规划 或 动态 规划 等 
pi 


一 、M/M/1 模型 中 的 最 优 服务 率 


先 考 虑 M/M/1/ 吕 模型 , 取 目 标清 数 z 为 单位 时 间 服 务 成 本 与 顾客 在 系统 中 逗留 费 
用 之 和 的 期 望 值 , 即 


费用 


z= cp cwL 
其 中 ,c, 为 当 y 二 1 时 单位 时 间 内 的 服务 费用 ,cu 为 每 个 顾客 在 系统 中 逗留 单位 时 间 的 费 
用 , 则 由 式 (10. 11), 有 


之 一 Cp 


令 


解 出 最 优 服务 率 为 


”二 4 十 [= (10. 91) 


下 面 考虑 M/M/1/K 模型 ,从 使 服务 机 构 利 润 最 大 化 来 考虑 。 由 于 在 平稳 状态 下 ， 
单位 时 间 内 到 达 并 进入 系统 的 平均 顾客 数 为 4. 二 4(1 一 pr), 它 也 等 于 单位 时 间 内 实际 服 
务 完 的 平均 顾客 数 。 设 每 服务 一 个 顾客 服务 机 构 的 收入 为 G 元 ,于 是 单位 时 间 内 收入 的 


si 


之 一 人 1 pr )G— CH/ 


一 ACr 一 一 如 一 ee CsH (10. 92a) 
K 
一 ApLCr en Cs (10. 92b) 
dz 
Van 
天 十 1 


本 
Pa 1 志 |= 10.93) 


当 给 定 K 和 学 后 , 即 可 由 式 (10. 93) 得 到 适 于 最 优 利润 的 。 


例 8 对 某 M/M/1/3 系统 的 服务 台 进 行 实测 ,得 到 如 下 数据 : 

系统 中 的 顾客 数 (n): 0 1 2 3 

记录 到 的 次 数 (zz,) : 161 97 53 34 
平均 服务 时 间 为 10min, 服 务 一 个 顾客 的 收益 为 2 元 ,服务 机 构 运 行 单 位 时 间 成 本 为 1 
元 , 问 服务 率 为 多 少时 可 使 单位 时 间 平 均 总 收益 最 大 ? 

解 ” 首先 通过 实测 数据 估计 平均 到 达 率 和 。 由 于 该 系统 为 M/M/1/3 系统 , 故 有 


Pr 
力 。 一 1 7 
因此 ,可 用 下 式 来 估计 p 
3 
<^ 1 ma 1 
一 了 Pa pr 3 (0. 60 十 0.55 十 0.64) 0. 60 


由 jy 二 6( 人 /h) ,可 得 4 的 估计 值 为 
A= Bp = 0.6X6= 3.6CA/h) 


为 求 最 优 服务 率 , 根 据 式 (10.93), 取 KK=3, 和 全 = 二 = 二 0.5, 可 求 出 po” 二 1.21, 故 


1 
2 


1. 21 
eo . 
下 面 进行 收益 分 析 。 当 y= 二 6( 人 /h) 时 ,由 式 (10. 92a) ,总 收益 为 
1 一 (0.6)” 加 2 
2—2X3.6XT—e0 6 1X6= 0.485C7/h) 
当 wp 一 3( 人 /hb) 时 ,总 收益 为 
加 1 一 (1.21)3 二 
* 一 2X3.6XT 一 2 一 1X6 一 1.858( 元 /h) 


单位 时 间 内 平均 收益 可 增加 1.858 一 0.485 王 1.373( 元 ) 
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二 、M/M/s 模型 中 的 最 优 的 服务 台数 s* 


这 里 仅 讨 论 M/M/s/ 吕 系统 ,已 知 在 平稳 状态 下 单位 时 间 内 总 费用 (服务 费用 与 等 待 

费用 ) 之 和 的 平均 值 为 
z 一 css 十 cuL (10. 94) 

其 中 ,s 为 服务 台数 ,c; 是 每 个 服务 台 单 位 时 间 内 的 费用 ,L 是 平均 队长 或 平均 排队 长 。 由 
于 c; ,cw 是 给 定 的 , 故 唯一 可 变 的 是 服务 台数 s, 所 以 可 将 zx 看 成 是 ; 的 函数 , 记 为 z= 
z(s) ,并 求 使 zx(s) 达 到 最 小 的 s” 。 

因为 s 只 取 整 数 ,z(s) 不 是 连续 图 数 , 故 不 能 用 经 骨 的 微分 法 ,下 面 采 用 边际 分 析 方 
法 。 根 据 z(s” ) 应 为 最 小 的 特点 ,有 


z(s ) zl(s” 47) 
(10. 95) 
| 
将 式 (10. 94) 代 入 式 (10.95) ,得 
cs 二 cwL(s*) es 一 1) 十 ceoLGs ”一 1) 
cs* 十 cwL(s*) 牵 co(s* 十 1) 十 cwL(s* 十 1) 
化 简 后 得 到 
L(Gs ) 一 LG 十 1) 雪 于 过 1 一 1) 一 LG”) (10. 96 ) 
Ce 


依次 求 当 s 二 1,2,3,… 时 上 的 值 ,并 计算 相 邻 两 个 值 的 差 。 因 二 是 已 知 数 ,根据 其 落 在 


哪个 与 有关 的 不 等 式 中 , 即 可 定 出 最 优 的 s*。 

例 9 某 检验 中 心 为 各 工厂 服务 ,要 求 进行 检验 的 工厂 (顾客 ) 的 到 来 服从 Poisson 
流 ,平均 到 达 率 为 4 二 48( 次 /d); 每 次 来 检验 由 于 停工 等 原因 损失 6 元 ; 服务 (检验 ) 时 间 
服从 负 指 数 分 布 ,平均 服务 率 为 kw 一 25( 次 /d); 每 设置 一 个 检验 员 的 服务 成 本 为 4 元 /d， 
其 他 条 件 均 适合 M/ M/s/ 吕 系统 。 问 应 设 几 个 检验 员 可 使 总 费用 的 平均 值 最 少 ? 


解 已 知 ci 一 4co 一 6 一 48,p 一 25， 信 一 1 92, 设 检验 员 数 为 ;, 由 式 (10. 22) 和 
式 (10. 27) 


一 】 
加 (1. 92)” 1 C2 TT 
po — | > a er py er 


po (1. 92)25+1 


L=L To eo Gig 1 
将 s 二 1,2,3,4,5 依次 代入 得 到 表 10-4， 由 于 全 一 全 一 0. 67 落 在 区 间 (0.582,21. 845) 之 


间 , 故 s* 二 3, 即 当 设 3 个 检验 员 时 可 使 总 费用 xz 最 小 ,最 小 值 为 
vi = LC = 2 TTL) 


316 
表 10-4 
检验 员 数 平均 顾客 数 L(s)—L(s+1)~ 总 费用 /( 元 /d) 
L(s) EA Lt) z(s) 
] CO 
2 21. 845 一 co 154.94 
3 0. 582 一 21. 845 27.87 
4 0.111~0.582 28.38 
5 $1 fl 
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即 练 即 测 10.1 某 店 仅 有 一 个 修理 工人 ,顾客 到 达 过 程 为 Poisson 流 , 平 均 


3 人 /hh ,修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 需 10min。 求 : 
(1) 店内 空闲 的 概率 ; 
(2) 有 4 个 顾客 的 概率 ; 
(3) 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ; 
(4) 店内 顾客 的 平均 数 ; 
(5) 等 待 服务 的 顾客 的 平均 数 ; 
(6) 平均 等 竺 修理 时 间 ; 
(7) 一 个 顾客 在 店内 逗留 时 间 超 过 15min 的 概率 。 
10.2 设 有 一 单 人 打字 室 , 顾 客 的 到 达 为 Poisson 流 , 平 均 到 达 时 间 间 隔 为 20min， 
打字 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 为 15min。 求 : 
(1) 顾客 来 打字 不 必 等待 的 概率 ; 
(2) 打字 室内 顾客 的 平均 数 ; 
(3) 顾客 在 打字 室内 的 平均 逗留 时 间 ; 
(4) 若 顾客 在 打字 室内 的 平均 逗留 时 间 超 过 1. 25h, 则 主人 将 考虑 增加 设备 及 打字 
。 问 顾客 的 平均 到 达 率 为 多 少时 ,主人 才 会 考虑 这 样 做 ? 
10.3 汽车 按 平均 90 辆 /h 的 Poisson 流 到 达 高 速 公 路 上 的 一 个 收费 关卡 ,通过 关卡 
的 平均 时 间 为 38s。 由 于 驾驶 人 员 反 映 等待 时 间 太 长 ,主管 部 门 打算 采用 新 装置 ,使 汽车 


司 0 


通过 关卡 的 平均 时 间 减 少 到 平均 30s。 但 增加 新 装置 只 有 在 原 系 统 中 等 待 的 汽车 平均 数 
超过 5 辆 和 新 系统 中 关卡 的 空闲 时 间 不 超过 30% 时 才 是 合算 的 。 根 据 这 一 要 求 ,分 析 采 
用 新 装置 是 否 合 算 ? 


10.4 某 车 间 的 工具 仓库 只 有 一 个 管理 员 , 平 均 有 4 人 /h 来 领 工具 ,到 达 过 程 为 
Poisson 流 ; 领 工 具 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 为 6min。 由 于 场地 限制 ,仓库 内 领 工 具 
的 人 最 多 不 能 超过 3 人 , 求 : 
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(1) 仓库 内 没有 人 领 工具 的 概率 ; 

(2) 仓库 内 领 工具 的 工人 的 平均 数 ; 

(3) 排队 等 待 领 工具 的 工人 的 平均 数 ; 

(4) 工人 在 系统 中 的 平均 花费 时 间 ; 

(5) 工人 平均 排队 时 间 。 

10.5 某 工 三 买 了 许多 同 种 类 型 的 和 目 动 化 机 需 , 现 需要 确定 一 个 工人 应 看 管 几 人 台 机 
需 , 机 器 正常 运转 时 不 需要 看 管 。 已 知 每 台 机 需 的 正常 运转 时 间 服 从 平均 数 为 120min 
的 负 指 数 分 布 , 工 人 看 管 一 台 机 需 的 时 间 服 从 平均 数 为 12min 的 负 指 数 分 布 ,每 个 工人 
只 能 看 管 自己 的 机 器 ,工厂 要 求 每 台 机 器 的 正常 运转 时 间 不 得 少 于 87. 5%。 问 在 这 些 条 
件 下 ,每 个 工人 最 多 能 看 管 几 人 台 机 器 ? 

10.6 在 习题 10. 1 中 ,在 顾客 的 平均 到 达 率 增加 到 6 人 /h, 服 务 时 间 不 变 , 这 时 增加 
一 让 修理 工作 。 


(1) 根据 和 说 明 增加 工人 的 原因 


(2) 增加 工人 后 店内 空闲 的 概率 ; 店内 至 少 有 2 个 或 更 多 顾客 的 概率 ; 

(3) 求 L,Ls,W,Wo。 

10.7 有 一 M/M/1/5 系统 ,平均 服务 率 y= 二 10, 就 两 种 到 达 率 4 二 6,4 二 15 已 得 到 相 
应 的 概率 p, ,如 表 10-5 所 示 , 试 就 两 种 到 达 率 分 析 : 

(1) 有 效 到 达 率 和 系统 的 服务 强度 ; 

(2) 系统 中 顾客 的 平均 数 ; 

(3) 系统 的 满员 率 ; 

(4) 服务 台 应 从 哪些 方面 改进 工作 ,理由 是 什么 ? 


表 10-5 
系统 中 顾客 数 C= 0h, 
0 0.05 
] 0.07 
2 0. 11 
3 0. 16 
4 0.24 
5 0.37 


10.8 在 习题 10. 1 中 ,如 服务 时 间 服 从 正 态 分 布 ,数学 期 望 是 10min, 方 差 为 0.125， 
求 店内 顾客 数 的 期 望 值 。 

10.9 某 人 核对 申请 书 时 ,必须 依次 检查 8 张 表 格 , 每 张 表 格 的 核对 时 间 平 均 需 要 
1min。 申 请 书 的 到 达 率 平均 为 6 份 /h ,相继 到 达 时 间 间 隔 为 负 指 数 分 布 ; 核对 每 张 表 格 
的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 。 求 : 


(1) 办 事 员 空闲 的 概率 ; 

(2) ,Lo W ,W,.。 

10. 10 存货 被 使 用 的 时 间 服 从 参数 为 w 的 负 指 数 分 布 , 再 补充 之 间 的 时 间 间 隔 服从 
参数 为 4 的 负 指 数 分 布 。 如 库存 不 足 时 每 单位 时 间 每 件 存货 的 损失 费用 为 cz ,2 件 存 货 
在 库 时 的 单位 时 间 存 储 费 用 为 ciz ,这 里 cz 二 cl。 

(1) 求 每 单位 时 间 平 均 总 费用 C 的 表达 式 ; 


(2) po 一 人 的 最 优 值 是 什么 ? 


10.11 对 定 长 服务 时 M/D/1/ 吕 模型 推导 L、Ls、W 和 Wo 的 表达 ,并 将 W。 的 表达 
式 同 式 (10. 15) 比 较 , 得 出 相应 结论 。 
10.12 来 到 某 餐 厅 的 顾客 流 服 从 Poisson 分 布 ,平均 20 人 /h, 和 餐厅 于 上 午 11: 00 开 


始 营业 。 试 求 : 
(1) 上 午 11:07 有 18 名 顾客 在 餐厅 时 ,于 上 午 11:12 恰好 有 20 名 顾客 的 概率 (假定 
其 间 无 顾客 离 去 ); 


(2) 前 一 名 顾客 于 11: 25 到 达 , 下 一 名 顾客 在 11: 28 一 11: 30 到 达 的 概率 。 

10.13 考虑 一 个 M/M/1/K 系统 ,具有 A 二 10 人 /h,p 王 30 人 /h, 天 一 2。 

(1) 管理 者 想 改 进 此 系统 的 服务 ,设想 两 个 方案 : 方案 A 是 增加 一 个 等 待 空间 ,使 
开 一 3; 方案 B 为 提高 平均 服务 率 到 wx 一 40 人 /h。 设 每 服务 一 个 顾客 的 平均 收入 不 变 , 问 
哪 一 个 方案 获得 的 收入 更 大 ? 

(2) 阁 4 增加 到 30 人 /h 时 ,A.B 两 个 方案 哪 一 个 收入 更 大 。 

10.14 一 个 大 型 露天 矿山 ,考虑 修建 一 个 或 两 个 矿山 印 位 比较 经 济 人 合理。 已 知 运 砂 
石 的 车 按 Poisson 流 到 达 , 平 均 15 辆 Ah, 翻 矿 石 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 每 3min 一 辆 。 
又 知 每 辆 运 矿石 卡车 的 售 价 为 8 万 元 ,修建 一 个 件 位 的 投资 是 14 万 元 。 

10.15 某 电 话 总 机 有 三 条 (s 二 3) 中 继 线 ,平均 呼叫 为 0.8 次 /min, 如 果 每 次 通话 平 
均 时 间 为 1. 5min, 试 求 该 系统 平稳 状态 时 的 概率 分 布 . 通 过 能 力 .损失 率 和 占用 通道 的 平 

10. 16 一 名 修理 工人 负责 5 台 机 需 的 维修 ,每 台 机 需 平 均 每 2h 损坏 一 次 ,修理 工 修复 
一 台 机 器 平均 需 时 18.75min, 以 上 时 间 均 服从 负 指 数 分 布 。 试 求 ; 

(1) 所 有 机 器 均 正常 运转 的 概率 ; 

(2) 等 待 维修 的 机 需 的 期 望 数 ; 

(3) 假如 和 希望 做 到 有 一 半 时 间 所 有 机 上 需 都 正常 运转 , 则 该 修理 工 最 多 看 管 多 少 台 
机 器 。 

10.17 上 题 中 假如 维修 工 工资 为 8 元 /h, 机 句 不 能 正 篆 运转 时 的 损失 为 40 元 /h, 则 
该 维修 工 看 管 多 少 台 机 器 较为 经 济 合理 。 

10.18 某 无 线 电 修理 商店 保证 每 件 送 来 的 电器 在 1h 内 修 完 取 货 ,如 超过 1h 则 分 文 


不 收 , 已 知 该 店 每 修一 件 平均 收费 10 元 ,其 成 本 平均 每 件 5. 50 元 , 即 平均 每 修一 件 登 利 
4.5 元 。 已 知 送 修 电 需 按 Poisson 分 布 到 达 , 平 均 6 件 /h, 每 维修 一 件 的 时 间 为 平均 
7.5min 的 负 指数 分 布 。 试 回答 : 

(1) 该 商店 在 此 条 件 下 能 否 鱼 利 ; 

(2) 当 每 h 送 修 电器 为 多 少 件 时 ,该 商店 经 营 处 于 盘 亏 平衡 点 。 

10.19 判断 下 列 说 法 是 否 正 确 : 

(1) 硅 顾 客 到 达 排 队 系 统 服 从 泊 松 分 布 , 则 按 到 达 间 隔 时 间 统 计 服 从 负 指 数 分 布 ; 

(2) 硅 到 达 排 队 系 统 顾 客 来 自 两 个 客 源 , 均 服从 泊 松 分 布 , 则 合 到 一 起 后 仍 为 泊 松 
分 布 ; 

(3) 服务 员 对 顾客 的 服务 分 两 段 进 行 , 所 需 时 间 分 别 为 参数 jy 和 jz 的 负 指 数 分 布 ， 
则 总 服务 时 间 为 参数 (jn 关 p12) 的 爱 尔 明 分 布 ; 

(4) 排队 系统 中 ,顾客 等 待 时 间 不 受 服务 规则 的 影响 。 

10.20 列举 几 个 你 经 常 接触 的 排队 系统 的 例子 (至 少 三 个 ), 并 提出 你 对 改进 系统 服 
务 的 建议 。 
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第 十 一 章 
仔 储 论 


第 一 市 ”存储 问题 及 其 基本 概念 


一 、 存 储 问 题 


存储 问题 是 人 们 最 熟悉 又 最 需要 人 研究 的 问题 之 一 。 例 如 工厂 储存 的 原材料 、 在 制品 
等 ,存储 太 少 ,不 足以 满足 生产 的 需要 ,将 使 生产 过 程 中 断 ; 存储 太 多 ,超过 了 生产 的 需 
要 ,将 造成 资金 及 资源 的 积压 浪费 。 商 店 储 存 商 品 ,存储 太 少 ,造成 商品 脱销 ,将 影响 销售 
利润 和 苋 争 能 力 ; 存储 太 多 ,将 影响 资金 周转 并 带 来 积压 商品 的 有 形 或 无 形 损失 。 

一 般 来 说 ,存储 是 协调 供需 关系 的 笛 用 手段 。 存 储 由 于 需求 (输出 ) 而 减少 ,通过 补充 
(输入 ) 而 增加 。 存 储 论 研 究 的 基本 问题 是 ,对 于 特定 的 需求 类 型 ,以 怎样 的 方式 进行 补 
充 , 才 能 最 好 地 实现 存储 管理 的 目标 。 根 据 需 求 和 补充 中 是 否 包含 随机 性 因素 ,存储 问题 
分 为 确定 型 和 随机 型 两 种 。 由 于 存储 论 人 研究 中 经 常 以 存储 策略 的 经 济 性 作为 存储 管理 的 
目标 ,所 以 ,费用 分 析 是 和 存储 论 人 研究 的 基本 方法 。 


二 、 存 储 模型 中 的 基本 要 素 


存储 模型 必须 也 只 能 反映 存储 问题 的 基本 特征 。 同 存储 模型 有 关 的 基本 要 素 有 需 
求 、. 补充 、 存 储 策 略 和 费用 。 

1. 需求 

存储 的 目的 是 为 了 满足 需求 。 随 着 需求 的 发 生 ,存储 将 减少 。 根 据 需 求 的 时 间 特 征 ， 
可 将 需求 分 为 连续 性 需求 和 间断 性 需求 。 在 连续 性 需求 中 , 随 着 时 间 的 变化 ,需求 连续 地 
发 生 ,因而 存储 也 连续 地 减少 ; 在 间断 性 需求 中 ,需求 发 生 的 时 间 极 短 , 可 以 看 作 瞬 时 发 
生 , 因 而 存储 的 变化 是 跳跃 式 地 减少 。 根 据 需 求 的 数量 特征 ,可 将 需求 分 为 确定 性 需求 和 
随机 性 需求 。 在 确定 性 需求 中 ,需求 发 生 的 时 间 和 数量 是 确定 的 。 如 生产 中 对 各 种 物料 
的 需求 ,或 在 合同 环境 下 对 商品 的 需求 ,一 般 都 是 确定 性 需求 ; 在 随机 性 需求 中 ,需求 发 
生 的 时 间或 数量 是 不 确定 的 。 如 在 非 合 同 环 境 中 对 产品 或 商品 的 独立 性 需求 ,很 难 在 事 
先知 道 需 求 发 生 的 时 间 及 数量 。 对 于 随机 性 需求 ,要 了 解 需求 发 生 时 间 和 数量 的 统计 规 
律 性 。 
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2. 补充 

通过 补充 来 弥补 因 需 求 而 减少 的 存储 。 没 有 补充 ,或 补充 不 足 、 不 及 时 , 当 存 储 耗 尽 
时 ,就 无 法 满足 新 的 需求 。 从 开始 订货 (发 出 内 部 生产 指令 或 市 场 订 货 合同 ) 到 存储 的 实 
现 ( 入 库 并 处 于 随时 可 供 输 出 以 满足 需求 的 状态 ) 需 要 经 历 一 段 时 间 。 这 段 时 间 可 以 分 为 
两 部 分 。 

GO 开始 订货 到 开始 补充 (开始 生产 或 货物 到 达 ) 为 止 的 时 间 。 这 部 分 时 间 如 从 订 
货 后 何 时 得 到 补充 的 角度 看 , 称 为 拖 后 时 间 ; 如 从 为 了 按时 补充 需要 何 时 订货 的 角度 
看 , 称 为 提前 时 间 。 在 同一 存储 问题 中 , 拖 后 时 间 和 提前 时 间 是 一 致 的 ,只 是 观察 的 角 
度 不 同 而 已 。 在 实际 存储 问题 中 , 拖 后 时 间 可 能 很 短 , 以 致 可 以 忽略 ,此 时 可 以 认为 补 
充 能 立即 开始 , 拖 后 时 间 为 零 。 如 拖 后 时 间 较 长 , 则 它 可 能 是 确定 性 的 ,也 可 能 是 随机 
性 的 。 

@ 开始 补充 到 补充 完毕 为 止 的 时 间 ( 即 入 库 或 生产 时 间 )。 这 部 分 时 间 和 拖 后 时 间 
一 样 , 可 能 很 短 ( 因 此 可 以 忽略 ) ,也 可 能 很 长 ; 可 能 是 确定 的 ,也 可 能 是 随机 的 。 

3. 存储 策略 

存储 策略 ,是 指 决 定 什么 情况 下 对 存储 进行 补充 ,以 及 补充 数量 的 多 少 。 下 面 是 一 些 
比较 常见 的 存储 策略 。 

(1) 志 循 环 第 略 : 不 论 实际 的 存储 状态 如 何 , 总 是 每 隔 一 个 固定 的 时 间 z, 补 充 一 个 固 
定 的 存储 量 Q。 

(2) (1,S) 策 略 : 每 隔 一 个 固定 的 时 间 zt 补充 一 次 ,补充 数量 以 补足 一 个 固定 的 最 大 
存储 量 S 为 准 。 因 此 ,每 次 补充 的 数量 是 不 固定 的 ,要 视 实际 存储 量 而 定 。 当 存储 ( 余 
额 ) 为 工时 ,补充 数量 为 Q=S 一 T 

(3) (*,S) 策 略 : 当 存 储 ( 余 额 ) 为 工 若 [Ts*, 则 不 对 存储 进行 补充 ; 若 I 三 s, 则 对 存 
储 进 行 补 充 , 补 充 数 量 Q=S 一 TI。 补 充 后 达到 最 大 存储 量 S。s 称 为 订货 点 (或 保险 存储 
量 安全 存储 量 .警戒 点 等 ) 。 在 很 多 情况 下 ,实际 存储 量 需 要 通过 盘点 才能 得 知 。 知 每 隅 
一 个 固定 的 时 间 /上 盘点 一 次 ,得 知 当 时 存储 工 ,然后 根据 工 是 否 超过 订货 点 ,决定 是 否 订 
货 .订货 多 少 ,这 样 的 策略 称 为 (tt,s,S) 策 略 。 

4. 费用 

在 存储 论 人 研究 中 ,和 常 以 费用 标准 来 评价 和 优选 存储 策略 。 为 了 正确 地 评价 和 优选 存 
储 策 略 ,不 同 存储 策略 的 费用 计算 必须 符合 可 比 性 要 求 。 最 重要 的 可 比 性 要 求 是 时 间 可 
比 和 计算 口径 可 比 。 经 常 考虑 的 费用 项 目 有 存储 费 . 订货 费 .生产 费 . 缺 货 费 等 。 

各 费用 项 目的 构成 和 属性 大 致 如 下 : 

(1) 存储 费 : 存储 物资 的 资金 利息 、 保 险 以 及 使 用 仓库 、 保 管 物资 .物资 损坏 变质 等 
文 出 的 费用 ,一 般 和 物资 存储 数量 及 时 间 成 比例 。 

(2) 订货 费 : 向 外 采购 物资 的 费用 。 其 构成 有 两 类 : 一 类 是 订购 费用 ,如 手续 费 、 差 
旅费 等 , 它 与 订货 次 数 有 关 , 而 和 订货 数量 无 关 ; 另 一 类 是 物资 进货 成 本 ,如 货款 .运费 


等 , 它 与 订货 数量 有 关 。 

(3) 生产 费 : 目 行 生产 所 需 存 储 物资 的 费用 。 其 构成 有 两 类 : 一 类 是 装配 费用 ( 准 
备 结束 费用 ) ,如 组 织 或 调整 生产 线 的 有 关 费 用 , 它 同 组 织 生 产 的 次 数 有 关 , 而 和 每 次 
生产 的 数量 无 关 ; 为 一 类 是 与 生产 的 数量 有 关 的 费用 ,如 原材料 和 和 零 配 件 成 本 、 直 接 加 
工 费 等 。 

(4) 缺 货 费 : 存储 不 能 满足 需求 而 造成 的 损失 。 如 失去 销售 机 会 的 损失 ,停工 待 料 
的 损失 ,延期 交 贷 的 额外 支出 ,对 需 方 的 损失 赔偿 等 。 当 不 允许 缺 货 时 ,可 将 缺 贷 费 作 无 
穷 大 处 理 。 

一 个 存储 系统 中 ,存储 量 因 需求 而 减少 , 随 补 充 而 增加 。 在 直角 坐标 系 中 ,如 以 时 间 
了 为 横 轴 ,实际 存储 量 Q 为 纵 轴 , 则 描述 存储 系统 实际 存储 量 动态 变化 规律 的 图 像 称 为 
存储 状态 图 , 它 是 存储 论 人 研究 的 重要 工具 。 
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一 、 模 型 一 : 不 允许 缺 货 ,补充 时 间 极 短 


为 了 便于 描述 和 分 析 ,对 模型 作 如 下 假设 : 

(1) 需求 是 连续 均匀 的 , 即 需 求 速度 (单位 时 间 的 需求 量 )R 是 常数 ; 

(2) 补充 可 以 瞬时 实现 , 即 补 充 时 间 ( 拖 后 时 间 和 生产 时 间 ) 近 似 为 零 ; 

(3) 单位 存储 费 ( 单 位 时 间 内 单位 存储 物 的 存储 费用 ) 为 C1。 由 于 不 允许 缺 货 , 故 单 
位 缺 货 费 (单位 时 间 内 每 缺少 一 单位 存储 物 的 损失 )C; 为 无 穷 大 。 订 货 费 (每 订购 一 次 的 
固定 费用 ) 为 Cs 。 货 物 ( 存 储 物 ) 单 价 为 天 。 

采用 二 循环 策略 。 设 补充 间隔 时 间 为 1, 补充 时 存储 已 用 尽 , 每 次 补充 量 ( 订 货 量 ) 为 
Q, 则 存储 状态 图 见 图 11-1。 

一 次 补充 量 Q 必须 满足 上 时间 内 的 需求 , 故 Q 二 Rt:。 因 此 ,订货 费 为 C3 十 KRt, 而 1 


时 间 内 的 平均 订货 费 为 -十 KR。 
由 于 需求 是 连续 均匀 的 , 故 ,时间 内 的 平均 存储 量 为 


二 | RTdT = LR 
上 Jo 


因此 ,i 时 间 内 的 平均 存储 费 为 CiRi. 
由 于 不 允许 缺 货 , 故 不 需 考 虑 缺 货 费 用 。 所 以 :时间 内 的 平均 总 费用 


CG) = KR 十 广 CiR (11.1) 
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C() 随 1 的 变化 而 变化 ， 其 图 像 见 图 11-2。 从 图 11-2 可 见 , 当 1=1* 时 ,C(t*)==C* 
是 C() 的 最 小 值 。 


储 率 (一 R) 
5 


为 了 求 得 t+” ,可 解 


dC(2) __C ,lp 
di Rs 
得 
-a 
一 /CR CL 
由 此 
Q 一 人 ”一 昌 LIL) 
N _ Ci 
C 一 CC ) = V2CCR++ KR (11.4) 
所 以 ,按照 二 循环 策略 ,应 当 每 隔 1* 时 间 补 充 存 储量 Q* ,这 样 平均 总 费用 为 C* ,是 
最 经 济 的 。 


由 于 存储 物 单价 和 补充 量 Q 无 关 , 它 是 一 常数 ,因此 ,存储 物 总 价 KQ 和 存储 策略 
的 选择 无 关 。 所 以 ,为 了 分 析 和 计算 的 方便 ,在 求 费 用 聘 数 C(1) 时 ,党 将 这 一 项 费用 上 略 
去 。 略 去 这 一 项 费用 后 ， 

SC (11. 5) 

模型 一 是 存储 论 人 研究 中 最 基本 的 模型 , 式 (11. 3) 称 为 经 济 订购 批量 (economic 
ordering quantity,EOQ) 人 公式, 有 时 ,也 称 为 经 济 批量 (economic lot size) 公 式 。 

例 1 某 商 品 单位 成 本 为 5 元 ,每 天 保管 费 为 成 本 的 0.1% ,每 次 订购 费 为 10 元 。 已 
知 对 该 商品 的 需求 是 100 件 / 天 ,不 允许 缺 货 。 假 设 该 商品 的 进货 可 以 随时 实现 。 问 应 怎 
样 组 织 进货 , 才 最 经 济 。 

解 ” 根 据 题 意 , 知 天王 5 元 / 件 ,Ci 王 5X0.1%% 王 0. 005 元 / 件 ， 天 ,C3 二 10 元 ,R= 
100 件 / 天 。 

由 式 (11. 2) 式 (11.3) 和 式 (11. 5) ,有 


2 
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* /2Cs 2X10 
t ACR™ Noo05x100 032 大 ) 


Q* = Ri:* = 100 Xx 6. 32 = 632( 件 ) 
C* = V2CiCsR = V2 x 0.005 Xx 10 x 100 = 3.16( 元 / 天 ) 
所 以 ,应 该 每 隔 6. 32 天 进货 一 次 ,每 次 进货 该 商品 632 件 , 能 使 总 费用 (存储 费 和 订 


购 费 之 和 ) 为 最 少 ,平均 约 3. 16 元 /天 。 和 若 按 年 计划 , 则 每 年 大 约 进货 365/6. 32 = 
58( 次 ) ,每 次 进货 630 件 。 


二 、 模 型 二 : 允许 缺 货 ,补充 时 间 较 长 

模型 假设 条 件 : 

(1) 需求 是 连续 均匀 的 , 即 需 求 速度 民 为 常数 ; 

(2) 补充 需要 一 定时 间 。 不 考虑 拖 后 时 间 , 只 考虑 生产 时 间 。 即 一 旦 需要 ,生产 可 立 
刻 开 始 , 但 生产 需要 一 定 周期 。 设 生产 连续 均匀 ,生产 速度 PP 为 常数 ,有 PR; 


(3) 单位 存储 费 为 Ci ,单位 缺 货 费 为 Cs, 订购 费 为 C3。 不 考虑 货物 价值 。 
存储 状态 图 见 图 11-3。 


科 率 (P-R) 


Ti-3 


L0 ,如 为 一 个 存储 周期 ,am 时 刻 开始 生产 ,ts 时 刻 结束 生产 

L0,zj 时 间 内 存储 为 零 , 时 达到 最 大 缺 货 量 B; 

[at 时 间 内 产量 一 方面 以 速度 尺 满足 需求 ; 男 一 方面 以 速度 (P 一 R) 补充 [0,ti] 
时 间 内 的 缺 货 , 至 ts 时 刻 缺 货 补 足 ; 

Li ,ts 时 间 内 产量 一 方面 以 速度 R 满足 需求 ; 男 一 方面 以 速度 (P 一 R) 增 加 存储 。 
至 t3 时 刻 达 到 最 大 存储 量 A, 并 停止 生产 ; 

[t,tj 时 间 内 以 存储 满足 需求 ,存储 以 速度 民 减 少 。 至 1 时 刻 存储 降 为 零 , 进 入 下 一 
个 存储 周期 。 

下 面 , 根 据 模型 假设 条 件 和 存储 状态 图 ,首先 导出 L0,tj 时 间 内 的 平均 总 费用 ( 即 费 用 
男 数 ) ,然后 确定 最 优 存储 策略 。 
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从 [0 和 ] 看 ,最 大 缺 货 量 BRi; 从 [az] 看 ,最 大 缺 货 量 B 一 (P 一 R) (ts 一 上 1)。 故 
有 Rti 二 (P 一 R)(tz 一 1) ,从 中 解 得 


ee 一 (11. 6) 


从 [tz ,ts 看 ,最 大 存储 量 A 二 (P 一 R) (ts 一 t;); 从 [zs,tj 看 ,最 大 存储 量 A 二 R(t 一 43)。 
故 有 (CP 一 R)(t3 一 ts)==R(t—1;) ,从 中 解 得 


jh = 一 4) 了 上 了 


易 知 ,在 L0,tj 时 间 内 : 
存储 费 为 元 CPE—R)(D—D I(t 


缺 货 费 为 了 CzRuai2; 
订购 费 ( 生 产 准备 费 ) 为 Cs 。 
故 L0 ,如 时 间 内 平均 总 费用 为 : 


i130 (P—R)(Gs—t) (tit) + CR +Cs | 


将 式 (11.6) 和 式 (11.7) 代 入 ,整理 后 得 


_ 2 
C(t2) = | Cu 一 2Ciz 十 CC + C,) + (11. 8) 
A 1 1 
解 方 程 组 
9 GCE bs) _ 0 
ot 
9 Ctst2) 
9 t» i 


|2Cs [C+C [|_P Cn 
i 四 如 日 TT 
可 得 1* = CR C 万 一 页 及 4 一 全 > 。 容 易 证 明 ， 此 时 的 费用 


C(t* ,tz ) 是 费用 肾 数 C(z ,zs) 的 最 小 值 。 
因此 ,模型 二 的 最 优 存 储 策 略 各 参数 值 为 


最 优 存储 周期 
“fC. /CtC,. /PP 
= CR GC PE—R (11. 9) 
经 济 生产 批量 
5 。 /2CsR L1 一人， 
"= Fe | C. 3 (11. 10) 
缺 货 补足 时 间 


Cl (11. 11) 


六 


开始 生产 时 间 
好 一 一 (11. 12) 
结束 生产 时 间 
1 一 六 + (1 一 二 ): (11. 13) 
最 大 存储 量 
A* = R(t" 一 站 ) (11. 14) 
最 大 缺 贷 量 
B* = Rr (11. 15) 
平均 总 费用 
C* = 2C,/t° (11. 16) 


例 2 企业 生产 某 种 产品 ,正常 生产 条 件 下 可 生产 10 件 / 天 。 根 据 供 货 合 同 , 需 按 
7 件 / 天 供 贫 。 存储 费 每 件 0. 13 元 /天 , 缺 货 费 每 件 0. 5 元 /天 ,每 次 生产 准备 费用 为 80 元 ， 
求 最 优 存储 策 略 。 

解 ” 依 题 意 , 符 合 模型 二 的 条 件 , 且 P==10 件 /天 ,R=7 件 / 天 ,Ci 二 0.13 元 /天 。 件 ， 
Cz 二 0.5 元 /天 。 件 ,Cs 二 80 元 /次 。 

利用 式 (11.9) 一 式 (11. 16) ,可 得 


. _ /X80 ~ /0134+0.5 /10 _ 
上 TNo.13x7” TT 


Q* = 二 7 X27.6= 二 193.2( 件 /次 ) 


1 一 X27.6 一 5.5( 天 ) 

. 10 一 7 四 

1* 一 了 人 X27 6 十 (1 一 让 )x5 5 三. 列 .本 天 
3 10 . 10 . . 


A* 一 7X(27.6 一 21.0) = 46.2( 件 ) 
B” =7 X17=© 1 人 件 ) 
C* 一 2X80 二 27.6 一 5.8( 元 /天 ) 
可 以 把 模型 一 看 作 模 型 二 的 特殊 情况 。 在 模型 二 中 ,取消 允许 缺 货 和 补充 需要 一 定 
时 间 的 条 件 , 即 C: 一 co ,P-co, 则 模型 二 就 是 模型 一 。 事 实 上 ,如 将 Cz 一 cc 和 了 一 co 代 
和 模型 二 的 最 优 存储 策略 各 参数 公式 ,就 可 得 到 模型 一 的 最 优 存 储 策略 。 只 是 必须 注意 ， 
按照 模型 一 的 假设 条 件 , 应 有 
ti 一 如 一 1 一 0 


4 一 QQ- 


B* 一 0 
三 、 模 型 三 : 不 允许 缺 货 , 补 充 时 间 较 长 


模型 三 的 存储 状态 图 见 图 11-4。 
在 模型 二 的 假设 条 件 中 ,取消 允许 缺 货 条 件 ( 即 
设 Cz 一 co ,tz 二 0) ,就 成 为 模型 三 ，。 因此 ,模型 三 的 


存储 状态 图 和 最 优 存储 策略 可 以 从 模型 二 直接 各 率 (p_n 


最 优 存 储 策 略 各 参数 : 
最 优 存储 周期 
i 2CsP 
" TT NGORGCPER) We 
经 济 生 产 批量 
._ jp. /CGRP 
= seri 
结束 生产 时 间 
._R,., 
ts 二 Fs 
最 大 存储 量 
A* = Re* 1) = RE 于 RD 
平均 总 费用 
ee 一 一 2 
例 3 
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11.18) 


Ele lg 


(11. 20) 


(11.21) 


商店 经 销 某 商品 ,月 需求 量 为 30 件 , 需 求 速 度 为 凋 数 。 该 商品 每 件 进 价 300 


元 ,月 存储 费 为 进 价 的 2%。 向 工厂 订购 该 商品 时 订购 费 每 次 20 元 ,订购 后 需 5 天 才 开 


始 到 货 ,到 货 速 度 为 常数 , 即 2 件 / 天 。 求 最 优 存储 策略 。 


解 ”本 例 特 点 是 补充 除 需 要 和 人 库 时 间 (\ 相 当 于 生产 时 间 ) 外 ,还 需 考 虑 拖 后 时 间 。 因 
此 ,订购 时 间 应 在 存储 降 为 零 之 前 的 第 5 天 。 除 此 之 外 ,本 例 和 模型 三 的 假设 条 件 完全 一 


致 。 本 例 的 存储 状态 图 见 图 11-5。 


> 斜率 (P-R) 


村 We 斜率 (一 R) 


从 图 11-5 可 见 , 拖 后 时 间 为 L0,toj, 存 储量 工 应 恰好 满足 这 段 时 间 的 需求 , 故 
L= Rio., 


根据 题 意 ， 有 P= 二 2 件 /天 , R= 二 1 件 / 天 ， C1 一 300X2%X 调 一 0. 2 元 /天 。 件 ,Cs 二 


20 元 /次 ,to 二 5 天 ,=1X5 王 5 件 。 代 入 式 (11.17) 一 式 (11.21)? 可 算得 : 
i” 一 20 天 ,Q" = 二 20 件 ,A" =10 件 ,好 一 10 天 ,C" 一 2 元 
在 本 例 中 ,L 称 为 订货 点 ,其 意义 是 每 当 发 现存 储量 降 到 工 或 更 低 时 就 订购 。 在 存 
储 管 理 中 , 称 这 样 的 存储 策略 为 “定点 订货 ”。 类 似 地 , 称 每 隔 一 个 固定 时 间 就 订货 的 存储 
策略 为 “定时 订货 ”, 称 每 次 订购 量 不 变 的 存储 策略 为 “定量 订货 ”。 


四 、 模 型 四 : 允许 缺 货 ,补充 时 间 极 短 


模型 四 的 存储 状态 图 见 图 11-6。 

在 模型 二 的 假设 条 件 中 ,取消 补充 需要 一 定时 
间 的 条 件 ( 即 设 P-~==) ,就 成 为 模型 外。 因此 ,和 模 
型 三 一 样 ,模型 四 的 存储 状态 图 和 最 优 存储 策略 也 
可 以 从 模型 二 中 直接 导出 。 


最 优 存 储 策 略 各 参数 : 
最 优 存 储 周 期 
“16CsCCIi 十 Caz) 
7 [i1. 2 
经 济 生 产 批 量 
Q* 一 及 一 /Cs Ca (11. 23) 
C1 Ca 
生产 时 间 
BE 
ts = = = ic (11. 24) 
最 大 存储 量 
. CR 2C,C;sR 
= CC re ee . b 
A oFe! “NC + WR 
最 大 缺 任 量 
加 2CI CR 
B a 人 (11. 26) 


人 0570 (11. 27) 
对 于 确定 型 存储 问题 ,上 述 四 个 模型 是 最 基本 的 模型 。 其 中 ,模型 一 、 模 型 三 、 模 型 四 
又 可 看 作 模 型 二 的 特殊 情况 。 在 每 个 模型 的 最 优 存储 策略 的 各 个 参数 中 ,最 优 存储 周期 
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1* 是 最 基本 的 参数 ,其 他 各 个 参数 和 它 的 关系 在 各 个 模型 中 都 是 相同 的 。 根 据 模型 假设 
条 件 的 不 同 ,各 个 模型 的 最 优 存储 周期 * 之 间 也 有 明显 的 规律 性 。 因子 (所 二 和 ) 对 应 


了 是 否 允 许 缺 货 的 假设 条 件 ,因子 (万 二 去) 对 应 了 补充 是 否 需 要 时 间 的 假设 条 件 ， 


一 个 存储 问题 是 否 允 许 缺 货 或 补充 是 否 需 要 时 间 , 完 全 取决 于 对 实际 问题 的 处 理 角 
度 ,不 存在 绝对 意义 上 的 不 允许 缺 货 或 绝对 意义 上 的 补充 不 需要 时 间 。 如 果 缺 货 引 起 的 
后 果 或 损失 十 分 严重 , 则 从 管理 的 角度 应 当 提 出 不 允许 缺 货 的 建 模 要 求 ; 否则 ,可 视 为 允 
许 缺 货 的 情况 。 至 于 缺 货 损失 的 估计 ,应 当 力 求全 面 和 精确 。 如 果 补 充 需 要 的 时 间 相 对 
于 存储 周期 是 微不足道 的 , 则 可 考虑 补充 不 需要 时 间 的 假设 条 件 ; 否则 ,需要 考虑 补充 时 
间 。 在 考虑 补充 时 间 时 ,必须 分 清 拖 后 时 间 和 生产 时 间 ,两 者 在 概念 上 是 不 同 的 。 


五 、 模 型 五 : 价格 与 订货 批量 有 关 的 存储 模型 


为 了 鼓励 大 批量 订货 , 供 方 和 常 对 需 方 实行 价格 优惠 。 订 货 批 量 越 大 ,货物 价格 就 越 便 

。 模 型 五 除 含有 这 样 的 价格 刺激 机 制 外 ， ie a 相同 。 

一 般 地 , 设 订货 批量 为 Q, 对 应 的 货物 单价 为 K(Q)。 当 Qi 三 QQ 二 Qi; 时 ,K (Q)= 一 K 
(i 二 1,2,…,n)。 其 中 ,Q; 为 价格 折扣 的 某 个 分 界 点 , 且 0 寺 Q& 二 Qi 二 Qi 二 … 二 Q,, Ki 二 
K, ~:.… ~K,., 

由 式 (11. 1) ,在 一 个 存储 周期 内 模型 五 的 平均 总 费用 (费用 晒 数 ) 为 


CO) = CR + 守 十 RK(Q) 
其 中 ,QRt。 当 Q;_1 夺 Q 二 Rt 二 Q; 时 ， 
Re 


C() 为 关于 上 的 分 段 图 数 。 为 了 了 解 它 的 性 质 ,以 2 一 3 为 例 , 画 出 其 图 像 , 见 图 11-7。 


C 
1) | | | 
i j 

| 0 

4 


” 


从 图 11-7 可 见 , 如 不 考虑 货物 总 价 RK(Q), 则 最 小 费用 点 为 i。 但 考虑 货物 总 价 时 ， 
费用 曲线 呈 逐 段 递 减 趋势 , 故 : 未 必 上 真是 最 小 费用 点 。 因 此 ,推广 到 一 般 情 况 ,模型 五 的 最 
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小 平均 总 费用 订购 批量 Q ”可 按 如 下 步骤 来 确定 : 


(DD 计算 Q 一 RZ 一 /so 。 若 Qi<Q 一 Qi , 则 平均 总 费用 C 一 V5CIC5R 十 RK 
(C2) 计算 Po QR+RE C0 + GR+RK ,ZI 一 1 ,I 十 1, ,nn; 


(3) 若 min{C,C? ,Corp ,…, Co )} 一 C , 则 C* 对 应 的 批量 为 最 小 费用 订购 批量 
Q”。 相 应 地 ， 和 最 小 费用 C* 对 应 的 订购 周期 1* 二 Q*/R，。 
例 4 工厂 每 周 需要 去 配件 32 箱 , 存 储 费 每 箱 每 周 1 元 ,每 次 订购 费 25 元 ,不 允许 
。 零 配件 进货 时 若 : (1) 订 货 量 1 一 9 箱 时 ,每 箱 12 元 ; (2) 订 货 量 10 一 49 箱 时 ,每 箱 
10 5 元 ; (3) 订 货 量 50 一 99 箱 时 ,每 箱 9. 5 元 ; (4) 订 货 量 100 箱 及 以 上 时 ,每 箱 9 元 。 求 
最 优 存 储 策略 。 


i ;和 一 0 一 40( 箱 ) 


因 Q=40 在 10 一 49 之 间 , 故 每 箱 价 格 为 KK: 一 10 元 ,平均 总 费用 C= V3CiCsR 十 RK;= 
W2X1l1X25X32 十 32X10 王 360( 元 / 周 ) 。 


又 因为 CY 一 一 X1X50 十 二 全 十 32 又 9 Ss 
C 一 本 X1X100 十 全 二 十 32X9 一 346( 元 ) 


min{360,345,346} 一 345 一 C 
故 最 优 订 购 批 量 Q* =50 箱 , 最 小 费用 C* 王 345 元 / 周 , 订 购 周 期 1* 二 Q* /R=50/32 守 
1.56 周 >11 天 。 


第 三 万” 单 周 期 的 随机 型 存储 模型 


在 随机 型 存储 问题 中 ,常见 的 随机 性 因素 是 需求 和 拖 后 时 间 。 它 们 的 统计 规律 性 往 
往 需 要 通过 历史 统计 资料 的 频率 分 布 来 估计 。 对 于 随机 型 存储 问题 ,有 几 种 基本 的 订货 
策略 。 ra 者 的 条 件 划 分 ,有 订购 点 订货 法 和 定期 订货 法 ; 如 按 订 货 量 的 决 


定 方法 划分 ,有 和 定 货 法 和 补充 订货 法 。 应 用 时 ,可 以 将 上 述 基 本 订货 法 组 合 起 来 , 构 
成 适当 的 存储 策略 . eit i 了 评价 时 , 常 采 用 损失 期 望 值 最 小 或 获 利润 期 望 值 
最 大 的 准则 。 


本 节 讲 述 单 周 期 的 存储 模型 。 周 期 中 只 能 提出 一 次 订货 ,发 生 短缺 时 也 不 允许 再 提 
出 货 ,周期 结束 后 ， 剩余 货 可 以 处 理 。 


一 、 模 型 六 : 需求 是 离散 随机 变量 
报 童 问题 : 报 童 每 天 售 出 的 报纸 份 数 7 是 一 个 离散 随机 变量 ,其 概率 PCr) 已 知 。 报 


A 
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童 每 售 出 一 份 报纸 能 赚 & 元 ; 如 售 剩 报 纸 ,每 剩 一 份 赔 户 元。 问 报 童 每 天 应 准备 多 少 份 
报纸 ? 
报 童 每 天 售 出 > 份 报纸 的 概率 为 ER 一 工 。 


设 报 童 每 天 准备 Q 份 报纸 。 现 采用 损失 期 望 值 最 小 准则 来 确定 Q。 
当 供 过 于 求 (r 三 Q@) 时 , 因 报 纸 售 剩 而 遭 到 的 损失 期 望 值 为 


Q 
jh(Q— NPO) 
当 供 不 应 求 (" 全 Q) 时 , 因 失 去 销售 机 会 而 少 赚钱 的 损失 期 望 值 为 


> ARCr 一 Q)P(Cr) 


r 二 Q@ 十 ] 


因此 , 当 每 天 准备 Q 份 报纸 时 , 报 童 每 天 总 的 损失 期 望 值 为 
Q CO 
C(Q) =h OQ—NDPO 十 >，(Cr 一 Q)PCr) 


一 人 
由 于 C(Q) 是 离散 的 , 故 采 用 边际 分 析 法 : 
AC(Q) 二 CCQ 十 1) 一 CCQ) 


Q 十 1 co 


=h >， (QT 二 1 一 PC 十 >， (Cr 一 Q 一 1)PCr) 
r= 二 0 


广 一 忆 十 2 


Q co 
一 六 > (Q 一 门 PCr) 一 上 >，(Cr 一 Q)PCr) 
广 一 0 


广 一 马 十 1 


Q Q 
=[h2(Q+1—NP()—h2 QQ— Pr) | 
广 一 0 r—0 


—|k > (Cr 一 Q)PC) 一 上 >) (Cr 一 Q 一 ID)PCr) | 


r 二 Q 十 1 r 二 Q 十 1 


Q co 
=h > P(r)—k >，P(Cr) 
r 二 0 


r 一 QTl 
Q Q 
=h P(r) —k|1— 27PCr) | 
太一 0 r 一 0 


Q 

k 

=(&+h)| DP 一 大 
Q 

记 F(D= >,P(Y N= 
N 称 为 损益 转折 概率 , 则 

AC(Q) = (4 二 +h)[F(QO)—N] 
显然 ,AC(Q) 和 [F(Q) 一 N]| 同 号 ,日 AC(Q) 关 于 QQ 严格 单调 增加 。 


ER _ 
k 十 hh 


由 于 F(co) = 二 >,P(r) =1, 故 当 Q 一 品 时 ,AC(Q) 一 有 > 0。 
r= 二 0 


由 于 AC(0)= 二 C01) 一 C(0)= 二 (4 十 h)[P(0) 一 N], 故 AC(0) 和 [P(0) 一 NN] 同 号 。 
硅 P(0) 二 NN, 则 AC(0) 二 0。 此 时 , 由 上 面 分 析 可 知 , 随 着 Q 的 增 大 , ACQ) 从 负 值 逐 
渐 增 大 至 正 值 ， 也 即 C(CQ) 先 下 降 至 某 最 小 值 再 逐渐 增 大 。 设 Q=Q” 时 ，CCQ”) 王 


min CC(Q) , 则 对 于 Q”* 有 
0 和 Q< 一 co 


| 2 


AC(Q” ) 三 0 
因此 ,Q” 可 由 下 面 关 系 式 确定 : 
Co le Ne 
若 P(C0) 三 N, 则 AC(0) 三 0。 此 时 ,和 PC(Co) 一 N 时 同样 的 理由 ,可 知 AC(CQ) 三 0 
(Q=0,1.2.…), 即 CCQ) 是 关于 Q 不 断 递 增 的 。 因 此 ,CCQ) 的 最 小 值 是 CC0) , 即 Q ”三 0。 


但 NN 三 P(0)==F(0)= Pe ,; 故 这 种 情况 下 ,Q’ 二 0 的 确定 仍 可 采用 上 面 的 关系 式 。 
人 Q-” TT 


DP < 人 < 


如 果 采 用 获 利 期 望 值 最 大 准则 ， 可 以 证 明确 定 最 佳 订购 量 Q" 的 关系 式 仍 是 
式 (11. 28)。 这 点 作为 一 道 习 题 留 给 读者 目 己 证 明 ( 见 习题 11. 17 ) 。 

例 5 某 工厂 将 从 国外 进口 150 台 设 备 。 这 种 设备 有 一 个 关键 部 件 ,其 备件 必须 在 

进口 设备 时 同时 购买 ,不 能 单独 订货 。 该 种 备件 订购 单价 为 500 元 ,无 备件 时 导致 的 停产 

损失 和 修复 费用 合计 为 10 000 元 。 根据 有 关 资 料 计算 ， 在 计划 使 用 期 内 ,150 台 设 备 因 关 
键 部 件 损坏 而 需要 7r 个 备件 的 概率 P(r) 见 表 11-1。 问 工厂 应 为 这 些 设备 同时 购买 多 少 
关键 部 件 的 备件 ? 

表 11-1 


pe (11. 28) 


解 ” 当 某 设 备 的 关键 部 件 损坏 时 ,如 有 备件 替换 , 则 可 避免 10 000 元 的 损失 , 故 边际 
收益 & 王 10 000 一 500 二 9 500 元 ; 当 备 件 多 余 时 ,每 多 余 一 个 备件 将 造成 500 元 的 浪费 ， 
故 边际 损失 /一 500 元 。 因 此 ,损益 转折 概率 


Q 
根据 表 11-1, 计 算 备 件 需要 量 ~ 的 累积 概率 F(Q) = 二 >,P(r) 
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7 8 
Yj P(r) = 0.93<N=0.95< > P(r) = 0.96 
r= r=0 


因此 ,Q = 二 8, 即 工厂 应 同时 购买 8 个 关键 部 件 的 备件 ,可 使 损失 期 望 值 最 小 。 

例 6 某 商 品 每 件 进 价 40 元 , 售 价 73 元 。 商 品 过 期 后 将 削 价 为 每 件 20 元 并 一 定 可 
以 售 出 。 已 知 该 商品 销售 量 服从 泊 松 分 布 : 
有 

根据 以 往 经验 ,平均 销售 量 = 王 6 件 。 问 商店 应 采购 多 少 件 该 商品 ? 
解 ”每 件 商品 销售 恒利 (边际 收益 )&=73 一 40 王 33( 元 ) ,滞销 损失 (边际 损失 ) 大 一 


40 一 20 王 20( 元 ) 。 损 益 转 折 概 率 入 三 


5 十 贡 一 0 es 


销售 量 + 累积 概率 F(Q) 一 和 。 查 泊 松 分 布 累 积 概率 值 表 可 得 ; 


F(6) = 0.6063 = 0.623 三 F(7) 一 0.7440 
所 以 ,商店 应 采购 7 件 该 商品 ,可 使 损失 期 望 值 最 小 。 
模型 六 是 最 简单 .最 基本 的 随机 型 存储 模型 ,常用 来 解决 独立 的 一 次 性 订货 问题 。 


二 、 模 型 七 : 需求 是 连续 的 随机 变量 
设 单位 货物 进 价 为 &, 售 价 为 bp, 存储 费 为 C1。 又 设 货物 需求 r 是 连续 型 随机 变量 ， 
其 密度 函数 为 B(7) ,分 布 函 数 为 FF(Ca) 一 BN) dr(a>0) 。 问 货物 的 订购 量 ( 或 生产 量 ) 


Q 为 何 值 时 ,能 使 偶 利 期 望 值 最 大 ? 

当 订 货 量 为 Q@、 需 求 量 为 r 时 ,实际 销售 量 为 minLr,Qj, 因 而 实际 销售 收入 为 
p* minlr,Q|; 

进 贷 成 本 为 kQ; 


Ci(Q—r) r 三 Q@ 时 
货物 存储 费 为 ceo-| 
0 "二 Q 时 


因此 , 若 记 订购 量 Q@ 时 的 鳃 利 为 W(Q), 则 
W(Q = p* minLr,Q1—kQ— Ci(Q) 
而 和 鱼 利 期 望 值 


Q i 
E[ W(Q) |= | proCr)dr 十 | pQeCr)dr |— AQ -| Ci.(Q— Br)dr 
0 
COD co i 和 
= | oo)dr 一 | precdr+| oemdr 一 AQ 一 | CI(Q— Br) dr 
0 


~ Q 
= pE(r)— | ao Q)GCD)dr 十 | CCQ 一 r)GDGr)dr 十 AQ | 
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容易 知道 ,第 一 项 pE(r) 一 中 | r@ dr 为 平均 盈利 , 同 订 购 量 Q 无 关 ,是 一 常数 ; 


中 括号 内 第 一 项 为 缺 货 损失 期 望 值 (只 考虑 失去 销售 机 会 而 未 实现 的 收入 ); 第 二 项 为 沛 
销 损失 期 望 值 ( 只 考虑 存储 费 文 出 ); 第 三 项 为 货物 进 华 成本。 因此 ,中 括号 内 三 项 表示 
损失 期 望 值 ( 含 货物 进货 成 本 )。 

证 三 | ac 一 oemdr+| CQ -NGN d+ , 则 有 等 式 

ELW(Q) I+ ELC(Q) | = pE() 

从 这 个 等 式 可 以 看 到 ,模型 七 和 模型 六 一 样 ,不论 订购 量 Q 为 何 值 , 租 利 期 望 值 和 损失 期 
望 值 之 和 总 是 一 个 篆 数 , 即 平均 便利 pE(r)。 这 是 这 类 问题 的 固有 性 质 。 根 据 这 一 性 质 ， 
原 问 题 maxELW(Q) jj 可 转化 为 问题 minE[L C(Q)]。 下 面 求解 问题 minELCCQ) ] 。 


dE[CCQ)] drf™ ee 
oe = |p Bn drt| caQ DB dr+ khQ | 


已 CD 
— ci|， (7)d7 一 p| Bdr+k 
Q 
= (C1 +p)| @cr)dr 一 


$ 和 E[C(Q@)]_0, 往 


Q 
F(Q) | 一 (11. 29) 
0 


p+ 
由 式 (11. 29) 确 定 的 Q 记 为 Q ,Q 为 ELC(Q) |] 的 驻 点 。 容 易 证 明 ,Q’ 为 ELC(Q) 的 最 
小 值 点 ,也 即 ELW(Q) 的 最 大 值 点 。 所 以 ,Q ”就 是 最 佳 订 货 量 。 
当 p 一 k& 二 0 时 , 式 (11.29) 不 成 立 。 但 这 种 情况 表示 订购 货物 无 利 可 图 (zz 一 A) , 故 不 
应 生产 或 订购 , 即 Q* = 二 0。 
当 缺 货 损 失 不 只 是 考虑 销售 收入 的 减少 (如 还 要 考虑 赔偿 需 方 损失 等 ) 时 ,单位 缺 货 
费 Cz 二 户 , 此 时 ,只 需 在 前 面 推导 过 程 中 用 C; 代替 p 即 可 。 所 以 ,这 种 情况 下 Q* 由 下 式 


Es 


ES 


F(Q) = | cn?dr = :一 二 (11. 30) 

模型 七 和 模型 六 一 样 ,都 是 一 次 性 订购 问题 。 在 多 阶段 订购 问题 中 ,由 于 需求 ”是 随 

机 变量 ,所 以 ,在 每 一 阶段 开始 时 ,很 可 能 存在 期 初 存储 (上 一 阶段 未 能 售 出 的 货物 )。 设 
本 阶段 期 初 存储 量 为 工 则 除 进 货 成 本 将 减少 AT 外 ,其 他 均 和 模型 七 相同 。 所 以 ,对 于 多 
阶段 订购 问题 ,可 以 采用 (7,S) 存 储 策 略 。 即 由 式 (11. 30) 确 定 Q*(Q* 相当 于 最 大 存储 量 
S) , 石 TI 全 Q” ,本 阶段 不 订货 ; 硅 I 二 Q* ,本 阶段 订货 ,订货 量 Q 二 Q* 一 1, 以 使 订 贷 后 本 
阶段 存储 量 达 到 Q* 。 采 用 这 种 定期 订货 ,但 订货 量 不 定 的 存储 策略 ,可 使 损失 期 望 值 最 


小 (或 获 利 期 望 值 最 大 ) 。 
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例 7 工厂 生产 茶 产 品 ,成 本 220 元 /t, 售 价 320 元 ,每 月 存储 费 10 元 。 月 销售 量 为 
正 态 分 布 , 平 均值 为 60t, 标 准 差 为 3t。 问 该 厂 应 每 月 生产 该 产品 多 少 , 使 获 利 的 期 望 值 
最 大 。 


解 ” 根 据 题 意 ,k= 二 220,p= 二 320 ,C1 二 10。 销 售 量 一 N(60,3?2) 。 
由 式 (11. 29) ,有 
3 . p—k 320— 220 
F(Q) -| ys dr jG 320 10 0. 303 0 
从 正 态 分 布 的 累计 值 表 查 得 
Q—60__ 515 
3 

从 中 解 得 Q* 一 58. 455>z58. 5 


因此 ,工厂 每 月 应 生产 这 种 产品 约 58. 5t, 可 使 期 望 损失 最 小 。 


第 四 节 ”其 他 的 随机 型 存储 模型 


问题 : 货物 单位 成 本 为 & .单位 存储 费 为 C1、 单位 缺 货 费 为 Cs、 每 次 订购 费 为 C,、 期 
初 存储 为 T[。 需 求 > 为 连续 随机 变量 ,其 概率 分 布 已 知 。 采 用 (s,S) 存 储 策略 。 问 每 次 定 
货 量 Q 如 何 确 定 ,才能 使 损失 期 望 值 最 小 ? 


一 、 模 型 八 : 需求 r 为 连续 随机 变量 的 (s,S) 存 储 策 略 
模型 中 需求 ” 为 连续 随机 变量 ,密度 浮 数 为 @(r)， ‘i BD(r)dr 二 1。 分 布 困 数 为 F(a) = 


| cpdrd Se 
0 


首先 考虑 最 大 存储 量 S。 
当期 初 存储 不 足 订 货 点 , 即 I 二 s 时 ,需要 订货 ,订货 量 Q= 二 S 一 ITI。 和 模型 七 类 似 , 本 
阶段 损失 期 望 值 


SS Co 
C(S) = C; 二 +k(S— 1) +| Ci1(S— Dedr+| Cr— S)B(r)dr 
0 S 


四 S 
解 de) 一 有 +cl| om)dr 一 C:| a 

dS 0 S 
得 F(S) = | .gar 一 C:—k (11. 31) 
3 0 Cs, “on “ 


由 于 缺 贷 损失 至 少 包 括 失 去 销售 机 会 的 损失 ,而 售 价 又 高 于 成 本 ,所 以 ,一 般 情况 
下 有 
pe .- 
ER 


0 二 N= | 


人 


335 


容易 证 明 , 满 足 式 (11. 31) 的 S 是 C(S) 的 最 小 值 点 。 所 以 ,最 大 存储 量 S* 可 由 
式 (11. 31) 确 定 。 并 且 , 应 当 注 意 到 ,S* 的 确定 和 订货 点 s 无 关 。 

青 考虑 订货 点 s。 此 时 ,最 大 存储 量 S$ 已 经 确定 。 根 据 订 货 点 s 的 意义 ,当期 初 存储 
T 一 s 时 ,不 订货 所 造成 的 损失 期 望 值 应 当 不 超过 订货 所 造成 的 损失 期 望 值 ,因此 有 


oo 一 了 rr)B(r)dr 十 c:| (一 5S)G(Cr)dr 


S co 
二 C: 十 ACS 一 十 C| CS* 一 DB)dr 二 Cs| .0S Bdr 
即 
入 十 Ci| G 一 DB)dr 十 cz| cr 一 DG@Cr)dr 
0 3 


S” co 
(下 R3 十 ci (S* CO—r)@B(r)dr 十 c:| . (r—S*)@B(r)dr (11. 32) 
0 


当 s 二 S* 时, 式 (11. 32) 显 然 成 立 , 但 问题 的 目的 是 要 选取 一 个 使 式 (11. 32) 成 立 的 尽 
可 能 小 的 s 值 。 分 析 式 (11. 32) 中 左边 各 项 随 s 变化 而 变化 的 特点 , 比 S* 小 的 s 是 可 能 存 
在 的 。 设 使 式 (11.32) 成 立 的 最 小 的 :为 s*, 则 s* 为 (s,S) 存 储 策 略 中 的 订货 点 5。 


二 、 模 型 九 : 需求 了 为 离散 随机 变量 的 (s,S) 存 储 策 略 
模型 中 需求 7 为 离散 随机 变量 。7= 王 的 概率 忆 (r:) 已 知 ,0 二 PCr) 一 110 一 1,2,…， 
7 ) , 日 >)Pon， 2 


由 于 ， 是 离散 取 值 ， 为 了 简单 ,订货 点 s 和 最 大 存储 量 S 的 值 只 在 rz,… ,rw 中选 
取 。 当 S=r; 时 , 记 S=S;, 即 S:==r:(i==1,2,*…,m)。 

除了 需求 为 离散 随机 变量 外 ,模型 九 和 模型 八 的 其 他 条 件 都 相同 。 因 此 ,两 个 模型 的 
存储 策略 的 制定 过 程 基本 原理 是 相同 的 。 

下 面 不 加 推导 地 直接 给 出 模型 九 用 于 计算 最 大 存储 量 S” 和 订货 点 s* 的 公式 (11. 33) 
和 式 (11. 34)。 


之 ， ER 二 < oP CL 
rsS reS. 
ks+ Cils—N PO > Clr— ss) Pr) 
rs r>s 
委 C: 十 AS 二 2) Ci(S*—NDP()+ 2) Clr—S*)P() (11. 34) 
Fe r>S” 


模型 八 和 模型 九 采 用 (*,S) 存 储 策略 ,当期 初 存储 I 三 s 时 ,本 阶段 不 订货 ; 当 I 二 s 
时 ,本 阶段 订货 ,订货 量 Q=S 一 工 即 补足 最 大 存储 量 S。 在 实际 使 用 这 种 存储 策略 时 ,如 
存储 不 易 清 点 ,因而 实际 存储 量 很 难 随 时 得 知 时 ,可 将 存储 分 两 堆 存 放 。 一 堆 数 量 为 >， 
其 余 的 另 放 一 堆 。 平 时 从 后 一 堆 取 货 以 满足 需求 。 当 后 一 堆 取 完 , 需 要 动用 前 一 堆 时 ,期 


A 
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末 就 订货 ; 如 至 期 末 , 前 一 堆 仍 未 动用 , 则 本 阶段 不 订 贷 。 因 此 ,这 种 存储 策略 俗称 双 堆 
法 (或 两 堆 法 )。 
例 8 石油 公司 经 销 某 种 燃料 油 。 已 知 该 燃料 油 每 月 销售 量 r(kg) 服 从 指数 分 布 , 密 


度 苑 数 
0. 000 001e 当 z 之 0 时 
PD(r) 一 


0 当 r 二 0 时 
该 燃料 油 进 价 上 k= 二 1. 40 元 /kg, 不 需 考虑 订购 费 和 存储 费 , 即 Cs 二 0 和 C1 二 0。 当 缺 
货 时 需 从 其 他 石油 公司 购 进 ,市 场 价 为 1. 60 元 /kg, 即 Cz: 王 1. 60 元 /kg。 试 制定 (s,S) 存 
储 策 略 。 
解 ” 由 式 (11.31) 有 


S S 
| ecnpdr = | 0. 000 001e 


一 0.000 001r 


0.000 001r ] 一 Cs— 上 k 1. 60 一 1. 40 
Era 1. 60 十 0 


一 0. 125 


解 之 ,得 S* 王 133 500(kg) 
由 式 (11. 32) , 因 G= 二 Gs 二 0,C;= 二 1.60,S* = 二 133 500, 故 有 


1 6| (r—s)D(r}jdr 1.4X 133500T1. 6| (7 一 133 500)GGCr)dr 
s 133 500 


上 式 有 唯一 解 s* 二 S$S* 二 133 500( 此 时 ,上 式 左 右 两 边 相 等 。 铬 s 变 小 ,上 式 左边 将 增 大 ， 
但 右边 仍 为 一 定数 ,所 以 ,不 可 能 有 小 于 S* ==133 500 的 ;能 满足 上 式 )。 因 此 ,石油 公司 
对 该 种 燃料 油 应 采取 (s,S) 二 (133 500,133 500) 的 存储 策略 , 即 当 库存 燃料 油 减少 到 
133 500kg 时 ,应 订购 ,使 库存 重新 达到 133 500kg。 本 例 s* = 二 S$S* ,是 由 于 C1 二 Cs 二 0, 频 
繁 补充 和 较 大 存储 都 不 会 增加 费用 ，。 
例 9 商店 销售 某 种 商品 。 每 月 销售 量 ~( 件 ) 为 离散 随机 变量 ,其 概率 为 
Eire I007=O0 Ply= 110 到 210 一人 
P(r=130)=0.2 P(r=140)=0.1 P(r = 150) = 0.1 
订货 费 Cs 三 100 元 ,每 件 商 品 进 贷 成 本 k= 二 500 元 。 一 个 月 中 ,每 件 商品 存储 费 Ci 二 
10 元 , 缺 货 费 ( 销 售 损 失 等 )C: 王 800 元 , 求 (s,S) 存 储 策略 。 


”800 一 500 
解 由 式 (11.33), 六 一 和 000 下 0 


又 P(r=100) 十 P(r=110)==0. 3 一 0. 37 
P(Cr 一 100) 十 P(Cr 王 110) 十 P(Gr 王 120) 一 0.6 二 0. 37 
所 以 ,S* 王 120 件 。 
因为 ;过 S* ==120, 所 以 s 只 可 能 是 100,110 或 120。 由 于 要 尽 可 能 小 , 故 先 将 一 
100 代入 式 (11. 34) 检 验 。 
对 于 本 例 , 式 (11. 34) 右 边 为 


100 十 500X120 十 >,10(120 一 mP(r) 十 》, 800(r 一 120)P(7) 


r 夺 120 r>120 


人 


二 100 十 60 000 十 10(20 XxX 0.1 十 10 XxX 0.2 十 0X0.3) 十 


800(10 X 0.2 十 20 X 0.1 十 30 X0.1) 
=65 740 
所 以 , 式 (11. 34) 为 
500s 十 2j10Gs 一 PCr) 2800(r—s)P(r) < 65740 
rr 二 3$ rs 


将 * 王 100 代入 ,得 
左边 = 68 400 二 右边 = 65 740 
再 将 :一 110 代入 ,得 
左边 = 二 66 210 > 右边 一 65 740 
再 将 * 王 120 代入 ,得 
左边 = 65 640 一 右边 = 65 740 
所 以 s” = 二 120 件 。 
因此 ,商店 对 该 商品 应 采取 (s,S) 二 (120,120) 的 存储 策略 。 
通过 例 8 和 例 9 可 以 看 到 ,要 想 从 式 (11. 32) 和 式 (11. 34) 中 直接 解 出 订货 点 s* 是 十 
分 困难 的 。 但 是 ,对 于 实际 问题 , 当 最 大 存储 量 S’ 确定 后 ,只 要 记 住 订货 点 s* 的 三 个 性 
质 , 在 数值 上 确定 s* 是 不 困难 的 。s* 的 三 个 性 质 是 : (1) 三 S* ; (2) 满足 式 (11. 32) 
或 式 (11. 34); (3)s* 是 所 有 满足 式 (11. 32) 或 式 (11. 34) 的 s 中 最 小 的 。 对 于 需求 是 离散 
随机 变量 的 情况, 可 以 按 关 ,rm,……:, 盖 =S 的 顺序 ,逐个 代入 式 (11. 34) 中 检验 ,首先 满足 
式 (11.34) 的 ri(i€ {1,2,…,7)) 即 为 订货 点 s”; 对 于 需求 是 连续 随机 变量 的 情况 ,可 以 
在 问题 允许 的 精度 上 ,将 区 间 [L0,S* jn 等 分 。 设 等 分 点 依次 为 do( 二 0),di,…,d,( 二 S*)， 


然后 将 各 等 分 点 依次 逐个 代入 式 (11. 32) 检 验 ,首先 满足 式 (11. 32) 的 di 二 地 S* , 即 为 


订货 点 s”。 当 然 ,无 论 两 种 情况 中 的 哪 一 种 ,在 逐个 检验 前 ,如 能 根据 已 知 数据 将 
式 (11. 32) 或 式 (11. 34) 尽 可 能 地 化 人 简 ( 至 少 ,关系 式 右边 和 订货 点 s 无 关 , 是 可 以 算出 的 )， 
对 于 减少 检验 时 的 计算 量 是 很 有 好 处 的 。 


第 五 节 存储 论 应 用 研究 中 的 一 些 问 题 
库存 管理 的 实际 需求 是 非常 迫切 的 ,即使 是 简单 的 库存 策略 ,也 会 带 来 巨大 的 经 济 效 
益 。 运 筹 学 的 任务 是 建立 更 实用 的 库存 模型 ,并 用 于 实际 。 


一 、 多 品种 多 级 库存 系统 的 控制 


多 品种 多 级 库存 系统 可 以 用 图 11-8 表示 。 
图 11-8 中 ,最 高 的 第 一 级 是 货源 点 (中 心 仓 库 ), 它 供应 第 二 级 的 库存 点 。 最 低 一 级 
的 库存 点 (如 零售 仓库 ) 直 接 满足 顾客 的 需求 。 而 货源 点 直接 从 外 界 订货 (或 组 织 生产 )。 
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中 心 仓库 第 一 级 库存 点 
批发 仓库 批发 仓库 | 第 二 级 库存 点 


第 三 级 库存 点 


零售 仓库 


11-8 


ee 个 特点 是 可 能 有 多 种 不 同 的 订货 策略 : 单个 物品 分 别 订 
货 ; 仙 , 即 同时 订购 所 有 物品 ; 或 混合 式 策 略 , 即 允许 同时 订购 所 有 物品 或 部 分 物 
品 。 ee 种 订货 策略 ,每 次 订货 的 固定 费用 对 最 优 策略 有 显著 影响 。 以 n 种 货物 为 
例 ,一 次 单独 订购 货物 ;的 固定 费用 为 天 ;,, 联 合 订 购 时 为 天 ,一 般 应 有 


max (K:) < K< DK, 


问题 的 复杂 性 表现 在 如 下 的 几 个 方面 : 

(1) 由 于 整个 系统 具有 一 种 层次 结构 ,因此 ,与 不 同 的 库存 (或 生产 ) 策 略 结合 起 来 的 
需求 过 程 是 复杂 的 过 程 的 芭 加 ; 

(2) 决策 变量 需要 从 系统 的 角度 同时 优化 ; 

(3) 某 一 级 的 安全 库存 量 会 影响 男 一 级 的 缺 货 情况 。 多 级 问题 必须 从 总 体 上 考虑 ， 
避免 过 多 的 安全 库存 量 ; 

(4) 当 缺 货 出 现时 ,可 采用 的 处 理 方式 灵活 多 样 。 例 如 ,一 个 下 级 的 仓库 向 中 心 仓 库 
发 出 订货 量 为 Q 的 一 份 订 单 时 , 知 中 心 仓 库 的 现存 货 量 小 于 Q 时 ,是 马上 发 送 部 分 还 是 
等 货 备 齐 后 一 起 发 送 ; 从 中 心 仓 库 回 零售 仓库 紧急 发 货 是 否 可 能 ; 同一 级 之 间 能 否 互 相 
调剂 ; 当 最 高 一 级 面 对 几 个 不 同 地 点 的 要 求 不 能 全 部 满足 时 ,是 采取 配给 策略 还 是 采用 
其 他 方法 来 处 理 等 ; 

(5) 无 论 用 多 级 多 变量 的 动态 规划 来 计算 ,或 者 即使 评定 有 限 个 不 同 的 系统 策略 的 
优 劣 ,其 至 仅 做 一 些 近 似 的 启发 式 计算 ,其 计算 量 也 是 非常 大 的 ; 

(6) 管理 一 个 多 级 系统 需要 协调 各 项 活动 。 但 是 ,局 部 利益 常 妨碍 系统 成 功 地 实施 ， 
这 是 实际 执行 中 的 最 大 障碍 。 

已 经 开发 出 一 些 比 较 实 用 的 库存 控制 方法 ,例如 发 送 式 库存 (PUSH) 系 统 。 发 送 式 
库存 系统 采取 集中 控制 ,从 系统 全 局 着 眼 把 货物 发 送 到 下 一 级 ,这 样 可 以 消除 过 多 的 订货 
次 数 , 使 费用 减 小 并 达到 要 求 的 服务 水 平 。 


二 、 易 腐 物 品 库存 管理 


在 库存 问题 的 研究 中 ,通常 假定 存放 物品 的 使 用 价值 保持 不 变 , 即 假定 物品 的 寿命 等 
于 无 穷 。 但 许多 实际 情况 并 非 如 此 ,如 血库 中 供 输 血 用 的 血液 一 般 可 存放 21 天 ,其 寿命 
为 和 常数。 还 有 一 些 物 品 , 如 农产品 、 食 品 、 药 品 、 武 带 弹 药 等 ,其 寿命 无 法 事先 确定 ,因而 通 
党 作为 非 负 随机 变量 来 处 理 。 由 于 这 种 实际 的 需要 ,近年 来 对 吻 腐 物品 库存 管理 开展 了 
不 人 少 人 研究 ,航空 公司 及 酒店 管理 中 的 收益 管理 就 属 这 类 性 质 的 管理 。 

易 腐 物品 库存 模型 按 存 货 的 寿命 ,可 分 为 固定 寿命 与 随机 寿命 两 大 类 。 

例如 ,固定 寿命 mw 下 的 模型 假定 : 

(1) 周期 盘点 ,在 周期 开始 时 订货 ,瞬时 交 货 ,新 到 的 货 年 龄 为 0; 

(2) 相继 周期 中 的 需求 量 独立 同 分 布 , 分 布 已 知 ,不 能 满足 的 需求 事后 补足 ; 

(3) 信物 按 先 进 先 出 (FIFO) 的 规则 供应 需求 。 当 存 贷 年 龄 超过 mx 时 ,这 部 分 货物 失 
去 使 用 价值 ,因而 报废 ; 

(4) 费用 : 包括 购 货 费 、 保 管 费 、 缺 贷 损失 费 及 过 期 损失 费 。 

由 于 易 腐 物品 库存 模型 (特别 是 随机 寿命 类 型 ) 的 复杂 性 ,寻找 最 优 策略 是 十 分 困难 
的 。 现 有 的 研究 主要 集中 在 各 种 限定 条 件 下 的 近似 最 优 策略 上 。 例 如 , 当 库 存量 小 于 某 
个 规定 的 临界 值 才 订货 ,否则 不 订货 的 情形 ; 在 周期 盘点 下 保持 库存 量 为 常数 的 情形 ; 
当 库 存 物 品 由 于 需求 或 过 期 而 减少 一 个 时 就 订货 , 且 只 订 一 个 的 情形 ; 应 用 不 耐烦 顾客 
排队 系统 理论 研究 该 类 模型 等 。 这 些 研 究 都 有 很 鲜明 的 实际 背景 。 


三 、 有 概率 约束 的 库存 管理 


问题 的 一 般 表述 为 : 设 工厂 B 以 固定 的 速度 消耗 某 种 原材料 。 某 季度 开始 前 ,B 与 
A 签订 合同 ,由 A 提供 该 季度 B 所 需 的 原材料 。A 可 分 硅 干 次 交 货 ,但 具体 交 货 时 间 不 
能 事先 确定 。 为 保证 生产 连续 进行 ,B 在 季度 开始 时 需要 有 一 定数 量 的 原材料 贮备 ,那么 
应 贮备 多 少 才 能 维持 正 背 生产 ? 

把 问题 抽象 成 如 下 的 基本 模型 . 

考虑 在 固定 的 (0,T) 区 则 内 ,假定 交 货 次 数 n 取 定 , 且 设 : (1)B 工厂 在 (0, 了 T) 中 连续 


使 用 这 些 原材料 ,单位 时 间 的 用 量 c 是 常数 ; (2) 交 货 时 刻 是 随机 的 ,假定 是 (0,T) 区 间 内 
独立 同 分 布 的 个 均匀 随机 变量 ; (3) 每 次 的 交 货 量 相同 ,为 -ecT。 


取 B 的 初始 库存 水 平 M 为 模型 的 决策 变量 。 记 X(i) 为 时 刻 上 以 前 的 昧 积 交 货 量 ， 
则 问题 归结 为 求 M, 使 下 式 左 端的 概率 足够 大 ,即使 得 


P( inf (M+ X(1)—et) 之 0) 一 1 一 s 
0 和 1 委 工 


式 中 : ss 是 事先 指定 的 (0.1) 中 的 数 。 
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上 述 基本 模型 有 许多 推广 。 例 如 ,每 次 交 货 量 相等 的 条 件 可 减弱 ; 
B 工厂 以 均匀 速率 消费 原材料 的 过 程 可 推广 到 更 一 般 的 随机 过 程 ; 此 
外 ,还 可 推广 到 多 种 原材料 的 模型 等 。 


习 讶 


11.1 某 建筑 工地 每 月 需 用 水 泥 800t, 每 t 定价 2 000 元 ,不 可 缺 货 。 设 每 t 每 月 保 
管 费 率 为 0.2%% ,每 次 订购 费 为 300 元 , 求 最 佳 订 购 批量 。 

11.2 一 汽车 公司 每 年 使 用 某 种 零件 150 000 件 , 每 件 每 年 保管 费 0. 2 元 ,不 允许 缺 
货 , 试 比 较 每 次 订购 费 为 1000 元 和 100 元 两 种 情况 下 的 经 济 订 购 批 量 。 

11.3 某 拖 拉 机 三 生产 一 种 小 型 拖拉 机 ,每 月 可 生产 1 000 台 , 但 对 该 拖拉 机 的 市 场 
需要 量 为 每 年 4000 台 。 已 知 每 次 生产 的 准备 费用 为 15 000 元 ,每 台 拖 拉 机 每 月 的 存储 
费 为 10 元 ,如 不 允许 供应 短缺 , 求 经 济 生 产 批 量 。 

11.4 某 产品 每 月 需求 量 为 8 件 , 生 产 准 备 费 用 为 100 元 ,存储 费 为 5 元 /( 月 ， 件 )。 
在 不 允许 缺 货 条 件 下 ,比较 生产 速度 分 别 为 每 月 20 件 和 40 件 两 种 情况 下 的 经 济 生 产 批 
量 和 最 小 费用 。 

11.5 对 某 种 电子 元 件 每 月 需求 量 为 4000 件 , 每 件 成 本 为 150 元 ,每 年 的 存储 费 为 
成 本 的 10% ,每 次 订购 费 为 500 元 。 求 : 

(1) 不 允许 缺 贷 条 件 下 的 最 优 存储 策略 ; 

(2) 允许 缺 货 ( 缺 货 费 为 100 元 /( 件 .年 )) 条 件 下 的 最 优 存储 策略 。 

11.6 某 农 机 维修 站 需 购 一 种 农机 配件 ,其 每 月 需要 量 为 150 件 , 订 购 费 为 每 次 400 
元 ,存储 费 为 0. 96 元 /( 月 。 件 ) ,并 不 允许 缺 货 。 

(1) 求 经 济 订购 批量 (EOQ); 

(2) 该 厂 为 少 占 用 流动 资金 ,希望 进一步 降低 存储 量 。 因 此 ,决定 使 订购 和 存储 总 费 
用 可 以 超过 原 最 低 费 用 的 10% , 求 这 时 的 最 优 存储 策略 。 

11.7 某 公司 每 年 需 电 容器 15 000 个 ,每 次 订购 费 80 元 ,保管 费 1 元 /( 个 。 年 ), 不 
允许 缺 贷 。 奢 采购 量 少 于 1 000 时 每 个 单价 为 5 元 , 当 一 次 采购 1 000 个 以 上 时 每 个 单价 
降 为 4. 9 元 。 求 该 公司 的 最 优 采 购 策 略 。 

11.8 某 工 厂 对 某 种 物料 的 年 需要 量 为 10 000 单位 ,每 次 订货 费 为 2 000 元 ,存储 费 
率 为 20%。 该 物料 采购 单价 和 采购 数量 有 关 , 当 采购 数量 在 2 000 单位 以 下 时 ,单价 为 
100 元 ; 当 采 购 数 量 在 2 000 单位 及 以 上 时 ,单价 为 80 元 。 求 最 优 采 购 策 略 。 

11.9 某 制造 厂 在 装配 作业 中 需 用 一 种 外 购 件 ,需求 率 为 常数 ,全 年 需要 量 为 300 万 
件 ,不 允许 缺 货 。 一 次 订购 费 为 100 元 。 存 储 费 为 0. 1 元 /( 件 ， 月 )。 库 存 占 用 资金 每 年 
利息 、 保 险 等 费用 为 年 平均 库存 金额 的 20% 。 该 外 购 件 进货 单价 和 订购 批量 Q 有 关 , 具 
体 关 系 见 表 11-2, 试 求 经 济 订 购 批量 。 
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表 11-2 
单价 /元 


0. 94 


11.10 一 个 允许 缺 货 的 EOQ 模型 的 费用 , 绝 不 会 超过 一 个 具有 相同 存储 费 、 订购 
费 , 但 又 不 允许 缺 货 的 EOQ 模型 的 费用 ,请 加 以 说 明 。 
11.11 某 时 装 屋 在 某 年 春季 欲 销 售 某 种 流行 时 装 。 据 估计 ,该 时 装 可 能 的 销售 量 见 


该 款式 时 装 每 套 进 价 180 元 , 售 价 200 元 。 因 隔 季 会 过 时 , 故 在 季 末 需 低 价 抛售 完 ， 
较 有 把 握 的 抛售 价 为 每 套 120 元 。 问 该 时 装 屋 在 季度 初时 一 次 性 进货 多 少 为 宜 ? 

11.12 某 冬季 商品 每 件 进 价 25 元 , 售 价 45 元 。 订 购 费 每 次 20 元 ,单位 缺 货 费 45 
元 ,单位 存储 费 5 元 。 期 初 无 存货 。 该 商品 的 需求 量 ~ 的 概率 分 布 见 表 11-4。 


表 11-4 
需求 量 rr/ 件 150 
概率 P 0. 2 


为 取得 最 大 利润 ,该 商店 在 冬季 来 临 前 应 订购 多 少 件 这 种 商品 ? 
11.13 某 厂 生 产 需 某 种 部 件 。 该 部 件 外 购 价 每 只 850 元 ,订购 费 每 次 2 825 元 。 知 
自 产 , 每 只 成 本 1 250 元 ,单位 存储 费 45 元 。 该 部 件 需 求 量 见 表 11-5。 


表 11-5 
求 量 /只 120 
概率 P 0. ] 


在 选择 外 购 策 略 时 ,大 发 生 订 购 数 少 于 实际 需求 量 的 情况 ,差额 部 分 工厂 将 自 产 。 假 
定期 初 存 货 为 零 。 求 工厂 的 订购 策略 。 

11. 14 某 企 业 对 某 种 材料 的 需求 见 表 11-6。 每 次 订购 费 500 元 ,材料 进 价 400 元 / 吨 、 
存储 费 50 元 . 缺 货 费 600 元 , 求 (s,S) 存 储 策略 。 
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11.15 已 知 某 产品 的 单位 成 本 ==3.0 元 ,单位 存储 费 C1 二 1.0 元 ;单位 缺 货 损失 
Cs 二 2.0 元 ,每 次 订购 货 Cs 二 50 元 。 需 求 量 xz 的 概率 密度 困 数 为 


f(r) = 
lo， 为 其 他 值 
设 期 初 库存 为 零 , 试 依据 (s,S) 型 存储 策略 的 模型 确定 s 和 S 的 值 。 
11.16 试 根据 下 列 条 件 推导 并 建立 一 个 经 济 订货 批量 的 公式 ， (a) 订货 必须 在 每 月 


的 第 一 天 提出 ; (b) 订 货 提 前 期 为 零 ; (c) 每 月 需求 量 为 尺 , 均 在 各 月 中 的 第 15 日 一 天 发 
生 ;(d) 不 允许 发 生 供 货 短 缺 ; (e) 存 储 费 为 每 件 每 月 C 元 ; (了 ) 每 次 订购 的 费用 为 V 元 。 

11.17 在 单 周 期 随机 存储 模型 中 ,对 报 童 问题 若 采 用 获 利 期 望 值 最 大 的 准则 ,要 求 : 

(1) 证 明 其 最 佳 订 购 量 Q* , 式 (11. 28) 同 样 成 立 ; 

(2) 简要 说 明 两 种 准则 下 结果 相同 的 原因 。 

11.18 判断 下 列 说 法 ,其 中 正确 的 有 : 

(1) 在 其 他 费用 不 变 条 件 下 ,最 优 订 货 批 量 随 单位 存储 费用 的 增加 而 增 大 ; 

(2) 在 其 他 费用 不 变 条 件 下 ,最 优 订货 批量 随 单位 缺 货 费 用 的 增 大 而 减 小 ; 

(3) 在 同一 存储 模型 中 ,可 能 既 发 生存 储 费用 ,又 发 生 短 缺 费 用 ; 

(4) 在 单 时 期 的 存储 模型 中 ,计算 时 都 不 包括 订货 费用 这 一 项 ,理由 是 该 项 费用 通常 
很 小 可 以 忽略 不 计 。 
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一 、 对 有 策 行 为 和 和 对策 论 


对 策 论 (game theory) 又 称 竞赛 论 或 博弈 论 ,是 研究 具有 对 抗 或 竞争 性 质 现 象 的 数学 
理论 和 方法 。 它 既是 现代 数学 的 一 个 新 分 文 , 也 是 运筹 学 的 一 个 重要 学 科 。 对 策 论 发 展 
的 历史 并 不 长 ,但 由 于 它 所 研究 的 现象 与 政治 经济 、 军 事 活动 乃至 一 般 的 日 常生 活 等 有 
着 密切 联系 ,并 且 处 理 问题 的 方法 具有 明显 特色 ,所 以 日 益 引 起 广泛 的 重视 。 特 别 是 从 
20 世纪 50 年 代 纳 什 (Nash) 建 立 了 非 合 作 博 弈 的 “纳什 均衡 ”理论 后 ,标志 着 对 策 论 发 展 
的 一 个 新 时 期 的 开始 。 对 策 论 在 这 一 新 时 期 发 展 的 一 个 突出 特点 是 , 博 穿 的 理论 和 方法 
被 广泛 应 用 于 经 济 学 的 各 个 学 科 , 成 功 地 解释 了 具有 不 同 利益 的 市 场 主体 ,在 不 完备 信息 
条 件 下 ,如何 实现 竞争 并 达到 均衡 。 正 是 由 于 纳什 在 对 策 论 研究 和 将 对 策 论 应 用 于 经 济 
学 研究 方面 的 突出 贡献 ,使 得 他 1994 年 获得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。 他 提出 的 著名 的 纳什 均 
衡 概 念 在 非 合 作 博 弈 理论 中 起 着 核心 作用 ,为 对 策 论 广泛 应 用 于 经 济 学 .管理 学 .社会 学 、 
政治 学 .军事 科学 等 领域 商定 了 坚实 的 理论 基础 。 

在 日 稼 生活 中 经 背 可 以 看 到 一 些 具 有 对 抗 或 药 争 性 质 的 现象 ,如 下 棋 、 打 牌 、 体育 比 
赛 等 。 在 战争 中 的 双方 ,都 力图 选取 对 自己 最 有 利 的 策略 ,千方百计 去 战胜 对 手 ; 在 政治 
方面 ,国际 间 的 谈判 ,各 种 政治 力量 间 的 较量 ,各 国际 集团 间 的 角逐 等 都 无 不 具有 对 抗 性 
质 ; 在 经 济 活 动 中 ,各 国之 间 的 贸易 摩 探 、 企 业 之 间 的 竞争 等 ; 举 不 胜 举 。 

具有 竞争 或 对 抗 性 质 的 行为 称 为 对 策 行 为 。 在 这 类 现象 中 ,参加 竞争 或 对 抗 的 各 方 
各 自 具 有 不 同 的 利益 和 目标 。 为 了 达到 各 自 的 利益 和 目标 ,各 方 必须 考虑 对 手 的 各 种 可 
能 的 行动 方案 ,并 力图 选取 对 自己 最 有 利 或 最 合理 的 方案 。 对 策 论 就 是 研究 对 策 现象 中 
各 方 是 否 存 在 最 合理 的 行动 方案 ,以 及 如 何 找到 最 合理 的 行动 方案 。 

在 我 国 古代 “ 齐 王 赛马 ?就 是 一 个 典型 的 对 策 论 研究 的 例子 。 

战国 时 期 ,有 一 天 齐 王 提出 要 与 田 忌 赛马 ,双方 约定 : 从 各 自 的 上 .中 、 下 三 个 等 级 的 
马 中 各 选 一 匹 参赛 ; 每 匹 马 均 只 能 参赛 一 次 ; 每 一 次 比赛 双方 各 出 一 匹 马 , 负 者 要 付 给 
胜 者 千金 。 已 经 知道 的 是 ,在 同等 级 的 马 中 ,田鼠 的 马 不 如 齐 王 的 马 , 而 如 果 田 忌 的 马 比 
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齐 王 的 马 高 一 等 级 , 则 田 忌 的 马 可 取 胜 。 当 时 , 田 忌 手下 的 一 个 谋士 给 他 出 了 个 主意 : 每 
次 比赛 时 先 让 齐 王 牵 出 他 要 参赛 的 马 , 然 后 来 用 下 马 对 齐 王 的 上 马 , 用 中 马 对 齐 王 的 下 
马 , 用 上 马 对 齐 王 的 中 马 。 比 赛 结 果 , 田 忌 二 胜 一 负 , 夺 得 千金 。 由 此 看 来 ,两 个 人 各 采取 
什么 样 的 出 马 次 序 对 胜 负 是 至 关 重 要 的 。 


二 、 对 策 现象 的 三 要 素 


为 对 对 策 问 题 进 行 数学 上 的 分 析 , 需 要 建立 对 策 问题 的 数学 模型 , 称 为 对 策 模 型 。 根 
据 所 研究 问题 的 不 同性 质 , 可 以 建立 不 同 的 对 策 模型 。 但 不 论 对 策 模型 在 形式 上 有 何不 
同 ,都 必须 包括 以 下 3 个 基本 要 素 。 

1. 局 中 人 (players) 

一 个 对 策 中 有 权 决 定 上 自己 行动 方案 的 对 策 参 加 者 称 为 局 中 人 ,通常 用 TI 表示 局 中 人 
的 集合 。 如 果 有 个 局 中 人 , 则 I 二 {和 ,2,…,n)}。 一 般 要 求 一 个 对 策 中 至 少 要 有 两 个 局 
中 人 。 如 在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,局 中 人 是 齐 王 和 田鼠。 

2. 策略 集 (strategies) 

对 策 中 ,可 供 局 中 人 选择 的 一 个 实际 可 行 的 完整 的 行动 方案 称 为 一 个 策略 。 参 加 对 
策 的 每 一 局 中 人 i,i€EIT 都 有 自己 的 策略 集 S;。 一 般 ,每 一 局 中 人 的 策略 集中 至 少 应 包括 
两 个 策略 。 

在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,如 果 用 (上 ,中 ,下 ) 表 示 以 上 马 .中 马 、 下 马 依 次 参赛 ,就 是 一 
个 完整 的 行动 方案 , 即 为 一 个 策略 。 可 见 , 局 中 人 齐 王 和 田 忌 各 自 都 有 6 个 策略 : (上 ， 
中 ,下 )、C 上 ,下 ,中 )、( 中 ,上 ,下 )、( 中 ,下 ,上 )、( 下 ,中 ,上 )、( 下 ,上 ,中 )。 

3. 赢得 图 数 ( 支 付 图 数 ) (payoff function) 

一 个 对 策 中 ,每 一 局 中 人 所 出 策略 形成 的 策略 组 称 为 一 个 局 势 , 即 奋 % 是 第 i 个 局 中 
人 的 一 个 策略 , 则 个 局 中 人 的 策略 形成 的 策略 组 5 二 (31;52，… ,sw) 就 是 一 个 局 势 。 奉 记 
S 为 全 部 局 势 的 集合 , 则 当 一 个 局 势 ; 出 现 后 ,应 该 为 每 个 局 中 人 :i 规定 一 个 顾 得 值 ( 或 所 
失 值 )H;(s)。 显 然 , 昌 ;(s) 是 定义 在 S 上 的 也 数 , 称 为 局 中 人 i 的 启 得 函数 。 在 “ 齐 王 赛 
马 ” 中 ,局 中 人 集合 为 IT 一 141,2}, 齐 王 和 田鼠 的 策略 集 可 分 别 用 Si 二 {a1,az ,as,a4 ,as ,a6} 
和 SS: 一 4 ,8 .8 ,8 ,558 表示。 这 样 , 齐 王 的 任 一 策略 a; 和 田 忌 的 任 一 策略 B; 就 构成 
了 一 个 局 势 ;; 。 如 果 届 二 (上 ,中 ,下 ) ,Bl 二 (上, 中, 下), 则 在 局 势 su 下 齐 王 的 太 得 值 为 
Pi) 一 3, 田 忌 的 局 得 值 为 瑞 ; (su ) 二 一 3, 如 此 等 等 。 

一 般 地 ,当局 中 人 、 策 略 集 和 记得 晒 数 这 3 个 要 素 确 定 后 ,一 个 对 策 模型 也 就 给 
了 


三 、 对 策 问题 举例 及 对 策 的 分 类 


对 策 论 在 经 济 管 理 的 众多 领域 中 有 痢 十 分 广泛 的 应 用 。 下 面 列 举 几 个 可 以 用 对 策 论 
思想 和 模型 进行 分 析 的 例子 。 


ly 


例 1 (市 场 购买 力争 夺 问 题 ) 据 预测 , 某 乡 镇 下 一 年 的 饮食 品 购 买 力 将 有 4 000 万 元 。 
乡镇 企业 和 中 心 城市 企业 饮食 品 的 生产 情况 是 : 乡镇 企业 有 特色 饮食 品 和 低档 饮食 品 两 
类 ,中 心 城市 企业 有 高 档 饮食 品 和 低档 饮食 品 两 类 产品 。 它 们 争夺 这 一 部 分 购买 力 的 结 
局 见 表 12-1( 表 中 数字 是 相应 策略 下 对 乡镇 企业 的 营销 额 ,单位 是 万 元 );。 问 题 是 乡镇 企 
业 和 中 心 城市 企业 应 如 何 选择 对 自己 最 有 利 的 产品 策略 。 

表 12-1 

中 心 城市 企业 的 策略 


乡镇 企业 策略 
出 售 高 档 饮食 品 出 售 低档 饮食 品 
CO lo 


出 售 低 档 饮 食品 1 000 3 000 


例 2 (销售 竞争 问题 ) 假 定 企业 工 、 开 均 能 加 市 场 出 售 某 一 产品 ,不 妨 假定 它们 可 于 
时 间 区 间 L0,1 内 任 一 时 点 出 售 。 设 企业 工 在 时 刻 z 出 售 ,企业 全 在 时 刻 > 出 售 , 则 企业 
[的 收益 (记得 ) 因数 为 
的 iy 


> Fc(1—z) 若 工 一 (12. 1) 
] > = 


问 这 两 个 企业 各 选择 什么 时 机 出 售 对 目 己 最 有 利 ? 在 这 个 例子 中 ,企业 工 、 工 可 选择 的 策 
略 均 有 无 穷 多 个 。 

例 3 (拍卖 问题 ) 最 常见 的 一 种 拍卖 形式 是 : 先 由 拍卖 商 把 拍卖 品 描述 一 番 , 然 后 提 
出 第 一 个 报价 。 接 下 来 由 众多 欧 购 者 报价 ,每 一 次 报价 都 要 比 前 一 次 高 ,最 后 谁 出 的 价 最 
高 ,拍卖 品 即 归 谁 拍 得 。 假设 有 交 个 买主 给 出 的 报价 分 别 为 p1,…,p,, 且 不 妨 设 如 一 
思 -1 二 … 全 思 , 则 买主 浆 只 要 报价 略 高 于 户 ,-: ,就 能 买 到 拍卖 品 , 即 拍卖 品 实际 上 是 在 次 
高 价格 上 卖 出 的 。 现 在 的 问题 是 ,各 买主 之 间 可 能 知道 他 人 的 估价 ,也 可 能 不 知道 他 人 的 
估价 ,每 人 应 如 何 报价 对 自己 能 以 较 低 的 价格 得 到 拍卖 品 最 为 有 有利? 最 后 的 结果 又 会 
怎样 ? 

例 4 〈 内 犯难 题 ) 设 有 两 个 嫌疑 犯 因 涉嫌 某 一 大 案 被 警官 拘留 ,警官 分 别 对 两 人 进 
行 审讯 。 根 据 法 律 , 如 果 两 个 人 都 承认 此 案 是 他 们 干 的 , 则 每 人 各 判刑 7 年 ; 如 果 两 人 都 
不 承认 , 则 由 于 证 据 不 足 , 两 人 各 判刑 1 年 ; 如 果 只 有 一 人 承认 , 则 承认 者 予以 宽大 释放 ， 
而 不 承认 者 将 判刑 9 年。 因此 ,对 两 个 囚犯 来 说 ,面临 一 个 在 “承认 ”和 “不 承认 ”这 两 个 策 
略 间 进行 选择 的 难题 。 

上 面 几 个 例子 都 可 看 成 是 一 个 对 策 问 题 , 所 不 同 的 是 有 些 是 二 人 对 策 , 有 些 是 多 人 对 
策 ; 有 些 是 有 限 对 策 , 有 些 是 无 限 对 策 ; 有 些 是 零 和 对 策 , 有 些 是 非 怜 和 对 策 ; 有 些 是 合 
作对 策 , 有 些 是 非 合 作对 策 等 。 为 了 便于 对 不 同 的 对 策 问 题 进行 研究 ,对 策 论 中 将 问题 根 


据 不 同方 式 进 行 了 分 类 。 通 常 的 分 类 方式 有 : 

(1) 根据 局 中 人 的 个 数 ,分 为 二 人 对 策 和 多 人 对 策 ; 

(2) 根据 各 局 中 人 的 顾 得 果 数 的 代数 和 是 否 为 零 , 分 为 去 和 对 策 与 非 零 和 对 策 ; 

(3) 根据 各 局 中 人 间 是 否 允 许 合 作 , 分 为 合作 对 策 和 非 合 作对 策 ; 

(4) 根据 局 中 人 的 策略 集中 的 策略 个 数 , 分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 策 。 

此 外 ,还 有 许多 其 他 的 分 类 方式 ,例如 根据 策略 的 选择 是 否 与 时 间 有 关 , 可 分 为 静态 
对 策 和 动态 对 策 ; 根据 对 策 模型 的 数学 特征 ,可 分 为 矩阵 对 策 .连续 对 策 .微分 对 策 、 阵 地 
对 策 . 凸 对 策 .随机 对 策 等 。 

在 众多 对 策 模 型 中 ,占有 重要 地 位 的 是 二 人 有 限 零 和 对 策 (finite two-person zero- 
sum game), 又 称 为 矩阵 对 策 。 这 类 对 策 是 到 目前 为 止 在 理论 研究 和 求解 方法 方面 都 比 
较 完 善 的 一 个 对 策 分 文 。 符 阵 对 策 可 以 说 是 一 类 最 简单 的 对 策 模 型 ,其 研究 思想 和 方法 
十 分 具有 代表 性 ,体现 了 对 策 论 的 一 般 思 想 和 方法 , 且 和 矩阵 对 策 的 基本 结果 也 是 研究 其 他 
对 策 模型 的 基础 。 基 于 上 述 原 因 , 本 章 将 着 重 介绍 和 矩阵 对 策 的 基本 内 容 , 只 对 其 他 对 策 模 
型 作 简 要 介绍 。 


第 二 节 和 矩阵 对 策 的 基本 理论 


一 、 德 阵 对 策 的 纯 策 略 


和 矩阵 对 策 即 为 二 人 有 限 堆 和 对 策 .。“ 二 人 ?是 指 参加 对 策 的 局 中 人 有 两 个 “有 有限” 是 
指 每 个 局 中 人 的 策略 集 均 为 有 限 集 ;“ 零 和 ?是 指 在 任 一 局 势 下 ,两 个 局 中 人 的 顾 得 之 和 
总 等 于 零 , 即 一 个 局 中 人 的 所 得 值 恰好 等 于 男 一 局 中 人 的 所 失 值 ,双方 的 利益 是 完全 对 抗 
的 。“ 齐 王 赛马 ”就 是 一 个 矩阵 对 策 的 例子 , 齐 王 和 田 忌 各 有 6 个 策略 ,一 局 对 策 后 , 齐 王 
的 所 得 必 为 田 忌 的 所 失 。 

一 般 地 ,用 1 和 上 自分 别 表示 两 个 局 中 人 ,并 设 局 中 人 上 有 mx 个 纯 策 略 (pure 
strategies)al,… sam,， 局 中 全 有 个 纯 策 略 B1,…,B; 则 局 中 人 工 和 下 的 策略 集 分 别 为 
Si 一 人 az，… an 上 和 光一 (8 

当局 中 人 工 选 定 纯 策 略 w 和 局 中 人 开 选 定 纯 策 略 B; 后 ,就 形成 了 一 个 纯 局 势 
(ou ), 这 样 的 纯 局 势 共 有 痉 久 ?个 。 对 任 一 纯 局 势 ( ,8), 记 局 中 人 工 的 必得 值 为 
ai ， 称 


A= | 四 (12. 2) 
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为 局 中 人 工 的 顾 得 和 矩阵。 由 于 对 策 为 零 和 的 , 故 局 中 人 工 的 顾 得 矩阵 就 是 一 人。 


当局 中 人 工 , 工 的 策略 集 Si,S: 及 局 中 人 工 的 顾 得 和 矩阵 4 确定 后 ,一 个 矩阵 对 策 也 
就 给 定 了 , 记 为 C 一 (SS:; 4}。 在 " 齐 王 赛马 "的 例子 中 , 齐 王 的 顾 得 矩阵 为 
3 1 1 1 1 一 1 
1 3 1 1—1 1 
1 一 1 3 1 1 
-1 1 1 3 1 
1 1—-1 1 3 
1 1 1 一 1lL 1 
当 和 抢 阵 对 策 模 型 给 定 后 ,各 局 中 人 面临 的 问题 便 是 : 如 何 选择 对 自己 最 有 利 的 纯 策 
略 以 取得 最 大 的 顾 得 (或 最 少 所 失 )。 下 面 用 一 个 例子 来 分 析 各 局 中 人 应 如 何 选 择 最 有 利 
策略 。 
例 5 设 有 一 矩阵 对 策 G 二 1S1,Sz; 4) ,其 中 


CO 一 


= 1 一 和 
3 2 4 
A= 
=—] = 
一 号 0 6 


由 人 4 可 看 出 ,局 中 人 工 的 最 大 顾 得 是 9, 要 想得到 这 个 万 得 ,他 就 得 选择 纯 策 略 ws 。 由 于 
假定 局 中 人 开 也 是 理智 的 竞争 者 ,他 考虑 到 局 中 人 工 打 算出 as 的 心理 , 便 准备 以 Bs 对 付 
之 ,使 局 中 人 工 不 但 得 不 到 9, 反 而 失掉 10。 局 中 人 工 当 然 也 会 猜 到 局 中 人 开 的 这 种 心 
理 , 故 转 而 出 ws 来 对 付 , 使 局 中 人 本 得 不 到 10, 反 而 失掉 6……… 所 以 ,如 果 双 方 都 不 想 冒 
险 ,都 不 存在 侥幸 心理 ,而 是 考虑 到 对 方 必 然 会 设法 使 目 己 所 得 最 少 这 一 点 ,就 应 该 从 各 
日 可 能 出 现 的 最 不 利 的 情形 中 选择 一 个 最 有 利 的 情形 作为 决策 的 依据 ,这 就 是 所 谓 “ 理 管 
行为 ”, 也 是 对 策 双 方 实际 上 可 以 接受 并 采取 的 一 种 稳 受 的 方法 。 

在 例 5 中 ,局 中 人 1 在 各 纯 策 略 下 可 能 得 到 的 最 少 万 得 分 别 为 : 一 8,2, 一 10, 一 3, 其 
中 最 好 的 结果 是 2。 因 此 ,无论 局 中 人 工 选择 什么 样 的 纯 策 略 , 局 中 人 工具 要 以 ws 参加 对 
策 , 就 能 保证 他 的 收入 不 会 少 于 2, 而 出 其 他 任何 纯 策 略 , 都 有 可 能 使 局 中 人 工 的 收入 少 
于 2, 甚 至 和 输 给 对 方 。 同 理 , 对 局 中 人 开 来 说 ,各 纯 策 略 可 能 带 来 的 最 不 利 的 结果 是 : 9,2， 
6 ,其 中 最 好 的 也 是 2, 即 局 中 人 下 只 要 选择 纯 策 略 8: ,无 论 对 方 采 取 什么 纯 策 略 , 他 的 所 
失 值 都 不 会 超过 2 ,而 选择 任何 其 他 的 纯 策 略 都 有 可 能 使 自己 的 所 失 超 过 2。 上 述 分析 表 
明 , 局 中 人 工 和 开 的 “理智 行为 ”分别 是 选择 纯 策 略 cx 和 8:, 这 时 ,局 中 人 工 的 记得 值 和 局 
中 人 下 的 所 失 值 的 绝对 值 相 等 ,局 中 人 工 得 到 了 其 预期 的 最 少 顾 得 2, 而 局 中 人 下 也 不 会 
给 局 中 人 工 市 来 比 2 更 多 的 所 得 ,相互 的 到 和 争 使 对 策 出 现 了 一 个 平衡 局 势 (az,P) ,这 个 
局 势 就 是 双方 均 可 接受 的 , 且 对 双方 来 说 都 是 一 个 最 稳妥 的 结果 。 因 此 ,as 和 ps 应 分 别 
是 局 中 人 工 和 下 的 最 优 纯 策 略 。 对 一 般 和 矩阵 对 策 , 有 如 下 定义 。 


定义 1 设 G=={S1,Sz; 4)} 为 一 矩阵 对 策 , 其 中 Si 一 (aa am, Sz 一 (8 ,Bn})， 
A 一 (ai )nxn。o 若 
max minas 一 min maxas 和 p 
成 立 , 记 其 值 为 Vc, 则 称 Ve 为 对 策 的 值 , 称 使 式 (12.3) 成 立 的 纯 局 势 (a;* ,B)* ) 为 G 在 纯 
策略 意义 下 的 解 (或 平衡 局 势 ), 称 a;* 和 B;* 分 别 为 局 中 人 1 虐 和 上 的 最 优 纯 策略 。 
从 例 5 还 可 看 出 ,矩阵 4 中 平衡 局 势 (az ,Bz) 对 应 的 元 素 azz 既 是 其 所 在 行 的 最 小 元 
素 , 又 是 其 所 在 列 的 最 大 元 素 . 即 有 
aiz awz 寺 a 2 一 1,2,3,4 ;7= 二 1,2,3 (12. 4) 
将 这 一 事实 推广 到 一 般 和 矩阵 对 策 , 可 得 如 下 定理 。 
定理 1 和 矩阵 对 策 G 二 {S1,S:; 4} 在 纯 策 略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 纯 局 势 
(ai* ,B;* ) ,使 得 对 任意 i 和 7 ,有 
Qj" Saij" Sar; (12. 5) 
证 明 从 略 , 读 者 可 目 己 完成 。 
对 任意 矩阵 4, 称 使 式 (12. 5) 成 立 的 元 素 ci 六 为 矩阵 4 的 鞍点 。 在 矩阵 对 策 中 ,和 矩 
阵 4 的 鞍点 也 称 为 对 策 的 鞍点 。 
定理 1 中 式 (12.5) 的 对 策 意义 是 : 一 个 平衡 局 势 (a;* ,B;* ) 应 具有 这 样 的 性 质 : 当局 
中 人 工 选 择 了 纯 策 略 ai* 后 ,局 中 人 工 为 了 使 其 所 失 最 少 , 只 能 选择 纯 策 略 B* ,否则 就 可 
能 失 得 更 多 ; 反之 ,当局 中 人 开 选 择 了 纯 策 略 Bj* 后 ,局 中 人 工 为 了 得 到 最 大 的 顾 得 也 只 
能 选择 纯 策 略 a;* ,否则 就 会 属 得 更 少 , 双 方 的 欧 争 在 局 势 (air ,Bi ) 下 达到 了 一 个 平衡 


例 6 设 有 和 矩阵 对 策 G 二 {Si1,S:; 4) ,其 中 
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直接 在 4 提供 的 局 得 表 上 计算 ,有 
max minas 一 min maxay =ai:*j)* 二 8 1 一 1,3 7 一 4,4 

故 (ai ,82), (al ,84), (as 982) (as ,84) 都 是 对 策 的 解 , 且 Vc=8。 

由 例 6 可 知 , 一 般 对 策 的 解 可 以 是 不 唯一 的 , 当 解 不 唯一 时 , 解 之 间 的 关系 具有 下 面 
两 条 性 质 : 

性 质 1 (无 差别 性 ) 硅 (a; Bi) ) 和 (aa » Pi, ) 是 对 策 Cr 的 两 个 解 , 则 

性 质 2 (可 交换 性 ) 若 (a; ,8 ) 和 (as ,8 ) 是 对 策 G 的 两 个 解 ， 则 (a ,B;,) 和 
(Qi, Bi ) 也 是 对 策 C 的 解 。 


上 面 两 条 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 这 两 条 性 质 表 明 : 和 矩阵 对 策 的 值 是 唯一 
的 , 即 当 一 个 局 中 人 选择 了 最 优 纯 策 略 后 ,他 的 最 得 值 不 依赖 于 对 方 的 纯 策 略 。 


二 、 德 阵 对 策 的 混合 策略 
由 上 面 讨论 可 知 ,在 一 个 矩阵 对 策 G={Si,S:; 4} 中 ,局 中 人 工 能 保证 的 至 少 赢得 是 


v1 一 max min asy 
局 中 全 能 保证 的 至 多 所 失 是 
v2 一 min maxa; 
一 般 , 局 中 人 工 的 局 得 不 会 多 于 局 中 人 开 的 所 失 , 故 总 有 
Vl 二 V2 


当 二 vs 时 ,和 矩阵 对 策 在 纯 策 略 意义 下 有 人 解 , 晶 Ve 二 vi 二 vz;。 然 而 ,实际 中 出 现 的 更 多 情 
形 是 vw 一 vz, 这 时 ,根据 定义 1, 对 策 不 存在 纯 策 略 意义 下 的 解 。 例 如 ,对 琅 得 矩阵 为 
Po (- 
D 4 
的 对 策 来 说 ， Vimaxminas—4 i1” 二 2 
v2—minmaxas—5 1 一 ] 
vz 二 5 之 4 三 vi 
于 是 , 当 双 方 各 根据 从 最 不 利 情形 中 选择 最 有 利 的 原则 选择 纯 策 略 时 ,应 分 别 选择 cx 和 
Bi, 此 时 局 中 人 工 的 谨 得 为 5, 比 其 预期 的 至 多 万 得 vi 二 4 还 多 。 原 因 在 于 局 中 全 选择 
了 Bi, 使 局 中 人 I 工 得 到 了 本 不 该 得 的 砌 得 , 故 Bl 对 局 中 人 本 来 说 不 是 最 优 的 ,因此 他 会 考 
虑 出 B;。 局 中 人 工会 采取 相应 的 办 法 , 改 出 w ,以 使 蜂 得 为 6, 而 局 中 人 开 又 可 能 仍 取 策 
略 8 来 对 付 局 中 人 工 的 策略 wo 。 这 样 , 局 中 人 工 出 wa 和 as 的 可 能 性 及 局 中 人 开 出 8 和 
记 的 可 能 性 都 不 能 排除 ,对 两 个 局 中 人 来 说 ,不 存在 一 个 双方 都 可 以 接受 的 平衡 局 势 , 即 
不 存在 纯 策 略 意义 下 的 解 。 在 这 种 情况 下 ,一 个 比较 自然 且 合 乎 实际 的 想法 是 : 既然 局 
中 人 没有 最 优 策略 可 出 ,是 否 可 以 给 出 一 个 选择 不 同 策略 的 概率 分 布 。 如 局 中 人 工 可 制 
定 这 样 一 种 策略 : 分 别 以 概率 1/4 和 3/4 选取 纯 策 略 c: 和 az , 称 这 种 策略 为 一 个 混合 策 
略 。 同 样 , 局 中 人 开 也 可 以 制定 这 样 一 种 混合 策略 : 分 别 以 概率 1/2,1/2 选取 纯 策 略 B1， 
8:。 下 面 ,给 出 矩阵 对 策 混合 策略 及 其 在 混合 策略 意义 下 解 的 定义 。 
定义 2 设 有 和 矩阵 对 策 G 二 14S1,S;; 4}) ,其 中 
91 一 Mar，…,anm 9: 一 {Bs* shh} A= (Qs ) mxn 
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第 十 二 章 ”对 策 论 


则 分 别称 S? 和 Sz 为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 集 ( 或 策略 集 ); 对 zEST 和 >yESz , 称 x 
和 y 为 混合 策略 (或 策略 ),(x,y) 为 混合 局 势 (或 局 势 )。 局 中 人 工 的 顾 得 晒 数 记 成 


E(x,y) = x'Ay 一 2, pasriy; (12. 6) 


称 G 二 {S7 ,S2 ; 忆 ) 为 对 策 G 的 混合 扩充 。 

不 难看 出 , 纯 策 略 是 混合 策略 的 一 个 特殊 情形 。 一 个 混合 策略 x 二 (x1 ,… ,Xxm) 可 
理解 为 : 如 果 进 行 多 局 对 策 G 的 话 , 局 中 人 工分 别 选 取 纯 策略 cl ,… ,am 的 频率 ; 若 只 进 
行 一 次 对 策 , 则 反映 了 局 中 人 工 对 各 纯 策 略 的 偏爱 程度 。 

下 面 , 讨论 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 解 的 概念 。 设 两 个 局 中 人 仍 如 前 所 述 那 样 
进行 理智 的 对 策 , 则 当局 中 人 工 选 择 混 合 策略 x 时 ,他 的 预期 所 得 (最 不 利 的 情形 ) 是 
minE(x,y) ,因此 ,局 中 人 工 应 选取 xE Sr ,使 得 


yES, 
v1 一 max min E(x,y) (12.7) 
xES] JES2 
同 理 , 局 中 人 本 可 保证 的 所 失 的 期 望 值 至 多 是 
vz 一 min max E(x,y) (12.8) 
yES> xEST 
显然 ,有 Vsvz。 
定义 3 设 C = 一 4S7,S; ; 上 ) 是 矩阵 对 策 G 二 {Si1,S:; 44) 的 混合 扩充 。 如 果 
max minE(x,y) = min max E(x,y) (12.9) 
rzESl ?>ES2 yES? zEST 


记 其 值 为 Ve, 则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12. 9) 成 立 的 混合 局 势 (x ,y* ) 为 G 在 混 
全 策略 意义 下 的 解 ( 或 平衡 局 势 ), 称 x” 和 y* 分别 为 局 中 人 1 上 各 的 最 优 混合 策略 。 
现 约定 ,以 下 对 和 矩阵 对 策 G 二 {S11,S:; A} 及 其 混合 扩充 G 二 {S7 ,Sz ; 区) 一 般 不 加 
以 区 别 , 都 用 G={Si,S;; 4A) 来 表示 。 当 G 在 纯 策略 意义 下 的 解 不 存在 时 ,自然 认为 讨论 
的 是 在 混合 策略 意义 下 的 解 。 
和 定理 1 类 似 , 可 给 出 矩阵 对 策 G 在 混合 策略 意义 下 解 存 在 的 鞍点 型 充 要 条 件 。 
定理 2 和 矩阵 对 策 CG 在 混合 策略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 x* EST,) ES， 
使 得 对 任意 xESr 和 yES; ,有 
有 Tas 102 
例 7 考虑 和 窍 阵 对 策 C 一 (1 92; A} ,其 中 
3 
5 4 
由 前 面 讨 论 已 知 G 在 纯 策 略 意 义 下 无 解 , 故 设 x 二 (zi1,z2) 和 yy 三 (yi1,yz) 分 别 为 局 中 人 工 
和 本 的 混合 策略 , 则 
Sr = {((zlyzz) | X17T2 宇 0,T1 二 zs = 1) 
2 


‘| 


{((y1，yz ) | y1 YY2 宇 0,y1 十 yz 二 1} 


565) 
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局 中 人 工 的 顾 得 的 期 望 是 
E(x,y)= 3zliyl 十 6ziyz 十 5zzyl 十 4zzyz 
二 3X1Y1 十 6x1(1 一 y1) J — 1) Yi al 一 y1) 


-人 (二 
人 人) 人 二 中) 则 Eee 
友人 


故 x* 二 (地, 六) 和 y" 二 (去 ,去 ) 分 别 为 局 中 人 工 和 卫 的 最 优 策略 ,对 策 的 值 (局 中 全 
9 


人 ,yy) 一 下 (xy ) 一 可 ， 即 有 


的 赢得 的 期 望 值 ) 为 Ve 一 避 。 


三 、 和 矩阵 对 策 的 基本 定理 


本 市 将 讨论 矩阵 对 策 解 的 存在 性 及 其 性 质 , 给 出 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 解 的 存 
在 性 的 构造 性 证 明 , 同 时 给 出 了 求解 矩阵 对 策 的 基本 方法 一 一 线性 规划 方法 。 
以 下 , 记 
Bt) = S00 Fis 


E(x,j) = >》 si (12. 12) 

则 (i,y) 为 局 中 人 I 取 纯 策略 w 时 的 说 得 值 ,E(x,j) 为 局 中 全 取 纯 策略 B; 时 的 太 得 
值 。 由 式 (12. 11) 和 式 (12.12) ,有 

E(x,y) = D1 Diy = 5)( Dasy; )z: 一 DE (Ci, (和 13) 


E(x,y) = > Sasriy; = 一 | > ourijy == > 已 (xy (C12. 14) 


根据 上 面 记 号 ,可 给 出 定理 2 的 另 一 等 价 形式 : 
定理 3 设 x*ESr?,y ”ES2, 则 (x*,y”) 为 对 策 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 
i 二 ],…,m 和 7 二 1,…,n, 有 
El(i,y’) E(x’,y’) E(x yj (1 15) 
证 明 设 (x* ,y* ) 是 对 策 G 的 解 , 则 由 定理 2, 式 (12. 10) 成 立 。 由 于 纯 策 略 是 混合 
策略 的 特例 , 故 式 (12. 15) 成 立 。 反 之 , 设 式 (12. 15) 成 立 ,由 
E(x,y’)= ECGi,y’)z < E(x 7 ) r= E(x ,y’) 


Ba = YE dy Er) 


即 得 式 (12. 10) ,证 毕 。 
定理 3 说 明 , 当 验证 (Cx ,yy ” ) 是 否 为 对 策 G 的 解 时 ,只 需 对 由 式 (12. 15) 给 出 的 有 
限 (mX) 个 不 等 式 进行 验证 ,使 对 解 的 验证 大 为 简化 。 定 理 3 的 一 个 等 价 形式 是 定 


理 4。 
定理 4 设 x ESr?,yE€ESz2, 则 (x* ,y”) 为 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 数 v, 使 得 x* 


和 y* 分 别 是 不 等 式 组 (12.16) 和 (12. 17) 的 解 , 且 v 一 Vc 。 
| 人 105 >=v (1 一 1,…,7) 


| 5)z:=1 (12. 16) 


i 0 (1 一 1,*,m) 


pa vu (1 = 1 ,mm) 
i 


Sy;=1 tT 11975 
y 宇 0 (= 1,.…,n) 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
下 面 给 出 矩阵 对 策 的 基本 定理 ,也 是 本 节 的 主要 结果 。 
定理 5 对 任 一 矩阵 对 策 G 二 1S1,S:; A) ,一 定 存 在 混合 策略 意义 下 的 解 。 
证 明 由 定理 3, 只 要 证 明 存 在 z "ESr,y ESz ,使 得 式 (12. 15) 成 立 。 为 此 ,考虑 
如 下 两 个 线性 规划 问题 : 


INax Tw 
Pasri2w (= 1,.%,n) 
(P) 4 
p27 二 1 
Ti 之 0 (i= l,m) 
和 
min v 
Fasyj; Sv (= 1,.,m) 
(D) 4 
D3; wk 


Vi 之 0 (1] 一 1,……,77) 
容易 验证 ,问题 CP) 和 (D) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 ,而且 


= (1,0,°%…,0) €E E” w= min ai 
| 


是 问题 (P) 的 一 个 可 行 解 ; 


总 


一 (1,0,… ,0) EF v= maxan 

是 问题 CD) 的 一 个 可 行 解 。 由 线性 规划 对 偶 定 理 可 知 , 问 题 CP) 和 (CD) 分 别 存 在 最 优 解 
(Cr ww” ) 和 (>y,), 且 ”一 。 即 存在 zz ”ESr,y ES 和 数 w” ,使 得 对 任意 
zZ 一 ] ,…。,77? 和 7 二 1,…,n, 有 

Dasyi 过 UU” 世 > ,air (12. 18) 
或 

FE(isy ) 夺 vv < P(E DD, 人 
又 由 

E(x sy ) 一 PECGi,y’ oY < > = Uv 


E(x ,y*)= SECx’ ,jy vv Dy = ov’ 

得 到 wv” = 二 E(x* ,y”), 故 由 式 (12. 19) 知 式 (12. 15) 成 立 ,证 毕 。 

定理 5 的 证 明 是 构造 性 的 ,不 仅 证 明了 和 矩阵 对 策 解 的 存在 性 ,同时 给 出 了 利用 线性 规 
划 方法 求解 矩阵 对 策 的 思路 。 

下 面 的 定理 6 至 定理 9 讨论 了 和 矩阵 对 策 及 其 解 的 若干 重要 性 质 ,它们 在 矩阵 对 策 的 
求解 时 将 起 重要 作用 。 

定理 6 设 (x* ,》) 是 矩阵 对 策 G 的 解 ,v 二 Ve, 则 

(1) 若 z? 盖 0， 则 | > agoy 一 了 


(2) 在 二 0, 则 pa 一 也 
(3) 车 2》jasy) 二 v, 则 x = 二 0 


(4) 车 2》 yaszr? > Us, 由 yr 二 0 


证 明 由 
v 一 max E(x,y ) 
zESl 
有 
v— Pasy? 一 maxEGxr, 久 ) 一 EGi,y) 之 0 
j ES 
又 因为 


pS (v— jany? )= 也 一 > Dauriy} = 一 但 
所 以 , 当 xz? 二 0 时 , 必 有 Dasy? = 当 Sasy} 二 Uv 时 , 必 有 zz? 二 0,(1),(3) 得 证 。 


同 理 可 证 (2),(4) ,证 毕 。 
以 下 , 记 T(C) 为 矩阵 对 策 G 的 解 集 , 下 面 3 个 定理 是 关于 和 矩阵 对 策 解 的 性 质 的 主要 


第 十 二 章 ” 对 策 论 


结果 。 

定理 7 设 有 两 个 矩阵 对 策 n= (S102; Al} ,Cs 一 (12 4:} ,其 中 5 
Azs 二 (a5 十 L),L 为 一 任意 常数 , 则 

(1) Ve, 一 Vc +L 

(2) T(G1)=T(G;) 

定理 8 设 有 两 个 矩阵 对 策 G1= 二 {1S1,Ss; A)},G: 二 {S91,S:; ao4) ,其 中 ac 二 0, 为 一 任 
意 篆 数 , 则 

(1) Ve, =aVs, 

(2) T(G1)=T(G;) 

定理 9 设 G 二 {1S1,S;; 4) 为 一 矩阵 对 策 , 有 是 A 二 一 A 为 斜 对 称 矩 阵 ( 亦 称 这 种 对 
策 为 对 称 对 策 ) , 则 

(1) Ve=0 

(2) Ti(G)=T;,(G) 
其 中 ,TI(G) 和 Ts(G) 分 别 为 局 中 人 I 工 和 了 的 最 优 策略 集 。 


第 三 节 ”和 矩阵 对 策 的 解法 


一 、 图 解法 

本 节 将 介绍 矩阵 对 策 的 图 解法 ,这 种 方法 不 仅 为 赢得 矩阵 为 2Xn 或 mX2 阶 的 对 策 
问题 提供 了 一 个 简单 直观 的 解法 ,而 且 通 过 这 种 方法 可 以 使 我 们 从 几何 上 理解 对 策 论 的 
思想 。 下 面 , 通 过 一 些 例子 来 说 明 图 解法 。 

例 8 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G=={S1,S;; A), 其 中 

pr [ 3 , 
7 5 2 

解 ” 设 局 中 人 本 的 混合 策略 为 (zx,1 一 x)',TE[0,1]。 过 数 轴 上 坐标 为 0 和 1 的 两 
点 分 别 作 两 条 垂 线 I- 工 和 [T-T。 垂 线 上 的 纵 坐 标 分别 表 示 局 中 人 工 采 取 纯 策略 ck 和 a 
时 ,局 中 人 本 采取 各 纯 策 略 时 的 赢得 值 ( 见 图 12-1)。 当 局 中 人 工 选择 每 一 策略 (z,1 一 z)7 
后 ,他 的 最 少 可 能 的 收入 为 由 Bl,B;,B3 所 确定 的 3 条 直线 在 过 处 的 纵 坐 标 中 之 最 小 者 决 
定 。 所 以 ,对 局 中 人 工 来 说 ,他 的 最 优选 择 是 确定 zx, 使 3 个 纵 坐 标 中 的 最 小 者 尽 可 能 的 
大 ,从 图 上 来 看 ,就 是 使 得 x 二 OA, 这 时 ,B 点 的 纵 坐 标 即 为 对 策 的 值 。 为 求 + 和 对 策 的 
值 Ve, 可 联 立 过 B 点 的 两 条 由 B; 和 Bs 确定 的 直线 的 方程 : 

1f3z 十 5G1 一 并 ) ~ Ve 


li1z 4+ 201— zx) = Ve 


355 


本 


a 


> 777 


12-1 2Xn 对 策 的 图 解法 


， 


3 8 


2 _49 , 、 。_ /3 
解 得 z 一 琳 ,Ve 一 五 。 所 以 ,局 中 人 工 的 最 优 策略 为 x 一 ( 琳 ,' 订 ) 。 从 图 上 还 可 看 出 ， 


局 中 人 工 的 最 优 混合 策略 只 由 B82 和 B3 组 成 。 事 实 上 ,车 设 y 二 (yr7 ,y2 ,yw3 ) 为 局 中 人 工 


的 最 优 混合 策略 , 则 由 E(x",1) 一 2X 节 十 7X 方 一 守之 针 一 Ve, 根 据 定理 6, 必 有 


。 8 
VY1 二 0。 又 因 T1 一 1 一 0，,zs 二 条 0, 骨 根据 定理 6, 可 由 
NE 
49 
11 
yz 十 ys 三 1 


5yz 十 2y3 一 


得 v 一 2 一生 所 二 “一 [0.9.21 
求 得 y2 = 订 ,3 一 主 。 所 以 ,局 中 全 的 最 优 混合 策略 为 y* 一 | 0, 订 , 石 | 。 


11 
例 9 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G==(S1,S:; A), 其 中 


2 7 
A 二 16 6 
ll 2 


解 ” 设 局 中 人 本 的 混合 策略 为 (y,1 一 y) ,yEL0,1j. 由 图 12-2 可 知 , 对 任 一 y€ 
[0,1j], 直线 Ql1 »Q2» 03 的 纵 坐 标 是 局 中 人 ll 采取 混合 策略 (y,1 一 y) 时 的 文 付 。 根据 从 最 
不 利 当 中 选择 最 有 利 的 原则 ,局 中 人 开 的 最 优 策略 就 是 确定 y, 使 得 三 个 纵 坐 标 中 的 最 大 
者 尽 可 能 的 小 ,从 图 上 看 ,就 是 要 选择 y, 使 得 A 三 y 夺 A;, 这 时 ,对 策 的 值 为 6。 由 方 
程 组 

2y 十 y(1 一 y) 王 6 
{0 一 y) 一 6 


12-2 mX2 对 策 的 图 解法 


解 得 A 一 二 ,As 一 全 , 故 局 中 人 古 的 最 优 混合 策略 是 y" 一 (y,1 一 y) 7, 其 中 三 y 过 人， 
局 中 人 工 的 最 优 策 略 显然 只 能 是 (0,1,0) , 即 取 纯 策略 wz 。 
二 、 方程 组 法 

由 定理 4 可知, 求 矩 阵 对 策 解 (x” ,y* ) 的 问题 等 价 于 求解 不 等 式 组 (12. 16) 和 (12. 17); 


又 由 定理 5 和 定理 6 可 知 ,如 果 最 优 策略 中 的 zz 和 yi 均 不 为 去, 则 可 将 上 述 两 不 等 式 
组 的 求解 问题 转化 为 下 面 的 两 个 方程 组 的 求解 问题 。 


| Ww 《FS= 1msn) 


12. 20) 
zi 一 六 | 
Dasy; 二 vv (1 二 ] .…… ,77) 
(12. 21) 
> yj = 


如 果 方 程 组 (12.20) 和 (12.21) 存 在 非 负 解 zx” 和 y* , 便 求 得 了 对 策 的 一 个 解 。 如 果 这 两 
个 方程 组 不 存在 非 负 解 , 则 可 视 具 体 情 况 ,将 式 (12.20) 和 式 (12.21) 中 的 某 些 等 式 改 成 不 
等 式 ,继续 试 求 解 ,直至 求 得 对 策 的 解 。 这 种 方法 由 于 事先 假定 xz 和 yy) 均 不 为 零 , 故 当 
最 优 策略 的 某 些 分 量 实际 为 零 时 , 式 (12. 20) 和 式 (12. 21) 可 能 无 解 , 因 此 ,这 种 方法 在 实 
际 应 用 中 有 一 定 的 局 限 性 。 但 对 于 2X2 的 矩阵 ,当局 中 人 工 的 赢得 矩阵 


Ull U1l2 


| 


不 存在 鞍点 时 ,容易 证 明 : 各 局 中 人 的 最 优 混合 策略 中 的 xz? ,yi 均 大 于 零 。 于 是 ,由 定 
理 6, 方 程 组 


al1zl 十 azzz 一 忆 


al2l1 十 wzzzz 一 也 


Xl 十 zz 一 ] 
和 
allyl 十 aizyz 三 v 
Q21y1 十 wzzyz 三 v 
yI 十 y= 二 1 
一 定 有 严格 的 非 负 解 (也 就 是 两 个 局 中 人 的 最 优 策略 ) : 
~ (12. 22) 


(all 十 azz) (a12 十 wzl) 


= Ql1l 一 QI12 
Re (all 十 azz ) 一 (alz 十 a2z1) SE 0 


22 2 
”CT (12. 24) 
rp 


ll W221 
”一 一 一 (12. 25) 
2 (wall 十 422) 一 (alz 十 Czl) 


Q11Q22 一 Q12Q21 
x L021 一 让 (12. 26) 
. (all 十 azz ) OO— (a1z 十 421) 本 


例 10 求解 矩阵 对 策 GC=14Si,S:; A), 其 中 A 为 
记 PB: Bs PB Bs 
4 0 3 0 
0 2 5 
3 9 5 
6 8 7 
as(6 0 8 8 3 
解 ” 首 先 可 利用 和 矩阵 对 策 的 优 超 原 则 对 矩阵 A 进行 化 简 。 为 此 ,应 用 优 超 原则 依次 
简化 得 到 矩阵 4 ,A。 和 A;: 


> 

| 

只 

So 
心 ~ 
Oi 避 


B1 bp: Bs Bs bs Bb PB: 
pb! 应 

urf7 3 9 5 9 fy 
af 3 
A! 二 «|l4 6 8 7 6 A, 二 a 14 6 As = | ) 
aa\4 6 

asI6 0 8 8 3 al6 0 


易 知 A， 没有 鞍点 ,由 定理 6, 可 以 求 出 方程 组 
7Za 十 4z4 二 vv 1y1 十 3ys = 
|= 十 6z4 二 v 和 区 十 6ys 三 v 


Ts 十 Zi 一 1] 


| 
S| 


yi Vy2 


的 非 负 解 
* .1 有 
3 ~ ED 4 一 3 
. 1 1 
pW Ya = 了 
Uv 二 5 
于 是 ,以 矩阵 4 为 砌 得 矩阵 的 对 策 的 一 个 解 就 是 
= (90.0， 3 ,之 ,0) 
y -== ( 喜 ; 志 ,00,0) 
Ve 一 本 


例 11 求解 矩阵 对 策 * 齐 王 赛马 "。 
解 ” 根 据 本 章 第 一 节 中 给 出 的 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 , 齐 王 的 赢得 矩阵 为 人 ,并 设 齐 王 和 
田鼠 的 最 优 混合 策 略 分 别 为 一 (和 和 号 一 (of sg 并 。 从 而 列 出 求解 
方程 组 ,并 求解 得 到 二 于 (1 和 6 一 下 O=1 :6),Vc 一 ov 一 1, 即 双方 都 以 亏 的 
概率 选取 每 个 纯 策 略 。 或 者 说 在 六 个 纯 策 略 中 随机 地 选取 一 个 即 为 最 优 策 略 。 总 的 结局 
应 该 是 : 齐 王 赢 的 机 会 为 ,赢得 的 期 望 值 是 1 千金 。 但 是 ,如 果 齐 王 在 每 出 一 匹 马 前 将 


目 己 的 选择 告诉 对 方 , 即 公开 了 目 己 的 策略 ,例如 齐 王 的 出 马 次 序 是 (上 ,中 ,下 ) ,并且 这 
个 次 序 让 田 忌 知道 了 , 则 田 忌 就 可 用 (下 ,上 ,中 ) 的 出 马 次 序 对 付 之 ,结果 是 田 忌 反而 可 启 
得 1 千金。 因此, 当 和 矩阵 对 策 不 存在 鞍点 时 , 欧 争 的 双方 均 应 对 每 局 对 抗 中 日 己 将 选取 的 
策略 加 以 保密 ,否则 ,策略 被 公开 的 一 方 是 要 吃亏 的 。 
三 、 线 性 规划 法 

本 节 给 出 一 个 具有 一 般 性 的 求解 矩阵 对 策 的 方法 一 一 线性 规划 方法 ,用 这 种 方法 可 
以 求解 任 一 矩阵 对 策 。 由 定理 5 可 知 ,求解 矩阵 对 策 可 等 价 地 转化 为 求解 互 为 对 侦 的 线 
性 规划 问题 (P) 和 (D)。 故 在 问题 (P) 中 , 令 ( 由 定理 7, 不 妨 设 z 二 0) 


Ti 一 一 (i= 1,.,m) 2 21) 
则 问题 (P) 的 约束 条 件 变 为 
Sjasri2 1 (7 = 1 ,nn) 
/ _ ] 
et 
: WwW 


Ti 宇 0 (f= Len snp) 


故 问题 (P) 等 价 于 线性 规划 问题 (P') 
min > 
(P') Dasri>1 (= 1,.,n) 


Ti 宇 0 (71 = ] ,… ,777) 


同 理 , 令 
y= = 1,.,n) (12. 28) 
可 知 问题 CD) 等 价 于 线性 规划 问题 CD ) 


(CD ) Yasy ;< 1 (i= 1,.,m) 


y; 宇 0 GG = 1,.…,n) 
显然 ,问题 (P') 和 (D') 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 ,可 利用 单纯 形 或 对 偶 单 纯 形 方法 求解 , 求 
解 后 ,再 由 变换 式 (12. 27) 和 式 (12.28), 即 可 得 到 原 对 策 问题 的 解 和 对 策 的 值 。 
例 12 利用 线性 规划 方法 求解 下 述 和 矩阵 对 策 , 其 说 得 矩阵 为 


7 2 9 
2 9 0 
9 0 11 


解 ” 求解 问题 可 化 成 两 个 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 : 
min (XI 十 工 > 十 工 3) 
7 = 下 9Z3 之 


(P) 271 TT 972 > | 
9zx1 | 
1 sd2 33 二 0 


InNnax (yi 十 yz 十 ys) 
{yi1 RL 2y2 9y3 三 1 


9 yi = 
y1，y2，y3 之 0 
上 述 线 性 规划 的 解 为 
i 
Frm 3 
We A 起 】 i 
ET 人 6 


故 对 策 问 题 的 解 为 


第 四 忆 其 他 类 型 对 胰 简 介 


一 、 二 人 无 限 零 和 对 策 


和 矩阵 对 策 最 简单 的 推广 就 是 局 中 人 的 策略 集 从 有 限 集 变 为 无 限 集 , 例 如 是 L0,1jj 区 
间 。 一 般 用 G= {Si,S;:; 五 ) 表 示 一 个 二 人 无 限 零 和 对 策 , 其 中 S! 和 S; 中 至 少 有 一 个 是 
无 限 集 合 , 互 为 局 中 人 工 的 赢得 图 数 。 记 


v1 一 max min H(a:;,p;) 
oji ES B ES, 


= min max Hl(a; »B;) 


则 vw 为 局 中 人 工 的 至 少 属 得 ,wz 为 局 中 人 本 的 至 多 所 失 。 显 然 有 三 vz，, 当 vi 二 vs 时 ， 
有 如 下 定义 : 
定义 4 设 G= (91 ,2; 互 } 为 二 人 无 限 零 和 对 策 。 各 存在 ai EI] i ES ,使 得 
max min H(a;,pB;) = Ee H(a;,B;) = H(ai* ,pB;* ) (12. 29) 


a ES BES, 
记 其 值 为 Ve, 则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12.29) 成 立 的 (a;* ,B;* ) 为 G 在 纯 策 略 意义 
下 的 解 ,a:* ,B;* 分 别称 为 局 中 人 I 工 和 的 最 优 纯 策 略 。 
定理 10 (ai ,B* ) 为 G 二 {Si1,S;i; 万 } 在 纯 策 略 意义 下 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 
ai:E Si1,B; ES:, 有 
Hl(a;,B* ) < Hla ,Bi* ) SH(as* ,Bi) (12. 30) 
例 13 设 局 中 人 工 、 开 互相 独立 地 从 L0,.1j 中 分 别 
选择 一 个 实数 zx 和 yy, 局 中 人 工 的 赢得 图 数 为 互 (z,y) 三 
2T 一 y 。 对 策 中 ,局 中 人 工 希 望 电 越 大 越 好 ,局 中 人 
开 则 希望 互 越 小 越 好 。 图 12-3 给 出 了 五 (z,y) 的 等 
值 线 ,通过 对 该 图 的 分 析 , 不 难看 出 双方 竞争 的 平衡 局 
势 为 (1,1), 即 1,8 一 1 分别 为 局 中 人 工 和 开 的 
最 优 纯 策 略 ,Ve 王 1。 可 以 验证 ,对 (% ,8 ) 一 (1.1)， 
式 (12. 30) 是 成 立 的 。 
由 和 矩阵 对 策 的 结果 已 知 , 式 (12. 29) 一 般 并 不 成 立 ， 


即 对 策 G 二 {S11,S;2; 互 } 在 纯 策 略 意义 下 无 解 。 同 矩阵 对 策 中 引入 混合 策略 的 做 法 类 似 ， 
也 可 定义 无 限 对 策 的 混合 策略 如 下 : 局 中 人 工种 的 混合 策略 羡 和 YY 分 别 为 策略 集 S， 
和 S: 上 的 概率 分 布 ( 或 分 布 图 数 ) ,混合 策略 集 记 为 X 和 Y。 若 用 zx,y 表示 纯 策 略 ， 
Fx(Cz),Fyr(Cy) 表 示 混 合 策略 于 ,Y 的 分 布 , 则 局 中 人 工 的 顾 得 图 数 可 以 有 以 下 4 种 形式 : 
H(zx,y) 以 及 


H(AX,y)= | H(zx,y)dFx(x) 
1 

H(zx,Y)= | H(zx,y)dFy(y) 
2 


H(X,Y)= | | H(zx,y)dFx(x)dFy(y) 
1™ 52 


定义 5 如 果 有 
sup inf H (X.Y) 一 inf sup H (X,Y) 一 Ve C12 2) 
则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12. 31) 成 立 的 (X,Y”) 为 对 策 G 的 解 , 关 ”和 YY 分别 为 
局 中 人 工 和 开 的 最 优 策 略 。 


定理 11 (X*,Y* ) 为 对 策 G 二 {S91, Sz; 瑟 } 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 关 EX， 
YEY, 有 
H(X,Y*) < H(X’*,Y*) < H(X* ,Y) (12. 32) 
当 Si 一 S: 王 [0,1], 且 互 C(z,y) 为 连续 图 数 时 , 称 这 样 的 对 策 为 连续 对 策 。 对 连续 对 
策 而 言 , 局 中 人 工本 的 混合 策略 即 为 [0,1j 区 间 上 的 分 布 函数 。 记 L0,1j] 区 间 上 的 分 布 也 
数 的 集合 为 D, 则 有 


1 rl 
H(X,Y) = | | H(zx,y)dFx(r)dFy(y) 
OJ0 
对 连续 对 策 , 记 


vl 一 max min H(X,Y) 
XeED YeD 


v2» 一 min max H(X.Y) 


YED xéeD 
这 里 ,不 加 证 明 地 给 出 关于 连续 对 策 的 基本 定理 。 

定理 12 对 任何 连续 对 策 , 一 定 有 v1 王 v。 

例 14 (生产 能 力 分 配 问题 ) 某 公司 下 属 甲 、 乙 两 个 工厂 ,分 别 位 于 A、B 两 市 。 设 两 
三 总 生产 能 力 为 1 个 单位 ,两 市 对 工厂 产品 的 总 需求 也 是 1 个 单位 。 如 果 A 市 的 需求 量 
为 x+, 则 B 市 的 需求 量 为 1 一 x+, 这 时 只 要 安排 A 厂 的 生产 能 力 为 xz, 就 能 使 供需 平衡 。 但 
现在 不 知道 A 市 的 确切 需求 量 z 是 多 少 , 如 果 安 排 A 厂 的 生产 能 力 为 y,' 则 将 产生 供需 
上 的 不 平衡 。 不 平衡 的 程度 可 用 数值 表示 为 
Wh 让 


InNax En 
y 1 一 y 
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公司 的 目标 是 选择 y, 使 得 


| (12. 33) 


exe | 于 ,1 = 
达到 极 小 。 如 果 以 市 场 需求 为 一 方 ,公司 为 另 一 方 , 则 以 上 问题 可 转化 为 一 个 连续 对 策 问 
题 ,其 中 

Si1=S:=[0,1] H(z,y) = max | 
对 这 个 对 策 求解 的 结果 为 : 公司 方 的 最 优 策略 (为 纯 策略 ) 是 y* 一 元 , 即 两 个 厂 各 生产 一 


半 ; 市 场 需求 方 的 最 优 策略 (为 混合 策略 ) 是 : 分 别 以 0.5 的 概率 取 0 和 1, 即 要 么 全 部 需 
求 都 集中 在 A 市 ,要 么 都 集中 在 也 市 , 且 两 种 情况 发 生 的 概率 相等 。 该 对 策 的 值 为 Vc 王 2， 
即 当 公司 和 市 场 均 选 择 各 目的 最 优 策略 时 ,两 市 中 需求 大 于 供给 的 平均 程度 为 2( 求 解 过 
程 较 复杂 , 略 去 ) 。 


二 、 多 人 非 合 作对 策 


实际 问题 中 ,会 经 稼 出 现 多 人 对 策 的 问题 , 且 每 个 局 中 人 的 最 得 果 数 之 和 也 不 一 定 为 
去 ,特别 是 许多 经 济 过 程 中 的 对 策 模型 一 般 都 是 非 零 和 的 ,因为 经 济 过 程 总 是 有 新 价值 的 
产生 。 所 谓 非 合作 对 策 ,就 是 指 局 中 人 之 间 互 不 合作 ,对 策略 的 选择 不 允许 事先 有 任何 交 
换 信 息 的 行为 ,不 允许 订立 任何 约定 ,矩阵 对 策 就 是 一 种 非 合 作对 策 。 一 般 非 合作 对 策 模 
型 可 摘 述 为 : 

(1) 局 中 人 集合 : TI 一 {1,2，…,7); 

(2) 每 个 局 中 人 的 策略 集 : Si1,S:,…*,S,( 均 为 有 限 集 ); 

(3) 局 势 : s 二 (581 ,5s,)ESIX'…XS,; ， 

(4) 每 个 局 中 人 i 的 赢得 消 数 记 为 及;(s) ,一 般 说 来 ， 2 Hs) 沽 0。 一 个 非 合 作 > 


人 对 策 一 般 用 符号 G 二 (41,1{S;}) ,{( 互 ; 销 表 示 。 
为 讨论 非 合 作 nn 人 对 策 的 平衡 局 势 , 引 入 记号 : 
| = Cs ys sd i ss ) (12. 34) 
它 的 含义 是 : 在 局 势 ;二 (51,… ,ss) 中 ,局 中 人 i 将 自己 的 策略 由 s; 换 成 si ,其 他 局 中 人 的 
策略 不 变 而 得 到 的 一 个 新 局 势 。 如 果 存 在 一 个 局 势 ; ,使 得 对 任意 s; € S;, 有 
五 ,(s) 之 H.,(s|| 总 ) 
则 称 局 势 * 对 局 中 人 i 有 利 , 也 就 是 说 , 硅 局 势 ; 对 局 中 人 i 有 利 , 则 不 论 局 中 人 ii 将 目 己 
的 策略 如 何 置换 ,都 不 会 得 到 比 在 局 势 * 下 更 多 的 万 得 。 显 然 , 在 非 合 作 的 条 件 下 ,每 个 
局 中 人 都 力图 选择 对 目 己 最 有 利 的 局 势 。 
定义 6 ”如果 局 势 * 对 所 有 的 局 中 人 都 有 利 , 即 对 任意 ziET,s ESi, 有 
H.(s) 互 ;Cs | s?) (12. 35) 


Er 
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则 称 s 为 非 合 作对 策 G 的 一 个 平衡 局 势 (或 平衡 点 ) 。 
当 G 为 二 人 零 和 对 策 时 ,上 述 定 义 等 价 为 : (a;* ,Bi ) 为 平衡 局 势 的 充 要 条 件 是 : 对 
任意 ;7 ,有 
aij* Sarj* Sai; (12. 36) 
此 与 前 面 关 于 和 矩阵 对 策 平 衡 局 势 的 定义 是 一 致 的 。 
由 矩阵 对 策 的 结果 可 知 , 非 合作 nw 人 对 策 在 纯 策 略 意义 下 的 平衡 局 势 不 一 定 存 在 。 因 
此 ,需要 考虑 局 中 人 的 混合 策略 。 对 每 个 局 中 人 的 策略 集 S;, 令 Si 为 定义 在 S; 上 的 混合 
策略 集 ( 即 S 上 所 有 概率 分 布 的 集合 ) ,z 表示 局 中 人 i 的 一 个 混合 策略 ,z 一 (Z ，…,Z) 
为 一 个 混合 局 势 ， 
工 || 及 一 (ze 和 Te ) 
表示 局 中 人 i 在 局 势 x 下 ,将 自己 的 策略 由 < 置换 成 = 而 得 到 的 一 个 新 的 混合 局 势 。 以 
下 , 记 Ei(x) 为 局 中 人 1i 在 混合 局 势 x 下 的 说 得 的 期 望 值 , 则 有 以 下 关于 非 合 作 nw 人 对 芯 
的 解 的 定义 。 
定义 7 若 对 任意 iET,=ESzr ,有 
FE:(x | xz’') < E(x) 
则 称 z 为 非 合 作 m 人 对 策 G 的 一 个 平衡 局 势 ( 或 平衡 点 )。 
对 非 合 作 n 人 对 策 , 已 经 得 到 了 一 个 非常 重要 的 结论 一 一 定理 13 。 
定理 13 (Nash 定理 ) 非 合作 人 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 平衡 局 势 一 定 存 在 。 
具体 到 二 人 有 限 非 零 和 对 策 ( 亦 称 为 双抢 阵 对 策 ) ,Nash 定理 的 结论 可 表述 为 : 一 定 
存在 x ESr, 汪 ES; ,使 得 
x"'Ay" 宇 x'Ay” xES?r C12. 37) 
X” By” 二 YX By VE Sz: (12. 38) 
和 和 矩阵 对 策 所 不 同 的 是 , 双 和 矩阵 对 策 以 及 一 般 非 合 作 nn 人 对 策 平衡 点 的 计算 问题 还 远 没 
有 解决。 但 对 2X2 阶 双 和 矩阵 对 策 , 可 得 到 如 下 结果 : 设 双 和 矩阵 对 策 中 两 局 中 人 的 说 得 矩 


阵 分 别 为 
bl blz 
B= 
U21 U22 网 ,| 


分 别 记 局 中 人 I 工 和 本 的 混合 策略 为 (xz,1 一 +) 和 (y,1 一 y), 由 式 (12. 37) 和 式 (12. 38) , 局 
势 (x,y) 是 对 策 平衡 点 的 充 要 条 件 是 


Ea(TY) 之 下 ?71 (12. 41) 


EE,(T,Yy) > bls0) (12. 42) 


由 式 (12. 39) 、 式 (12. 40), 有 
Ql— yd (12.43) 
ry or 0 (12. 44) 
其 中 ,QQ 二 an 十 azz 一 az1 一 Q12,g 二 aQ2z 一 Q12， 对 式 (12. 43) 式 (12. 44) 求 解 , 得 到 
当 Q= 二 0,g 二 0 时 ,0 三 x 三 1,0 三 y 三 1; 
当 Q=0,9q>0 时 ,z 王 0,0 委 >y 委 1; 
当 Q 二 0,g 二 0 时 ,zx 二 1,0 三 y 三 1; 
当 Q 关 0 时 , 记 g/Q= 二 a, 有 


0 ya 
0=zxX=1, y=a 
We ds y 宇 a 
类 似 地 ,由 式 (12. 41) 和 式 (12. 42) ,有 
下 人 一 SO (12. 45) 
下 zy 一 my 之 0 (12. 46) 


其 中 ,R==b11 十 bzz 一 bz 一 biz ,7 一 022 一 02 ,对 式 (12.45) 和 式 (12. 46) 求 解 ,得 到 

当 R= 二 0,r 二 0 时 ,0 三 XxX 三 1,0 三 y 三 1; 

当 尺 二 0,r>0 时 ,0 委 z 委 1,y 一 0; 

当 R= 二 0,r 二 0 时 ,0 过 zx 委 1,y 一 1; 

当 R 了 0 时 , 记 r/R 二 Bp, 有 

TB, y=0 
TT 二 Bp,， 0 二 yy 二 1 
zz 之 8，y 王 1] 

例 15 (夫妇 爱好 问题 ) 一 对 夫妇 打算 外 出 欢度 周末 ,丈夫 (局 中 人 A) 训 欢 看 足球 ， 
妻子 (局 中 人 B) 喜 欢 看 芭 和 蛇 舞 。 但 是 他 们 认为 更 重要 的 是 采取 统一 行动 ,一 同 外 出 而 不 
是 各 行 其 是 。 这 个 对 策 的 规则 是 : 双方 都 必须 分 别 作 出 选择 , 且 不 许 在 事先 协商 ,策略 1 
表示 主张 看 足球 ,策略 2 表示 主张 看 芭 管 , 则 双方 在 周末 活动 中 得 到 的 享受 可 以 用 下 列 文 
付 和 矩阵 来 表示 : 

ee | 1 一 | 


| 2 


2 一 | 
一 1 1 
由 上 面 关 于 2X2 阶 双 矩阵 对 策 解 的 讨论 ,可 知 


CO 一 5 二 0， q 二 2， a 二 g/Q = 


| 


有 一 5 二 0，7r 一 3，8=7/ 有 人 王 
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将 这 些 结 果 代 入 双 和 矩阵 对 策 解 的 公式 ,得 到 


一 0， y 去 三 
5 
区 
二 y 三 0 
5 
3 
TIT 二， 0 二 y 三 1 (12. 48) 
3 


解 不 等 式 组 (12.47) 和 (12. 48) ,得 到 对 策 的 3 个 平衡 点 : 
3 2 
(x,y) 一 C0,0), ( Ee )' 01,D 


不 等 式 组 (12. 47) 的 解 在 图 12-4 中 以 粗 实 线 表示 ,不 等 式 组 (12. 48) 的 解 以 虚线 表 


示 , 粗 实 线 与 虚线 的 3 个 交点 即 为 对 策 的 3 个 平衡 点 。 
由 》 
E(xz,y) = 5zy 一 2(Zz 十 y) 十 1 放 
和 
可 得 
| 
FE (§'5)- E(B'5)- 语 3 
Ei(0,0) =1, E(l1,1])=2?2 I 
E(0,0) =2, E:(1,1)=1 0 x 
不 难 发 现 ,在 平衡 点 (0,0) 和 (1,1) 处 ,两 个 局 中 人 的 其 
a 12-4 


望 收 益 都 比 在 平衡 点 (二 ,到 ) 的 期 望 收益 要 好 。 但 由 于 


这 是 一 个 非 合 作对 策 , 不 允许 在 选择 策略 前 进行 协商 ,所 以 两 个 局 中 人 没有 办 法 保证 一 定 
能 达到 平衡 局 势 (0,0) 或 (1,1)。 因 而 ,尽管 这 个 对 策 有 3 个 平衡 点 ,但 哪 一 个 平衡 点 作为 
对 策 的 解 都 是 难以 令 人 信服 的 。 在 合作 对 策 中 ,平衡 点 不 必 是 唯一 的 ,不 同 平衡 点 给 予 同 
一 局 中 人 的 支付 可 以 是 不 同 的 。 因 此 ,关于 这 类 对 策 还 不 存在 令 人 满意 的 “最 优 策略 ”以 
及 对 策 值 的 概念 。 纳 什 定理 只 是 保证 了 纳什 均衡 的 存在 性 ,但 均衡 点 的 存在 与 合理 定义 
非 合作 对 策 的 解 还 有 较 大 距离 。 

对 前 面 给 出 的 “囚犯 难题 *( 见 本 章 例 4) ,不 妨 假设 两 个 内 犯 的 赢得 矩阵 分 别 为 


_7 0 _7 一 9 
4= | 。 ) B= | ) (12. 49) 


Q=1>0, g=—1, a=g/Q=—1 

R=10, r=—1, B=r/R 一 一 1 
不 难 确 定 该 对 策 问题 的 唯一 平衡 点 (x,y) 二 (1,1), 即 两 个 人 都 承认 犯罪 ,所 得 支付 为 各 
判刑 7 年 。 从 顾 得 矩阵 (12. 49) 来 看 ,这 个 平衡 局 势 显 然 不 是 最 有 利 的 。 如 果 两 人 都 不 承 
认 犯 罪 ,得 到 的 局 得 都 是 一 1, 相 当 于 各 判刑 1 年 ,这 才 是 最 有 利 的 结果 。 但 是 ,在 非 合作 
的 条 件 下 ,这 个 最 有 利 的 结局 也 是 难以 达到 的 。 


三 、 合 作对 策 


1. 合作 对 策 的 概念 和 意义 
例 16 (产品 定价 问题 ) 设 有 两 家 厂商 (厂商 1、 厂 商 2) 为 同一 市 场 生 产 同样 产品 ,可 
选择 的 欧 争 策略 是 价格 ,目的 是 赚 得 最 多 的 利润 。 已 知 两 个 厂商 的 需求 函数 为 
Qi = 12 一 2P, 十 P， (12. 50) 
Q: = 12 一 2P: 十 P， CE 5) 
其 中 ,Pi,P; 分 别 为 两 个 广 商 的 价格 ,QQ: 分 别 为 市 场 对 两 个 厂商 产品 的 需求 量 ( 实 际 
销售 量 ); 又 知 ,两 家 厂商 的 固定 成 本 均 为 20 元 。 于 是 ,厂商 1 的 利润 函数 为 


Lig | 一 PiQ — 20 = 12P1— 2Pi 二 PiP;:— 20 (12. 52) 
为 求 厂商 1 利润 最 大 化 时 的 价格 , 令 
dr _ 1 
a (12. 53) 
得 到 
= 3 十 工 P， (12. 54) 


式 (12. 54) 称 为 厂商 1 对 厂商 2 的 价格 的 反应 函数 , 同 理 可 得 到 厂商 2 对 厂商 1 的 价格 的 
反应 限 数 为 


Ps = 3 十 闻 P (12. 55) 


由 图 12-5 可 以 看 出 ,如 果 两 个 厂商 互 不 合作 ,各 自从 自 员 利润 最 大 化 出 发 ,最 稳妥 的 
策略 显然 是 都 选择 “定价 4 元”, 也 就 是 实现 Nash 均衡 ,各 自 可 以 得 到 12 元 的 利润 。 但 
我 们 发 现 ,如 果 两 个 厂商 合作 起 来 ,都 选择 “定价 6 元”; 则 双方 都 可 以 赚 得 16 元 的 利润 ， 
显然 比 不 合作 时 要 好 。 因 此 ,两 个 厂商 可 以 结 成 一 个 “价格 联盟 ”, 统 一 把 价格 定 在 6 元， 
形成 一 个 合作 均衡 ,导致 一 个 双 顾 的 结果 。 

但 如 果 厂 商 1 遵守 价格 联盟 达成 的 合作 协议 ,把 价格 定 在 6 元 ,而 广 商 2 却 违反 合作 
协议 ,将 价格 定 在 4 元 ( 即 厂商 1 合作 ,而 厂商 2 不 合作 ), 则 厂商 1 的 利 泣 只 有 4 元 ,而 厂 
商 2 的 利润 却 可 以 达到 20 元 ,如 图 12-6 所 示 。 


有 厂商 2 的 反应 曲线 


A -9(6.6) 合 作 均 衡 
| 一 厂商 1 的 反应 曲线 
| 
(4,4)Nash 均 衡 


0 p, 
12-5 产品 定价 问题 中 的 Nash 均衡 和 合作 均衡 


厂商 1 
定价 4 元 定价 6 元 


6 2。 定价 4 元 [12,12 | 20,4 
下 定价 6 元 | 20 | 16,16 | 


图 12-6 ”产品 定价 问题 的 厂商 策略 和 收益 


这 就 给 两 个 厂商 带 来 了 一 个 定价 难题 : 到 底 采 取 哪 个 价格 ? 一 方面 “合作 ”的 前 景 
很 诱 人 ; 男 一 方面 ,各 厂商 都 担心 ,如 果 竞 争 对 手 不 合作 怎么 办 ?而 现实 当中 ,一 些 厂商 
的 确 存 在 为 了 自 和 号 利益 而 违背 市 场 欧 争 规则 ,与 苑 争 对 手 进行 前 价 欧 争 的 冲动 。 不 难看 
出 ,定价 问题 实际 上 正 是 “ 罗 犯 难题” 在 微观 经 济 学 中 的 一 个 实例 。 目 前 ,“ 办 犯难 题 ” 的 模 
型 已 被 应 用 于 经 济 学 .社会 学 .理学 .伦理 学 .政治 学 等 众多 领域 ,充分 说 明 由 此 模型 而 引 
出 的 合作 对 策 模 型 具有 十 分 广泛 的 适应 性 和 应 用 背景 。 

由 于 非 合 作对 策 模型 在 适用 性 和 理论 上 存在 的 局 限 性 ,使 人 们 开始 研究 合作 对 策 问 
题 。 合 作对 策 的 基本 特征 是 参加 对 策 的 局 中 人 可 以 进行 充分 的 合作 , 即 可 以 事先 商定 好 ， 
把 各 自 的 策略 协调 起 来 ; 可 以 在 对 策 后 对 所 得 到 的 支付 进行 重新 分 配 。 合 作 的 形式 是 所 
有 局 中 人 可 以 形成 奋 干 联盟 ,每 个 局 中 人 仅 参 加 一 个 联盟 ,联盟 的 所 得 要 在 联盟 的 所 有 成 
员 中 进行 重新 分 配 。 一 般 来 说 ,合作 可 以 提高 联盟 的 所 得 ,因而 也 可 以 提高 每 个 联盟 成 员 
的 所 得 。 但 联盟 能 否 形 成 以 及 形成 哪 种 联盟 ,或 者 说 一 个 局 中 人 是 否 参 加 联盟 以 及 参加 
哪个 联盟 ,不仅 取决 于 对 策 的 规则 ,更 取决 于 联盟 获得 的 所 得 如 何在 成 员 间 进行 合理 的 重 
新 分 配 。 如 果 分 配方 案 不 合理 ,就 可 能 破坏 联盟 的 形成 ,以 至 于 不 能 形成 有 效 的 联盟 。 因 
此 ,在 合作 对 策 中 ,每 个 局 中 人 如 何 选 择 自 己 的 策略 已 经 不 是 主要 要 研究 的 问题 了 ,应 当 
强调 的 是 如 何 形成 联盟 ,以 及 联盟 的 所 得 如 何 被 合理 分 配 ( 即 如 何 维持 联盟 ) 的 问题 。 

合作 对 策 研 究 问题 重点 的 转变 ,使 得 合作 对 策 的 模型 . 解 的 概念 都 和 非 合 作对 策 问题 
有 很 大 的 不 同 。 具 体 来 说 ,构成 合作 对 策 的 两 个 基本 要 素 是 : 局 中 人 集合 I 和 特征 函数 
v(S) ,其 中 I 了 二 们 ,2,…,n),S 为 了 的 任 一 子 集 , 也 就 是 任何 一 个 可 能 形成 的 联盟 ,vy(S) 表 
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示 的 是 联盟 S 在 对 策 中 的 所 得 。 通 常用 G 二 {1,v) 来 表示 一 个 n 人 合作 对 策 。 合 作对 策 
的 可 行 解 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 nn 维 回 量 z 一 (zi 9T2 9° 9 TR) : 
zi 二 DC) (i 二 1,…,n)( 团 体 合 理性 ) (12.56) 


>》jzi = v( 了 TD) (个 体 合理 性 ) (12. 57) 


z 一 ] 


将 满足 式 (12. 56) 和 式 (12.57) 的 向 量 z 称 为 一 个 分 配 。 合 作对 策 人 研究 的 核心 问题 就 是 : 
如 何 定义 “最 优 的 ?分配 ? 是 否 存 在 "最 优 的 ”分配 ? 怎样 去 求解 “最 优 的 ?分 配 ? 鉴于 对 合 
作对 策 的 系统 阐述 需要 较 多 的 数学 知识 和 学 时 ,超出 了 本 书 的 基本 要 求 , 故 不 准备 再 作 详 
细 介 绍 , 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 合 作对 策 的 意义 。 

2. 合作 对 策 的 特征 函数 

在 一 个 n 人 的 对 策 中 , 令 N= 二 人 {1,2,…,n) 为 对 策 者 的 集合 。 对 集合 N 的 每 个 子 集 
S，, 当 它们 相互 作用 并 形成 联合 时 ,作为 一 个 对 策 的 特征 浮 数 v 给 出 了 S 中 每 个 成 员 的 肯 
定 的 收益 值 的 总 和 v(S)。 

例 17 (药品 生产 问题 ) 某 制药 公司 A( 局 中 人 1) 打算 生产 一 种 新 药 , 但 无 法 单独 生 
产 , 它 可 以 将 配方 卖 给 公司 2( 局 中 人 2) 或 公司 3( 局 中 人 3)。 获 得 配方 的 公司 可 以 将 生 
产 所 得 的 100 万 元 利润 与 制药 公司 A 分 享 。 如 果 我 们 将 特征 因数 定义 为 三 家 公司 所 有 
可 能 的 合作 方式 下 生产 该 种 新 药 所 获得 的 利润 的 话 , 则 可 以 得 到 该 合作 对 策 问题 的 特征 
上 因数 为 

wu{ = A = y= A = yt{29) = 070) 
{Ll2)) = yC{133) = vy({1;253})) = 1000000(070) 

例 18 (土地 开发 问题 ) 局 中 人 1 拥有 一 块 价值 10 000 元 的 土地 ,如 果 转 给 局 中 人 2 
开发 ,可 以 使 土地 增值 到 20 000 元 ,如 果 转 给 局 中 人 3 开发 可 以 增值 到 30 000 元 ,没有 其 
他 可 转让 方 。 如 果 将 每 种 可 能 的 合作 开发 模式 下 可 以 获得 的 土地 增值 定义 为 特征 子 数 值 
的 话 , 则 该 合作 对 策 问 题 的 特征 限 数 为 

v({41}) 一 10000( 元 ) ， v({2)) = 二 v({3}) 一 0( 元 ) 

v({1,2}) 二 20 000( 元 )，v({1,3}) = 二 30 000( 元 )， v({1,2,3}) 一 30 000( 元 ) 

例 19 (垃圾 倾倒 问题 ) 假 设 4 个 人 每 人 拥有 一 处 房产 ,日 每 人 都 有 一 袋 垃 圾 想 倒 在 
其 他 人 的 房产 处 。 如 果 有 5 袋 垃圾 倒 在 了 4 个 中 某 一 联盟 中 所 有 成 员 拥 有 的 房产 处 , 则 
该 联盟 的 所 得 为 一 6, 如 果 将 每 个 联盟 的 所 得 记 为 特征 函数 值 的 话 , 则 这 个 合作 对 策 的 特 
征 哨 数 为 

v({S}) 一 一 (4 一 | S1) 如 果 |S|I 王 4 
v({1,2,3,4}) 一 一 4 如 果 |S|=4 
其 中 |S| 为 S 中 成 员 个 数 ,S 为 4 人 中 可 能 形成 的 任 一 联盟 。 

下 面 将 结合 上 述 例子 ,介绍 合作 对 策 “ 解 ”的 概念 和 求解 方法 ,说明 合作 对 策 分 析 问 题 

的 基本 思想 。 


3. 合作 对 策 的 核心 (core) 
核心 (core) 是 合作 对 策 解 的 一 种 重要 形式 。 如 前 所 述 , 由 于 合作 对 策 人 研究 的 主要 问 
题 是 联盟 形成 的 条 件 , 而 这 些 条 件 不 可 避免 地 和 分 配 规 则 的 制定 有 关系 。 因 此 ,我 们 希望 
能 在 所 有 可 能 的 分 配 构 成 的 集合 X 中 , 找 出 一 些 分 配 , 使 得 这 些 分 配 能 够 被 各 种 可 能 形 
成 的 联盟 S 中 的 所 有 成 员 都 接受 。 因 而 我 们 寻求 的 将 不 是 某 个 单一 的 分 配 , 而 是 希望 找 
到 满足 一 定 合理 性 (或 公平 性 ) 条 件 的 分 配 的 集合 。 为 此 ,我 们 先 给 出 分 配 之 间 优 超 关 系 
的 定义 。 
定义 8 设 z= 王 (zi,zz,，…,zo),y 一 (yyyz,， yn) 为 人 合作 对 策 G 的 两 个 分 配 ,S 
为 由 局 中 人 构成 的 子 集 ,如 果 
vy(S) 守 > yi, Hy>r, i€ES (12. 58) 
i€ES 


则 称 y 关于 S 优 超 于 z, 记 成 y>sz。 
由 定义 8 可知 ,如 果 y 关 于 S 优 超 于 z, 则 SS 中 的 每 个 成 员 都 应 更 俩 好 于 >y, 且 整个 
联盟 S 可 以 获得 更 多 的 回报 。 
以 下 , 设 工 二 (xi,Xz，… ,Xn) 为 一 个 分 配 , 记 
9)= Sm 着 S84 (12. 59) 
iES 


定义 9 设 G={1,v) 为 一 合作 对 策 , 称 
C= {rz|xE€EX,v(S) 达 x(S),S 为 I 中 所 有 可 能 的 子 集 } 
为 合作 对 策 G 的 核心 (core)。 
定义 9 说明 ,对 于 任 一 联盟 S ,核心 中 的 分 配 z 提供 给 S 的 分 配 不 会 少 于 S 中 成 员 各 
自 单干 时 可 能 获得 收入 的 总 和 v(S), 即 没有 一 个 联盟 S 可 以 提出 对 自身 更 为 有 利 的 分 
配 , 因 而 xz 是 能 被 所 有 可 能 的 联盟 都 接受 的 分 配方 案 。 
由 合作 对 策 核 心 的 定义 ,不 难得 到 如 下 定理 : 
定理 14 设 C 为 合作 对 策 G 的 核心 , 则 分 配 xz 二 {x1,X2，… ,Xn) 属 于 核心 的 充 要 条 
件 是 : z 不 被 任何 其 他 分 配 所 优 超 。 
由 定理 14 和 核心 的 定义 ,应 该 说 核心 是 我 们 所 希望 的 一 个 比较 好 的 关于 合作 对 策 解 
的 定义 。 但 遗憾 的 是 ,许多 合作 对 策 的 核心 往往 是 空 集 。 
例 20 (药品 开发 问题 续 ) 下 面 我 们 来 求 该 对 策 的 核心 。 设 z+ 二 x1,X2，… ,Xn) 为 一 
分 配 , 则 z 应 满足 
Ti 0 
Ty 0 
Ty 人 0 
X1 十 Xz 十 X93 二 1 000 000( 元 ) 
根据 核心 的 定义 ,zx 在 在 核心 内 的 充 要 条 件 是 : z 还 须 满足 
ZX1 十 TX。 宇 1 000 000( 元 ) 
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X1 十 XxX3 宇 1000 000( 元 ) 
元 
Xl 十 Xz 十 x 宇 1000 000( 元 ) 

不 难 发 现 , 只 有 zi 二 1000 000,zz 王 0,zs 三 0, 满 足 上 述 所 有 不 等 式 , 也 就 是 说 该 对 策 
的 核心 只 有 包含 一 个 分 配 (1 000 000,0,0)。 可 见 , 核 心 强调 了 局 中 人 1 的 重要 性 。 

注 : 对 上 述 对 策 问 题 ,如 果 我 们 选择 一 个 不 在 核心 内 的 分 配 , 则 可 以 说 明 该 分 配 一 定 
会 被 其 他 分 配 所 优 超 。 例 如 ,如 果 选 择 分 配 x 二 (900 000,50 000,50 000), 则 分 配 > 三 
(925 000,75 000,0) 就 会 优 超 于 xz。 

例 21 (土地 开发 问题 续 ) 求 该 合作 对 策 的 核心 。 首 先 , 任 何 一 个 分 配 均 须 满 足 

zl 三 10 000( 元 ) 

Z2 之 0 

0 

Zl 十 Xz 十 XxX3 宇 30 000( 元 ) 
其 次 ,分 配 工 要 属于 核心 还 需 满足 

Xi 十 xs 宇 20 000( 元 ) 

X1 十 x3 宇 30 000( 元 ) 

Ts 十 Ts 宇 0 

Xl 十 zz 十 x3 宇 30 000( 元 ) 
不 难 推出 ,z 要 属于 核心 ,必须 满足 

zz 一 0 和 Xi 十 Xx 二 30 000( 元 ) 
由 此 推出 
ZX1 之 20 000( 元 ) 

因此 ,所 有 满足 上 述 两 个 条 件 的 分 配 都 将 属于 核心 。 例 如 ,如 果 局 中 人 1 得 到 的 份额 为 
XT1, 且 2 000 达 zi 达 30 000, 则 任何 向 量 (x1,0,30 000 一 zi) 都 是 该 合作 对 策 问 题 的 核心 。 
对 这 一 结果 的 解释 是 : 局 中 人 3 以 高 于 局 中 人 2 的 出 价 从 局 中 人 1 那里 购买 到 土地 开发 
权 , 例 如 出 价 在 2 000 夺 zl 硅 30 000 之 间 , 这 样 局 中 人 工 可 以 获得 xi, 局 中 人 3 可 以 获得 
30 000 一 Zi, 而 局 中 人 2 什么 也 得 不 到 。 在 该 对 策 中 ,核心 中 的 分 配 有 无 限 多 个 。 

例 22 (垃圾 倾倒 问题 续 ) 确 定 该 问题 的 核心 。 首 先 , 硅 工 二 《x1 ,Xz ,XTX3 ,XT4) 为 一 个 分 

配 , 则 必须 满足 
Xl1 之 一 了 
Xz 宇 一 2 
We 
oy 
X11 十 ZX。 十 TX3 十 X41 二 4 


根据 定理 14, 对 于 任何 一 个 由 3 个 局 中 人 形成 的 联盟 ,一 个 分 配 要 属于 核心 必须 满足 
0 
TX1 十 Xz 十 Tz 之 一 ] 
一 
Xz 十 Xs 十 Tz 之 一 ] 
但 我 们 发 现 ,没有 任何 一 个 分 配 会 满足 上 面 的 不 等 式 组 ,因此 该 合作 对 策 的 核心 为 空 集 。 
4. 合作 对 策 的 Shapley 值 
在 求解 药品 生产 问题 ( 例 18) 的 核心 时 我 们 注意 到 ,核心 中 的 分 配 过 于 癌 局 中 人 1 也 
即 对策 中 最 重要 局 中 人 倾斜 ,将 所 有 的 回报 都 给 了 局 中 人 1, 这 看 上 去 对 其 他 局 中 人 有 些 
“不 公平 ”。 我 们 下 面 来 介绍 男 一 个 合作 对 策 解 的 概念 一 一 Shapley 值 ,这 是 一 个 较 之 “ 核 
心 ” 更 加 公平 的 合作 对 策 解 的 定义 。 
Shapley 值 是 根据 Lloyd Shapley 提出 的 合作 对 策应 该 满足 的 4 个 公理 来 定义 的 。 
公理 1 (对 称 性 ) 如 果 改 变局 中 人 的 标号 亦 同时 改变 局 中 人 的 所 得 。 例 如 ,假设 一 
个 3 人 合作 对 策 的 Shapley 值 为 x 二 (10,15,20)。 如 果 改 变局 中 人 1 和 3 的 作用 (例如 从 
v({1)) 二 10 和 vy({13))= 二 15 变 成 y({1))= 二 15 和 vy({3))= 二 10), 则 新 对 策 的 Shapley 值 将 
恋 为 X= 二 (20,15,15)。 
公理 2 (有 效 性 ) 满 足 团体 合理 性 , 即 


jx: = v(D (12. 60) 
一 ] 


公理 3 (边际 合理 性 ) 如 果 对 任 一 联盟 S, 都 有 v(S 一 从) 二 vy(S), 则 根据 Shapley 值 
得 出 的 zz; 二 0, 也 就 是 说 如 果 局 中 人 i 不 可 能 给 任何 联盟 市 来 价值 的 增加 , 则 该 局 中 人 的 
所 得 也 应 该 为 零 。 

公理 4 (可 加 性 ) 设 和 yy 分 别 为 合作 对 策 v 和 ww 的 Shapley 值 , 则 合作 对 策 十 x 
的 Shapley 值 为 x 十 y。 

如 果 上 述 4 条 公理 能 得 到 满足 ,Shapley 证 明了 以 下 著名 的 定理 : 

定理 15 设 v 为 合作 对 策 G 的 特征 了 滑 数 , 则 存在 唯一 的 分 配 X= 二 (xi,Xx2s，… ,Xn) 满 足 
公理 1 至 公理 4。 局 中 人 1:i 的 所 得 为 

zi 一 > po(S)[v(CS U {i})—v(S)] (12. 61) 
的 了 到 3 
其 中 
|S1!0 一 | S| 一 1) 
nl! 


对 式 (12.61) 的 解释 是 假定 个 局 中 人 按 随机 到 达 的 顺序 参与 合作 , 即 有 n! 种 可 能 
的 顺序 ,每 一 顺序 发 生 的 概率 为 志 。 假 定 当 局 中 人 i 到 达 时 发 现 集合 S 中 的 成 员 均 已 到 
达 了 ,如 果 局 中 人 i 想 同 这 些 已 到 达 的 成 员 形 成 一 个 联盟 , 则 由 于 他 的 加 入 可 以 带 来 的 收 


pn(S) = (12. 62) 
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和 人 的 增加 值 为 v(SU { 引 ) 一 y(S), 而 当局 中 人 ii 到达 时 S 中 的 成 员 均 已 到 达 的 概率 为 


pa(S)。 所 以 , 式 (12. 61) 的 意思 是 说 ,局 中 人 i 的 所 得 应 该 等 于 他 可 能 给 所 有 已 经 存在 的 
联盟 带 来 的 价值 增加 值 的 均值 。 


下 面 我 们 计算 一 下 前 面 有 关 例 子 的 Shapley 值 。 

例 23 (药品 生产 问题 续 ) 计 算 该 合作 对 策 的 Shapley 值 。 为 计算 局 中 人 1 的 回报 ， 
我 们 先 列 出 所 有 不 包括 局 中 人 1 的 联盟 S( 见 表 12-2), 并 对 每 个 这 样 的 联盟 ,计算 vy(SU 
(i) ) 一 v(S) 和 p,(S)。 因 为 由 于 局 中 人 1 的 加 入 各 联盟 可 以 获得 的 收入 的 平均 值 为 


z1 一 (名 ) (0 十 (二 )(1000000) 十 ( 吉 )(1000000) 十 ( 专 )(1000 000) 


ee (元 ) (12. 63) 


所 以 根据 Shapley 值 计算 的 局 中 人 1 应 得 到 的 回报 为 二 oo。 对 局 中 人 2 来 说 ,由 
表 12-3 可 知 , 根 据 Shapley 值 计 算 的 回报 应 为 


ee ( 寺 )(o) + ( 言 )GLoo0000) 二 ( 寺 )(0) 十 ( 亏 )0) 
= 一 (元 ) (12. 64) 
局 中 人 3 应 得 的 回报 为 1000 000 一 zz 一 x2 一 一 (元 )， 
表 12-2 用 于 局 中 人 1 Shapley 值 计算 的 表 有 
S P; (S) v(SU {i})—yv(S) 
{ } 去 0 
(2} 一 1 000 000 
(23) 二 1 000 000 
{3} = 1 000 000 
表 12-3 用 于 局 中 人 2 Shapley 值 计 算 的 表 元 
S P; (S) v(SU {i}) )—yv(S) 
( 一 0 
{1} 一 1 000 000 
{3} 一 1 000 000 
{1 ,3)} 一 1 000 000 


注 1: 我 们 还 记得 例 17 的 核心 是 局 中 人 1 获得 1 000 000 元 ,而 局 中 人 2 和 3 没有 回 
报 。 因 此 ,根据 Shapley 值 计 算得 到 的 回报 看 上 去 对 局 中 人 2 和 3 更 公平 些 。 一 般 来 说 ， 
根据 Shapley 值 计算 的 每 个 局 中 人 的 回报 会 比 根据 核心 的 定义 确定 的 每 个 局 中 人 的 回报 
会 更 公平 一 

注 2: 对 一 个 只 有 少数 局 中 人 参与 的 合作 对 策 ,根据 Shapley 值 的 计算 思想 确定 各 局 
中 人 应 得 到 的 回报 还 是 比较 容易 的 。 例 如 对 于 例 18, 可 以 通过 表 12- 4 来 计算 每 个 局 中 
人 的 Shapley 值 : 


_ 4000000,— _ 1 000 000,— _ 1 000000,— 
ZI 一 人 6 《470)， zz 一 人 6 (470)， Ts 二 (TC) 


注 3: Shapley 值 可 用 于 对 政治 或 商业 组 织 中 各 成 员 权 利 的 衡量 。 例 如 联合 国安 全 
理事 会 有 5 个 常任 理事 国 成 员 ( 具 有 否决 任何 议案 的 权利 ) ,10 个 非常 任 理事 国 成 员 。 一 
个 议案 要 获得 安理会 通过 必须 获得 至 少 9 票 的 同意 ,包括 所 有 常任 理事 国 的 同意 。 如 果 
将 所 有 可 能 的 投票 结果 看 成 不 同 的 联盟" 的话 ， 当 议 案 得 到 通过 时 将 该 结果 (“联盟 ”) 的 
赢得 值 记 为 1; 当 议 案 没 有 获得 通过 时 记 为 0, 据 此 可 以 得 到 这 个 合作 对 策 的 特征 晒 数 。 
根据 这 个 特征 浮 数 可 以 计算 得 出 每 个 常任 理事 国 的 Shapley 值 是 0. 196 3, 非 常任 理事 国 
的 Shapley 值 是 0.001 865, 且 有 5(0. 196 3) 十 10(0. 001 865) 王 1。 于 是 ,根据 Shapley 值 
的 计算 结果 表明 ,联合 国安 理会 的 98. 15%(5(0. 196 3)= 二 98.15%) 的 权利 集中 在 了 5 个 
常任 理事 国手 上 。 


表 12-4 计算 例 23 的 Shapley 值 的 简易 方法 元 
到 达 顺 序 局 中 人 1 局 中 人 2 局 中 人 3 
1,2,3 0 1 000 000 0 
1 0 0 1 000 000 
和 1 000 000 0 0 
sl 1 000 000 0 0 
5 1 000 000 0 0 
3 1 000 000 0 0 


后 ,作为 Shapley 值 的 一 个 应 用 ,下 面 分 析 一 个 机 场 如 何 确定 飞机 看 陆 收费 标准 的 
ee 

例 24 假设 一 个 机 场 可 以 接受 A、B、C 三 种 型 号 飞机 降落 ,所 需 跑道 的 长 度 分 别 为 
100 米 、150 米 和 400 米 ; 假设 跑道 每 年 的 维护 费用 恰好 等 于 跑道 的 长 度 ( 单 位 : 元 )。 因 
为 要 保证 机 型 C 能 降落 ,所 以 机 场 必 须 拥 有 400 米 的 跑道 。 为 简单 起 见 , 假 设 机 场 每 年 
只 能 接受 每 种 机 型 中 的 一 架 降 落 , 问 400 元 的 跑道 维护 费用 应 如 何 同 所 降落 的 飞机 收取 ? 
解 : 分 别 记 机 型 A、B、C 为 局 中 人 1、2、3, 可 以 构造 一 个 3 人 合作 对 策 , 其 中 每 个 联盟 
的 收入 为 需要 文 付 的 可 以 使 联盟 中 需要 最 长 跑道 飞机 降落 的 跑道 维护 费 。 于 是 ,该 对 策 

的 特征 晒 数 可 以 表示 为 


v(( })) = 二 1， vy({1}) = 一 100( 元 )， v({1,2}) 一 v(({2)) 一 一 150( 元 ) 
vy({3)) = y({2,3)) = y({1,3)}) = vy({1,2,3}) 一 一 400( 元 ) 
为 了 计算 Shapley 值 (向 每 个 局 中 人 收取 的 费用 ) ,我 们 假定 三 种 飞机 以 随机 的 顺序 着陆 ， 
并 计算 出 每 种 机 型 在 对 已 经 到 达 的 机 型 收 过 费 的 基础 上 需要 增加 收费 的 平均 值 ( 见 
表 12-5) ,于 是 得 到 每 个 局 中 人 的 Shapley 值 为 
局 中 人 1 的 费用 = ( 吉 )Q00+100) 四 (元) 


局 中 人 2 的 费用 = (5)‘50+ 150 十 150) 一 (元 ) 


局 中 人 3 的 费用 = (三 )(250 十 300 十 250 十 250 十 400 十 400) a 一 下 (元) 
表 12-5 
向 每 个 局 中 人 增收 的 费用 /元 
到 达 顺 序 


因此 ,根据 Shapley 值 计 算 的 结果 ,向 机 型 A 收取 的 着 陆 费 为 33. 33 元 ,向 机 型 B 收 
取 的 着 陆 费 为 58. 33 元 ,而 占用 跑道 最 长 的 机 型 C 需要 付费 308. 33 元 。 

如 果 每 种 机 型 着 陆 的 飞机 不 止 一 架 , 可 以 证 明 根 据 Shapley 值 计 算 的 着 陆 费 应 按 如 
下 方式 收取 : 所 有 飞机 的 着 陆 费 都 应 根据 其 使 用 的 跑道 的 长 度 同等 收费 , 即 所 有 飞机 都 
必须 为 使 用 跑道 的 第 一 个 100 米 付费 ; 机 型 B 需要 为 使 用 100 米 后 的 50 米 跑道 付费 ; 机 
型 C 需要 为 使 用 150 米 后 的 250 米 跑 道 付 费 。 例 如 ,假设 有 10 架 A 型 飞机 、5 架 B 型 飞 
机 、2 架 C 型 飞机 需要 降落 , 则 每 架 飞 机 应 收取 的 着 陆 费 为 


100 _ 
机 型 A 的 费用 = O05i5 5. 88( 元 ) 
机 型 B 的 费用 二 5. 88 十 0 二 1400 _ 13.03( 元 ) 
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机 型 C 的 费用 = 13.03+ 全 二 138. 03( 元 ) 


习 部 


12.1 甲乙 两 个 儿童 玩 游戏 ,双方 可 分 别 出 拳 头 ( 代 表 石 头 )、. 手掌 ( 代 表 布 )\ 两 个 
手指 (代表 剪刀 ) ,规则 是 : 剪刀 赢 布 , 布 赢 石 头 , 石 头 赢 剪刀 ,记者 得 1 分 。 若 双方 所 出 相 
同 算 和 局 , 均 不 得 分 。 试 列 出 儿童 甲 的 赢得 矩阵 。 

12.2 “二 指 莫 拉 问 题 ”。 甲 、 乙 二 人 游戏 ,每 人 出 一 个 或 两 个 手指 ,同时 又 把 猜测 对 
方 所 出 的 指数 叫 出 来 。 如 果 只 有 一 个 人 猜测 正确 , 则 他 所 赢得 的 数目 为 二 人 所 出 指数 之 
和 ,否则 重新 开始 , 写 出 该 对 策 中 各 局 中 人 的 策略 集合 及 甲 的 记得 和 矩阵 ,并 回答 局 中 人 是 
否 存 在 某 种 出 法 比 其 他 出 法 更 为 有 利 。 

12.3 求解 下 列 矩 阵 对 策 , 其 中 赢得 矩阵 4 分 别 为 


1 2 1 
一 2 12 —4 
2 3 4 
(1) 1] 4 8 (2) 
3 5 4 4 
= 3 
2 3156 


12.4 甲乙 两 个 企业 生产 同一 种 电子 产品 ,两 个 企业 都 想 通 过 改革 管理 获取 更 多 的 
市 场 销售 份额 。 甲 企业 的 策略 措施 有 : 中 降低 产品 价格 ; 外 提 高 产品 质量 ,延长 保修 年 
限 ; @@ 推 出 新 产品 。 乙 企业 考虑 的 措施 有 : 外 增加 广告 费用 ; 名 增设 维修 网 点 ,扩大 维修 
服务 ; @ 改 进 产品 性 能 。 假 定 市 场 份 额 一 定 , 由 于 各 自 采 取 的 策略 措施 不 同 , 通 过 预测 可 
知 ,今后 两 个 企业 的 市 场 占 有 份额 变动 情况 如 表 12-6 所 示 ( 正 值 为 甲 企 业 增 加 的 市 场 占 
有 份额 , 负 值 为 减少 的 市 场 占有 份额 )。 试 通过 对 策 分 析 ,确定 两 个 企业 各 自 的 最 优 策略 。 


表 12-6 
乙 企业 
:区 
十 企业 1 2 3 
10 一 ] 3 
2 12 10 二 
3 6 8 5 


12.5 用 图 解法 求解 下 列 和 矩阵 对 策 , 其 中 最 得 矩阵 4 为 


EN 
fh 
ee 
Co 05 
OO co 卢 
J 
[5 
Se 
| 
co 十 
Cn CD 
已 
Re 
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12.6 用 方程 组 法 求解 矩阵 对 策 , 其 中 赢得 矩阵 A 为 
4 一 | | 
~ lL4 2 


12.7 用 线性 规划 方法 求解 下 列 和 矩阵 对 策 ,其 中 万 得 矩阵 A 为 


2 4 0 2 
(1) |2 6 6 (2) |I0 3 1 
6 4 4 1 2&2 1 


12.8 甲乙 两 个 游泳 队 举 行 包括 3 个 项 目的 对 抗 完 ,两 队 各 有 一 名 健将 级 运动 员 
( 甲 队 为 李 , 乙 队 为 王 ) ,在 3 个 项 目 上 的 成 绩 都 很 突出 。 但 规则 规定 他 们 每 人 只 许 参 加 两 
项 比赛 ,每 队 的 其 他 两 名 运动 员 可 参加 全 部 3 项 比赛 。 已 知 各 运动 员 平 时 成 绩 (s) 见 
表 12-7。 假 定 各 运动 员 在 比 完 中 正常 发 挥 水 平 ,又 设 比赛 的 第 一 名 得 5 分 ,第 二 名 得 3 分 ， 
第 三 名 得 1 分 。 问 教练 员 应 决定 让 目 己 队 健将 参加 哪 两 项 比赛 ,可 使 本 队 得 分 最 多 ? 


表 12-7 
乙 队 
项 目 
王 Bi B。 
100 米 蝶 泳 58.6 61. 4 64.8 
100 米 仰 泳 61. 5 64. 7 66.5 
100 米 蛙 泳 全 ‘13. 4 16.9 


12.9 有 一 种 游戏 ,任意 撕 一 个 钱币 ,并 将 出 现 是 正面 或 反面 告诉 甲 。 甲 有 两 种 选 
择 : 中 认输, 付 给 乙 1 元 ; 四 打赌。 只 要 甲 认输 ,这 一 局 结束 ,重新 开始 。 当 甲 打赌 时 , 乙 
也 有 两 种 选择 : 中 认输 , 付 给 甲 1 元 ; 加 较真 。 当 乙 较真 时 ,如 钱币 为 正面 , 乙 输 给 
2 元 ,如 为 反面 , 甲 输 给 乙 2 元 。 试 建立 对 甲 方 的 赢得 矩阵 , 求 甲 、 乙 双方 各 自 最 优 策略 和 
对 策 值 。 

12.10 一 个 对 策 具有 以 下 特征 函数 : 
ttloradr j= ldo di = V2 dd = 14108 
v({1,2,3,4}) 二 100; v({3,4}) = 二 50; vy(s) 二 0 ”对 其 他 所 有 组 合 。 

要 求 给 出 该 对 策 的 核心 。 

12.11 三 人 玩 毛 硬币 游戏 ,硬币 有 正 反 两 面 ,车 三 人 撕 出 相同 的 一 面 ,主持 者 付 给 每 
人 1 元 ,否则 每 名 游戏 者 各 付 主持 人 1 元 。 要 求 : (1) 写 出 该 对 策 的 特征 函数 ; (2) 找 出 该 


游戏 的 核心 ; (3) 给 出 该 游戏 的 Shapley 值 。 
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第 十 三 章 
决策 分 析 


第 一 六 ”决策 分 析 的 基本 问题 


一 、 决 策 分 析 概 述 


决策 是 为 达到 预期 的 目的 ,从 所 有 可 供 选 择 的 方案 中 , 找 出 最 满意 的 一 个 方案 的 行 
为 。 从 政治 、 经 济 .技术 到 日 常生 活 , 从 微观 到 宏观 ,决策 贯穿 于 管理 工作 的 各 个 环节 。 

朴素 的 决策 思想 自古 就 有 ,在 中 外 历史 上 不 乏 有 名 的 决策 案例 。 但 在 落后 的 生产 方 
式 下 ,决策 主要 凭借 个 人 的 知识 .智慧 和 经 验 。 随 着 生产 和 科学 技术 的 发 展 , 要 求 决 策 者 
在 瞬息 多 变 的 条 件 下 ,对 复杂 的 问题 迅速 作出 决断 ,这 就 要 求 对 不 同类 型 的 决策 问题 ,有 
一 套 科 学 的 决策 原则 ,程序 和 相应 的 机 构 、 方 法 。 

1. 决策 的 类 型 

(1) 按 内 容 和 层次 ,可 分 为 战略 决策 和 战术 决策 。 战 略 决 策 涉及 全 局 和 长 远方 针 性 
问题 ,而 战术 决策 是 战略 决策 的 延伸 ,着 眼 于 方针 执行 中 的 中 短期 的 具体 问题 。 

(2) 按 重 复 程度 ,可 分 为 程序 性 决策 和 非 程 序 性 决策 。 程 序 性 决策 指 和 常规 的 、 反 复发 
生 的 决策 ,通常 已 形成 一 套 固定 的 程序 规则 ; 非 程序 性 决策 不 经 常 重复 发 生 , 通 常 包 含 很 
多 不 确定 的 偶然 因素 。 

(3) 按 问 题 性 质 和 条 件 , 可 分 为 确定 型 .不 确定 型 和 风险 型 决策 。 确 定型 决策 是 指 作 
出 一 项 抉择 时 ,只 有 一 种 肯定 的 结局 ; 不 确定 型 决策 指 每 项 抉择 将 可 能 导出 若干 个 可 能 
结局 ,并且 每 个 结局 出 现 的 可 能 性 是 未 知 的 ; 风险 型 决策 是 指 作 出 每 项 抉择 时 ,可 能 有 和 若 
干 结 局 ,但 可 以 有 根据 地 对 各 结局 确定 其 出 现 的 概率 。 

此 外 ,按时 间 长 短 可 分 为 长 期 决策 .中 期 决策 和 短期 决策 ; 按 要 达到 的 目标 ,可 分 为 
单 目标 决策 和 多 目标 决策 ; 按 决策 的 阶段 分 为 单 阶段 决策 和 多 阶段 决策 ,等 等 。 

2. 决策 的 原则 

现代 决策 问题 具有 系统 化 ,综合 化 、 定 量化 等 特点 ,决策 过 程 必 须 遵 循 科 学 原则 ,并 按 
严格 程序 进行 。 

(1) 信息 原则 。 指 决策 中 要 尽 可 能 调查 .收集 .整理 一 切 有 关 信 息 , 这 是 决策 的 基础 。 

(2) 预测 原则 。 即 通过 预测 ,为 决策 提供 有 关 发 展 方向 和 趋势 的 信息 。 
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(3) 可 行 性 原则 。 任 何 决 策 方案 在 政策 资源、 技术 、 经 济 方面 都 要 合理 可 行 。 

(4) 系统 原则 。 决 策 时 要 考虑 与 问题 有 关 的 各 子 系统 ,要 符合 全 局 利益 。 

(5) 反馈 原则 。 将 实际 情况 的 变化 和 决策 付 诸 行 动 后 的 效果 ,及 时 反馈 给 决策 者 ,以 
便 对 方案 及 时 调整 。 

3. 决策 的 程序 

决策 的 过 程 和 程序 大 致 分 为 以 下 4 个 步骤 : 

(1) 形成 决策 问题 ,包括 提出 各 种 方案 .确定 目标 及 各 方案 结果 的 度量 等 。 

(2) 对 各 方案 出 现 不 同 结果 的 可 能 性 进行 判断 ,这 种 可 能 性 一 般 是 用 概率 来 描述 的 。 

(3) 利用 各 方案 结果 的 度量 值 (如 效益 值 、 效 用 值 、 损 失 值 等 ) 给 出 对 各 方案 的 偏好 。 

(4) 综合 前 面 得 到 的 信息 ,选择 最 为 偏好 的 方案 ,必要 时 可 作 一 些 录 敏 度 分析 。 

4. 决策 系统 

包括 信息 机 构 、 人 研究 吞 守 机 构 、 决 策 机 构 与 执行 机 构 , 特 别 是 吞 宫 机 构 在 现代 决策 中 
的 作用 日 趋 重要 。 

一 个 完整 的 决策 应 包括 决策 者 ; 至 少 有 两 个 可 供 选 择 的 方案 ; 存在 决策 者 无 法 控制 
的 若干 状态 ; 可 以 测 知 各 个 方案 与 可 能 出 现 的 同 状态 相对 应 的 结果 ; 衡量 各 种 结果 的 价 
值 标准 。 

决策 分 析 是 为 了 合理 分 析 具 有 不 确定 性 或 风险 性 决策 问题 而 提出 的 一 套 概念 和 系统 
分 析 方 法 ,其 目的 在 于 改进 决策 过 程 ,从 而 辅助 决策 ,但 不 是 代替 决策 者 进行 决策 。 实 成 
证 明 , 当 决策 问题 较为 复杂 时 ,决策 者 在 保持 与 自 号 判断 及 偏好 一 致 的 条 件 下 处 理 大 量 信 
息 的 能 力 将 减 罚 , 在 这 种 情形 下 ,决策 分 析 方 法 可 为 决策 者 提供 强 有 力 的 工具 。 


二 、 决策 分 析 研 究 的 特征 


决策 分 析 将 有 助 于 对 一 般 决 策 问 题 中 可 能 出 现 的 下 面 一 些 典 型 特征 进行 分 析 。 

1. 不 确定 性 

许多 复杂 的 决策 问题 都 具有 一 定 程 度 的 不 确定 性 。 从 范围 来 看 ,包括 决策 方案 结果 
的 不 确定 性 , 即 一 个 方案 可 能 出 现 多 种 结果 ; 约束 条 件 的 不 确定 性 ; 技术 参数 的 不 确定 
性 ; 等 等 。 从 性 质 上 看 ,包括 概率 意义 下 的 不 确定 性 和 区 间 意 义 下 的 不 确定 性 。 概 率 意 
义 下 的 不 确定 性 又 包括 主观 概率 意义 下 的 不 确定 性 ( 亦 称 为 可 能 性 ) 和 客观 概率 意义 下 的 
不 确定 性 ( 亦 称 为 随机 性 )。 它 们 的 区 别 在 于 前 者 是 指 人 们 对 可 能 发 生 事件 的 概率 分 布 的 
一 个 主观 估计 ,被 估计 的 对 象 具 有 不 能 重复 出 现 的 偶然 性 ; 后 者 是 指 人 们 利用 已 有 的 历 
史 数 据 对 未 来 可 能 发 生 事件 概率 分 布 的 一 个 客观 估计 ,被 估计 的 对 象 一 般 具 有 可 重复 出 
现 的 偶然 性 。 可 能 性 和 随机 性 在 决策 分 析 中 统称 为 风险 性 ,区 间 意 义 下 的 不 确定 性 一 般 
是 指 人 们 不 能 给 出 可 能 发 生 事件 的 概率 分 布 ,只 能 对 有 关 量 取 值 的 区 间 给 出 一 个 估计 。 

2. 动态 性 

很 多 问题 由 于 其 本 身 具 有 的 阶段 性 ,往往 需要 进行 多 次 决策 , 且 后 面 的 决策 依赖 于 前 


380 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


面 决策 的 结果 。 

3. 多 目标 性 

对 许多 复杂 问题 来 说 ,往往 有 多 个 具有 不 同 度量 单位 的 决策 目标 , 且 这 些 目标 通 篆 具 
有 冲突 性 , 即 一 个 目标 值 的 改进 会 导致 其 他 目标 值 的 劣化 。 因 此 ,决策 者 必须 考虑 如 何在 
这 些 目标 间 进 行 折 中 ,从 而 达到 一 个 满意 解 (注意 不 是 最 优 解 ) 。 

4. 模糊 性 

模糊 性 是 指 人 们 对 客观 事物 概念 描述 上 的 不 确定 性 ,这 种 不 确定 性 一 般 是 由 于 事物 
无 法 (或 无 必要 ) 进 行 精确 定义 和 度量 而 造成 的 ,如 “社会 效益 ”满意 程度 ”等 概念 在 不 同 
具体 问题 中 均 具 有 一 定 的 模糊 性 。 

5. 群体 性 

群体 性 包括 两 方面 的 含义 : 

(1) 一 个 决策 方案 的 选择 可 能 会 对 其 他 群体 的 决策 行为 产生 影响 ,特别 像 政 府 决策 ， 
会 对 各 层次 的 行为 主体 产生 影响 ; 企业 一 级 的 决策 也 会 对 其 他 企业 产生 影响 。 因 此 , 决 
策 者 若 能 预计 到 自身 决策 对 其 他 群体 的 影响 将 有 益 于 自身 的 决策 。 

(2) 决策 是 由 一 个 集体 共同 制定 的 ,这 一 集体 中 的 每 一 成 员 都 是 一 个 决策 者 ,他 们 的 
利益 、 观 点 、 偏 好 有 所 不 同 , 这 就 产生 了 如 何 建 立 有 效 的 群体 决策 体制 和 实施 方法 的 问题 。 


第 二 节 ”风险 型 决策 方法 


一 、 风 险 型 决策 的 期 望 值 法 


例 1 茶 石 油 公 司 拥 有 一 块 可 能 有 油 的 土地 ,根据 可 能 出 油 的 多 少 , 该 块 土地 具有 4 
种 状态 : 可 产 油 50 万 桶 、20 万 桶 、5 万 桶 、 无 油 。 公 司 目 前 有 3 个 方案 可 供 选 择 : 自行 外 
井 ; 无 条 件 地 将 该 块 土地 出 租 给 其 他 生产 者 ; 有 条 件 地 租 给 其 他 生产 者 。 硅 自行 钻井 ， 
打出 一 口 有 油井 的 费用 是 10 万 元 ,打出 一 口 无 油井 的 费用 是 7.5 万 元 ,每 一 桶 油 的 利润 
是 1. 5 元 。 夺 无条件 出 租 , 不 管 出 油 多 少 , 公 司 收取 固定 租金 4. 5 万 元 ; 各 有 条 件 出 租 ， 
公司 不 收取 租金 ,但 当 产 量 为 20 万 桶 至 50 万 桶 时 ,每 桶 公司 收取 0.5 元。 由 上 计算 得 到 
该 公司 可 能 的 利润 收入 见 表 13-1。 按 过 去 的 经 验 , 该 块 土地 具有 上 面 4 种 状态 的 可 能 性 
分 别 为 10%、15%、25% 和 50%。 问 题 是 ; 该 公司 应 选择 哪 种 方案 ,可 获得 最 大 利润 ? 


表 13-1 石油 公司 的 可 能 利润 收入 表 元 


项 日 50 万 桶 (Si ) 20 万 桶 (S;) 5 万 桶 (S;) 无 油 (Ss) 


自行 钻井 (Al) 650 000 200 000 一 25 000 一 75 000 
无 条 件 出 租 (A;) 45 000 45 000 45 000 45 000 
有 条 件 出 租 (A;,) 250 000 100 000 0 0 


例 1 是 一 个 典型 的 风险 型 决策 的 例子 。 一 般 风险 型 决策 问题 可 描述 如 下 : 设 Al,…， 
Am 为 所 有 可 能 选择 的 方案 ,Si1,…，,S， 为 所 有 可 能 出 现 的 状态 ( 称 为 自然 状态 ) ,各 状态 出 
现 的 概率 (可 以 是 客观 的 ,也 可 以 是 主观 的 ) 分 别 为 Pi,…,P,。 记 ai 二 u(Ai,S;) 为 方案 
A; 当 状 态 S; 出 现时 的 益 损 值 ( 或 效用 值 ) , 则 一 般 风 险 型 决策 问题 可 由 表 13-2 表示 。 


表 13-2 风险 型 决策 表 


方 案 S 
Pi P; PP 

Al; ull 以 12 Ul 
A; a21 a22 C2 
An Cml Cm, Crm 


处 理 风 险 型 决策 问题 时 常用 的 方法 是 根据 期 望 收 益 最 大 原则 进行 分 析 , 即 根据 每 个 
方案 的 期 望 收益 (或 损失 ) 来 对 方案 进行 比较 ,从 中 选择 期 望 收益 最 大 (或 期 望 损失 最 小 ) 
的 方案 ,这 种 方法 称 为 期 望 值 法 , 它 缠 含 两 层 意思 : 

(1) 无 差异 性 , 即 是 说 决策 者 认为 在 一 个 确定 性 收益 和 一 个 与 之 等 值 的 期 望 收益 之 
间 不 存在 差异 ; 

(2) 趋 利 性 , 即 是 说 决策 者 总 是 希望 期 望 收益 值 越 大 越 好 。 

期 望 收益 最 大 原则 是 风险 型 决策 分 析 的 一 个 基本 假设 ,根据 这 一 假设 ,可 由 决策 
表 13-2 计算 每 一 方案 A; 的 期 望 收益 


E(A:) = >,Piai (i=1,.,m) (13. 1) 
一 1 
然后 选取 A; ,使 得 
E(A? ) = max E(A;) (13. 2) 
对 于 例 1, 分 别 记 “ 自 行 钻井 “无条件 出 租 ” 和 “有 条 件 出 租 ” 这 3 个 方案 为 Ai,A 和 
As ,有 
E(A) 一 0.10X650000 十 0.15X200000 十 0.25X (一 25000) 十 0.50X( 一 75 000) 
一 51 250( 元 ) 
FE(A,) 一 0.10X45000 十 0.15X45000 十 0.25X45000 十 0.50X45000 
.5000( 元 ) 


E(A;)= 0.10 xX 250 000 十 0.15 X100000 十 0.25X0 十 0.5X0 = 40 000( 元 ) 
根据 期 望 收益 最 大 原则 ,应 选择 方案 Ai , 即 自 行 钻井 。 
上 例 中 若 4 种 状态 的 可 能 性 分 别 变 为 8M% 、15% .25% 和 52%, 则 采用 不 同方 案 时 的 
收益 分 别 为 : E(A1i)= 二 39 350( 元 ),E(As)= 二 45 000( 元 ) ,ECA:) 王 30 000( 元 ) ,因而 改 为 选 
择 方案 A;。 这 说 明 状 态 概 率 的 变化 会 导致 决策 的 变化 。 设 a 为 出 现状 态 Si 的 概率 ,S， 
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和 Ss 的 概率 不 变 , 状 态 S 的 出 现 概率 变 为 (0. 6 一 a) ,由 表 13-1 可 计算 得 
E(A1)=65 000a 十 30 000 一 6 500 一 70 000(0. 6 一 a) 
E(A;,)=45 000 

为 观察 a 的 变化 如 何 影响 到 决策 方案 的 变化 , 令 下 (Ai) = 下 (A:), 则 可 解 得 二 
0.087 84, 称 ww”* 为 转折 概率 。 当 aa* 二 0.087 84 时 ,选择 方案 Ai ,否则 选择 方案 A;。 

在 实际 工作 中 ,可 把 状态 概率 、 益 损 值 等 在 可 能 的 范围 内 做 几 次 变动 ,分 析 一 下 这 些 
变动 会 给 期 望 益 损 值 和 决策 结果 带 来 的 影响 。 如 果 参 数 稍 加 变动 而 最 优 方案 不 变 , 则 这 
个 最 优 方案 是 比较 稳定 的 ; 反之 ,如 果 参 数 稍 加 变动 使 最 优 方案 改变 , 则 原 最 优 方案 是 不 
稳定 的 , 需 进 行进 一 步 的 分 析 。 


二 、 利 用 后 验 概率 的 方法 及 信息 价值 


在 处 理 风险 型 决策 问题 的 期 望 值 方法 中 ,需要 知道 各 种 状态 出 现 的 概率 P(Si),…， 
P(S,) ,这 些 概率 通常 为 先 验 概率 。 因 为 不 确定 性 经 常 是 由 于 信息 的 不 完备 造成 的 ,决策 
的 过 程 实际 上 是 一 个 不 断 收集 信息 的 过 程 , 当 信息 足够 完备 时 ,决策 者 便 不 难 做 出 最 后 决 
策 。 因 此 , 当 收 集 到 一 些 有 关 决 策 的 进一步 信息 B 后 ,对 原 有 各 种 状态 出 现 概 率 的 估计 
可 能 会 发 生变 化 。 变 化 后 的 概率 记 为 P(S;|1B), 这 是 一 个 条 件 概率 ,表示 在 得 到 追加 信 
息 B 后 对 原 概 率 P(S;) 的 修正 , 故 称 为 后 验 概 率 。 由 先 验 概率 得 到 后 验 概率 的 过 程 称 为 
概率 修正 ,决策 者 事实 上 经 常 是 根据 后 验 概率 进行 决策 的 。 

追加 信息 的 获取 一 般 应 有 助 于 改进 对 不 确定 性 决策 问题 的 分 析 。 为 此 ,需要 解决 两 
方面 的 问题 : (1) 如 何 根 据 追 加 信息 对 先 验 概率 进行 修正 ,并 根据 后 验 概率 进行 决策 ; 
(2) 由 于 获取 信息 通常 要 支付 一 定 的 费用 ,这 就 产生 了 一 个 需要 将 有 追加 信息 情况 下 可 能 
的 收益 增加 值 同 为 获取 信息 所 支付 的 费用 进行 比较 , 当 追 加 信息 可 能 带 来 的 新 收益 大 于 
信息 本 号 的 费用 时 , 才 有 必要 去 获取 新 的 信息 。 因 此 ,通常 把 信息 本 号 能 带 来 的 新 的 收益 
称 为 信息 的 价值 。 

例 2 同 例 1, 但 假设 该 石油 公司 在 决策 前 希望 进行 一 次 地 震 实 验 , 以 进一步 弄 清 该 
地 区 的 地 质 构 造 。 已 知 地 震 实 验 的 费用 是 12 000 元 ,地 震 实 验 可 能 的 结果 是 : 构造 很 好 
(也 ) ,构造 较 好 (I,) 构造 一 般 (I;) 和 构造 较 差 (I,)。 根 据 过 去 的 经 验 , 可 知 地 质 构 造 与 油 
井 出 油 量 的 关系 见 表 13-3。 问 题 是 : (1) 是 否 需 要 做 地 震 实 验 ? (2) 如 何 根 据 地 震 实 验 的 
结果 进行 决策 ? 


表 13-3 
50 万 桶 (Si ) 0.0 
20 万 桶 (S;) 0. 125 
5 万 桶 (S;) 0. 165 
无 油 (S4 ) 0. 23 


解 ” 先 计算 各 种 地 震 实验 结果 出 现 的 概率 。 
P(I1)=P(S)P(I|Si)+P(S) PI |Ss)+P(S)) PD |S:)+P(S) PD |S) 


=0.10X0.58 二 0. 15X0.56 十 0. 25X0.46 十 0. 50 久 0.19 一 0. 352 《13.3) 
P(I12)=P(S1)P(I|S1)+P(S)P(T|S:)T PP(S))P(T|S:)+P(S ) PT|S) 
二 0. 10X0.33 十 0. 15X0.19 十 0.25X0.25 十 0. 50X0.27 一 0. 259 (13. 4) 


P(T) 王 PCSi)P(CIs Si) 十 P(S:)P(CTI |1S:) 十 P(Ss)P(Ts lsSs) 十 P(S4)P(CTIs |S4) 

一 0.10 久 0. 09 十 0. 15X0. 125 十 0.25X0. 125 十 0.50 久 0.31 王 0. 214 (13.9) 
PRJ=PORYPUDISOI FPOYIP(NIRI P(N YT PRS 

一 0.10 久 0. 0 十 0. 15X0. 125 十 0. 25X0.165 十 0.50X0.23 二 0.175 (13.6) 
由 条 件 概率 公式 


P(S; | 1;) = PC(SDP(T | Si) 


P(1.;) 
可 得 到 后 验 概率 P(S; |T;), 见 表 13-4。 


表 13-4 地 震 试 验 后 的 后 验 概率 表 


ET TS 


(7 一 1 ,...,4; 7 一 1,.…,4) C13.7) 


50 万 桶 (Si ) 0. 000 
20 万 桶 (S;) 0.107 
5 万 桶 (S;) 0. 236 
无 油 (S4 ) 0.657 


下 面 用 后 验 概率 进行 分 析 。 如 果 地 震 实 验 得 到 的 结果 为 “构造 很 好 ”, 各 方案 的 期 望 
收益 为 
E(A1)=0.165X650 000 十 0. 24X200 000 十 0. 325X( 一 25 000) 十 0.270X (一 75 000) 
一 126 825( 元 》 
E(A,)=0.165X45 000 十 0.24X45 000 十 0. 325X45 000 十 0. 27X 45 000 
二 45 000( 元 ) 
E(A;)=0.165X250 000 十 0.24X100 000 十 0. 327X0 十 0. 27X0==65 250( 元 ) 
应 选择 方案 Al。 
如 果 地 震 实验 得 到 的 结果 为 “构造 较 好 ” ,各 方案 的 期 望 收益 为 : 
E(A1)=0.127X650 000 十 0.11X200 000 十 0. 241X( 一 25 000) 十 0. 522X (一 75 000) 
二 59 450( 元 ) 
E(A,)=0. 127X45 000 十 0. 11X45 000 十 0. 241X45 000 十 0. 522 X45 000 
一 45 000( 元 ) 
E(A;)=0. 127X250 000 十 0. 11X100 000 十 0. 241X0 十 0.522X0 王 42750( 元 ) 
应 选择 方案 Ai 。 
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如 果 地 震 实验 得 到 的 结果 为 “构造 一 般 ”. 各 方案 的 期 望 收益 为 : 
E(A1)=0.042X650 000 十 0.088X200 000 十 0.147X (一 25 000) 十 0. 723X (一 75 000) 
一 一 13 375( 元 ) 
E(A:)=0.042X45 000 十 0.088X45 000 十 0.147X45 000 十 0. 723X45 000 
二 45 000( 元 ) 
E(A;)=0.042X250 000 十 0. 088X100 000 十 0.147X0 十 0.723X0 王 19 300( 元 ) 
应 选择 方案 A: 。 
如 果 地 震 实 验 得 到 的 结果 为 “构造 较 差 ”, 各 方案 的 期 望 收益 为 : 
E(Ai1)=0.0X650 000 十 0.107 久 200 000 十 0.236X( 一 25 000) 十 0. 657X (一 75 000) 
一 一 33 775( 元 ) 
E(A;:)=0.0Xx45 000 十 0. 107X45 000 十 0. 236XX45 000 十 0.657X45 000 
一 45 000( 元 ) 
E(A;)=0.0Xx250 000 十 0.107X100 000 十 0.236X0 十 0.657X0 王 10 700( 元 ) 
应 选择 方案 A: 。 
根据 后 验 概率 ( 即 根据 地 震 实 验 的 结果 ) 进 行 决策 的 期 望 收益 为 : 
0. 352X126 825 十 0. 259X59 450 十 0. 213X45 000 十 0. 175 X45 000 王 77 500( 元 ) 
由 例 1 已 知 , 不 做 地 震 实 验 时 的 期 望 收益 为 51 250 元 ,实验 后 可 增加 期 望 收益 ,也 就 
是 地 震 实验 信息 的 价值 为 77 500 一 51 250 王 26 250( 元 ) ,大 于 地 震 实验 的 费用 12 000 元 ， 
因而 进行 地 震 实 验 是 合算 的 。 
三 、 决 策 树 方法 
上 文 讨论 的 风险 型 决策 问题 是 一 步 决 策 问 题 ,实际 当中 很 多 决策 往往 是 多 步 决 策 问 
题 ,每 走 一 步 选择 一 个 决策 方案 ,下 一 步 的 决策 取决 于 上 一 步 的 决策 及 其 结果 ,因而 是 个 
多 阶段 决策 问题 。 这 类 决策 问题 一 般 不 便 用 决策 表 来 表示 ,常用 的 方法 是 决策 树 法 。 
例 3 某 开 发 公司 拟 为 一 企业 承包 新 产品 的 人 研制 与 开发 任务 ,但 为 得 到 合同 必须 参 
加 投标 。 已 知 投标 的 准备 费用 为 40 000 元 ,中 标的 可 能 性 是 40%。 如 果 不 中 标 , 准 备 费 
用 得 不 到 补偿 。 如 果 中 标 , 可 采用 两 种 方法 进行 研制 开发 : 方法 1 成 功 的 可 能 性 为 80%， 
费用 为 260 000 元; 方法 2 成功 的 可 能 性 为 50%, 费 用 为 160 000 元 。 如 果 研 制 开发 成 
功 ,该 开发 公司 可 得 到 600 000 元 ,如 果 合 同 中 标 , 但 未 人 研制 开发 成 功 , 则 开发 公司 需 赔 偿 
100 000 元 。 问 题 是 要 决策 : (1) 是 否 参 加 投标 ;(2) 奉 中 标 了 ,采用 哪 种 方法 人 研制 开发 。 
下 面 用 决策 树 方法 来 分 析 这 个 问题 。 所 谓 决 策 树 就 是 将 有 关 的 方案 ,状态 、 结 果 、 益 
损 值 和 概率 等 用 由 一 些 节 点 和 边 组 成 的 类 似 于 “ 树 ” 的 图 形 表示 出 来 , 它 的 基本 组 成 部 分 
包括 : 
(1) 决策 点 ,一般 用 方形 节点 表示 ,从 这 类 节点 引出 的 边 表示 不 同 的 决策 方案 , 边 下 
数字 为 进行 该 项 决策 时 的 费用 文 出 。 
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(2) 状态 点 ,一般 用 圆 形 节 点 表示 ,从 这 类 节点 引出 的 边 表示 不 同 的 状态 , 边 下 的 数 
字 表 示 对 应 状态 出 现 的 概率 。 

(3) 结果 点 ,一 般 用 有 圆心 的 圆 形 节 点 表示 ,位 于 树 的 末梢 处 ,并 在 这 类 节点 旁 注 明 
各 种 结果 的 益 损 值 。 

图 13-1 给 出 了 例 3 的 决策 树 , 从 该 图 可 看 出 ,利用 决策 树 对 多 阶段 决策 问题 进行 描 
述 是 十 分 方便 的 。 


13-1 例 3 的 决策 树 


利用 决策 树 对 多 阶段 风险 型 决策 问题 进行 分 析 通 常 也 是 依据 期 望 值 准 则 ,具体 做 法 
是 : 先 从 树 的 末梢 开始 ,计算 出 每 个 状态 点 上 的 期 望 收益 ,然后 将 其 中 的 最 大 值 标 在 相应 
的 决策 点 劳 。 决 策 时 ,根据 期 望 收益 最 大 的 原则 从 后 向 前 进行 “ 剪 校 ,直到 最 开始 的 决策 
点 ,从 而 得 到 一 个 由 多 阶段 决策 构成 的 完整 的 决策 方案 。 对 例 3 的 分 析 见 图 13-1。 图 中 : 

D 点 处 的 值 为 : 0. 8X600 000 十 0.2X (一 100 000) 王 460 000 

EE 点 处 的 值 为 : 0. 5X600 000 十 0.5X( 一 100 000) 一 250 000 

由 于 460 000 一 260 000 二 250 000 一 160 000 , 故 在 C 点 处 的 决策 为 选择 方法 1, 划 去 方 
法 2 的 边 ,并 将 费用 值 200 000 注 在 C 点 上 边 。 

B 点 处 的 值 为 : 0. 4X200 000 十 0.6X0 王 80 000 

又 因 80 000 一 40 000 王 40 000, 故 在 A 点 处 的 决策 为 选择 投标 , 划 去 代表 不 投标 的 边 ， 
并 将 费用 值 40 000 注 在 A 点 上 边 。 

计算 结果 表明 该 开发 公司 首先 应 参加 投标 ,在 中 标的 条 件 下 应 采用 方法 1 进行 开发 
研制 ,总 期 望 收益 为 400 000 元 。 
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不 确定 型 决策 的 基本 特征 是 无 法 确切 知道 哪 种 自然 状态 将 出 现 ,而 且 对 各 种 状态 出 
现 的 概率 (主观 的 或 客观 的 ) 也 不 清楚 ,这 种 情况 下 的 决策 主要 取决 于 决策 者 的 素质 和 要 
求 。 下 面 介 绍 几 种 常用 的 处 理 不 确定 型 决策 问题 的 方法 ,实际 上 是 几 种 常用 的 原则 。 以 
下 均 假设 决策 矩阵 中 的 元 素 az 为 收益 值 。 
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一 、 悲 观 准 则 (Cmax-min 准则 ) 


这 种 方法 的 基本 思想 是 假定 决策 者 从 每 一 个 决策 方案 可 能 出 现 的 最 差 结 果 出 发 , 且 
最 佳 选择 是 从 最 不 利 的 结果 中 选择 最 有 利 的 结果 。 记 


u(A;) = Din as (7 = 1 ,mm) (13. 8) 
则 最 优 方案 A; 应 满足 
ul(A; ) = max u (Ai) = max Inin aa (13. 9) 
例 4 设 某 决策 问题 的 决策 收益 如 表 13-5 所 示 。 
表 13-5 
方 案 min ay 
Ai; 9 4 
A, 1 
A; 7 
As 5 3 
Ai5 可 3 
由 式 (13. 8) 可 得 
CA) = min ‘4,5,6,7;} = 4 
u(A:) = min ‘2,4,6,9; 一 2 
uAs) = Tn i9735} = 3 
u(As) = min 43,5,6,8} 一 3 
tAs) = mn 135953555} = 8 
由 式 (13. 9) 得 ,Ai 为 最 优 方案 
ul(A1) = max u(A;) = 4 (13. 10) 


二 、 乐 观 准 则 (max-max 准则 ) 


这 种 准则 的 出 发 点 是 假定 决策 者 对 未 来 的 结果 持 乐 观 的 态度 ,总 是 假设 出 现 对 目 己 
最 有 利 的 状态 。 记 


u(A;) = maxa; (i1= 1,.…,m) (13.11) 
l= 三 nn 
则 最 优 方 案 Ai 应 满足 
ul(A7) = max u(A;) = max max Qi C13, 12) 
1<i<m 1<i<m 1<j<n 


仍 以 例 4 为 例 , 有 
uCA) = mr {4,50 = 1 


u(Az) = max ‘42,4,6,9} 一 9 
u(As) = max 15,7,3,5} = 7 
u(As) = max {13,5,6,8} = 8 
u(As) = max 43,5,5,5} = 5 
由 
ul(A;,) = max CA;) 一 9 (13. 13) 
得 到 最 优 方案 为 A;。 
三 、 折 中 准则 


折 中 准则 是 介 于 悲观 准则 和 乐观 准则 之 间 的 一 个 准则 ,其 特点 是 对 客观 状态 的 佑 计 
既 不 完全 乐观 ,也 不 完全 悲观 ,而 是 采用 一 个 乐观 系数 < 来 反映 决策 者 对 状态 估计 的 乐观 
程度 。 具 体 计 算 方 法 是 : 取 aELo,1j, 令 


UL(A;) 一 w max as Ll min ai (i= 1,,m) (13.14) 
然后 ,从 u(A;) 中 选择 最 大 者 为 最 优 方案 , 即 
ul(A7) = max E max ai 十 (1 一 a) min ay | La 
1<i<m lSj<n 1<j<n 


显然 , 当 a 二 1 时 , 即 为 乐观 准则 的 结果 ; 当 a 二 0 时 , 即 为 翡 观 准则 的 结果 。 
现 取 a 二 0.8, 则 1 一 a 二 0.2, 由 式 (13.14), 有 
ul(Ai1) 一 0.8X7 十 0.2X4 一 6.4 
(4A:) 一 0.8XX9 十 0.2X2 一 7.6 
u(As) 一 0.8X7 十 0.2X3 一 6.2 
x(A4) 一 0.8X8 十 0.2X3 一 7.0 
u(As) 一 0.8X5 十 0.2X3 一 4.6 
可 知 ,最 优 方案 为 A;。 

当 a 二 0.6 时 ,代入 式 (13. 14) 和 式 (13.15) 知 最 优 方案 仍 为 A:; 而 当 a 二 0.5 时 ,最 优 
方案 可 以 是 Ali,A; 或 4A4; 当 a 二 0.4 时 ,最 优 方案 为 A1。 当 a 取 不 同 值 时 ,反映 决策 者 对 
客观 状态 估计 的 乐观 程度 不 同 , 因 而 决策 的 结果 也 就 不 同 。 一 般 地 , 当 条 件 比 较 乐 观 时 ， 
a 取得 大 些 ; 反之 ,a 应 取得 小 些 。 


四 、 等 可 能 准则 (Laplace 准则 ) 

这 种 准则 的 思想 在 于 对 各 种 可 能 出 现 的 状态 "一 视 同仁”, 即 认为 它们 出 现 的 可 能 性 
都 是 相等 的 , 均 为 二 (有 个 状态 )。 然 后 ,再 按照 期 望 收益 最 大 的 原则 选择 最 优 方案 , 仍 
以 例 4 来 说 明 如 下 : 根据 等 可 能 准则 ,有 


at 六 (4 十 5 十 6 十 7) — 5. 50 
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二 二 (2 十 4 十 6 十 9) = 
w(As) 一 元 (5 十 7 十 3 十 5) 一 5. 00 
nu(As) 一 (3 十 5 十 6 十 8) 一 5.50 
本 二 (3 十 5 十 5 十 5) 4 
又 由 


CAI) = ul(As) = max ul(A;:) = 5.50 
可 知 最 优 方案 为 Al: 或 人 A，。 


遗憾 准则 (min-max 准则 ) 


在 决策 过 程 中 , 当 某 一 种 状态 可 能 出 现时 ,决策 者 必然 要 选择 使 收益 最 大 的 方案 。 但 
如 果 决 策 者 由 于 决策 失误 而 没有 选择 使 收益 最 大 的 方案 , 则 会 感到 遗憾 或 后 悔 。 遗 憾 准 
则 的 基本 思想 就 在 于 尽量 减少 决策 后 的 遗憾 ,使 决策 者 不 后 悔 或 少 后 悔 。 具 体 计 算 时 , 首 
先 要 根据 收益 矩阵 算出 决策 者 的 “后 悔 矩 阵 ”, 该 矩阵 的 元 素 ( 称 为 后 悔 值 )b; 的 计算 公 
式 为 


bj; = maxaj—a; (2 一 1. :7 J]7=1,,n) (13.16) 
1<i<m 
然后 , 记 
r(A.,) max b; (J 一 Ls 0) (1 上 7 
l<j<n 


所 选 的 最 优 方案 应 使 
r(A7) = ‘min r(A;) = ‘min max Di (L318 
三 I 三 


im lin 


仍 以 例 4 为 例 , 计 算出 的 后 悔 矩阵 如 雪 13-6 所 示 , 最 优 方 案 为 Al 或 A,。 


表 13-6 

方 案 max bs 
Ai 
A: 3 
As 4 
As 2 
As 4 


综 上 所 述 , 根 据 不 同 决策 准则 得 到 的 结果 并 不 完全 一 致 ,处 理 实际 问题 时 可 同时 采用 
几 个 准则 来 进行 分 析 和 比较 。 到 底 采 用 哪个 方案 , 需 视 具体 情况 和 决策 者 对 目 然 状 态 所 
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持 的 态度 而 定 。 表 13-7 给 出 了 例 4 利用 不 同 准则 进行 决策 分 析 的 结果 ,一 般 来 说 ,被 选 
中 多 的 方案 应 予以 优先 考虑 。 


表 13-7 
决策 方案 
准 则 
Al A: As A As 

max-min 准则 Vv 

max-max 准则 Vv 

折 中 准则 (a 二 0. 8) a 

Laplace 准则 V V 

min-max 准则 V WA 


第 四 闻 效用 函数 方法 


一 、 效 用 的 概念 


本 划 前 面 介绍 风险 型 决策 方法 时 , 提 到 了 可 根据 期 望 收益 最 大 (或 期 望 损失 最 小 ) 原 
则 选择 最 优 方 案 , 但 这 样 做 有 时 并 不 一 定 合 理 , 下 面 来 看 几 个 例子 。 

例 5 设 有 决策 问题 ; 方案 Ai : 稳 获 100 元 ; 方案 Bi : 获 250 元 和 0 元 的 机 会 各 为 
41% 和 59%。 

从 直观 上 看 ,大 多 数 人 可 能 会 选择 方案 A,。 但 我 们 不 妨 计算 一 下 方案 Bi 的 期 望 
收益 : 

E(Bi) = 0.41 Xx 250+0.59X0= 102.5 > 100 = E(AI) 

于 是 ,根据 期 望 收 益 最 大 原则 ,一 个 理性 的 决策 者 应 该 选择 方案 B1, 这 一 结果 怒 怕 令 
实际 中 的 决策 者 很 难 接受 。 这 说 明 , 完 全 根据 期 望 收 益 作 为 评价 方案 的 准则 往往 是 不 尽 
合理 的 。 

例 6 有 甲乙 二 人 , 甲 提出 请 乙 掷 硬币 ,并 约定 : 如 果 出 现 正 面 , 乙 可 获得 40 元 ; 如 
果 出 现 反 面 , 乙 要 问 甲 支付 10 元 。 现 在 , 乙 有 两 个 选择 ,接受 甲 的 建议 ( 掷 硬币 , 记 为 方案 
4A) 或 不 接受 甲 的 建议 (不 掷 硬 币 , 记 为 方案 B)。 如 果 乙 不 接受 甲 的 建议 ,其 期 望 收益 为 
E(B) 二 0; 如 果 接 受 甲 的 建议 ,其 期 望 收益 为 E(A)= 王 0.5X40 一 0.5X10= 王 15。 根 据 期 望 
收益 最 大 化 原则 , 乙 应 该 接受 甲 的 建议 。 现 在 假设 乙 是 个 穷人 ,10 元 钱 是 他 一 家 三 天 的 
口粮 钱 ,而 且 假 定 乙 手 头 现 在 仅 有 10 元 钱 。 这 时 , 乙 对 甲 的 建议 的 态度 很 可 能 会 发 生变 
化 ,很 可 能 宁愿 用 这 10 元 钱 来 买 全 家 三 天 的 口粮 ,不 致 换 饿 ,而 不 会 去 冒 投机 的 风险 。 这 
个 例子 说 明 即 使 对 同一 个 决策 者 来 说 , 当 其 所 处 的 地 位 、 环 境 不 同时 ,对 风险 的 态度 一 般 
也 是 不 同 的 。 

上 述 两 个 例子 说 明 : 同一 笔 货 币 量 在 不 同 场 合 下 给 决策 者 之 来 的 主观 上 的 满足 程度 


是 不 一 样 的 ,或 者 说 ,决策 者 在 更 多 的 场合 下 是 根据 不 同 结 果 或 方案 对 其 需求 欲望 的 满足 
程度 来 进行 决策 的 ,而 不 仅仅 是 依据 期 望 收益 最 大 进行 决策 。 为 了 衡量 或 比较 不 同 的 商 
品 、 筋 务 满 足 人 的 主观 愿望 的 程度 ,经济 学 家 和 社会 学 家 们 提出 了 效用 这 个 概念 ,并 在 此 
基础 上 建立 了 效用 理论 。 

所 谓 货币 的 效用 值 就 是 指 人 们 主观 上 对 货币 价值 的 衡量 。 一 般 来 说 ,效用 是 一 个 属 
于 主观 范畴 的 概念 ,这 也 正 是 其 能 较 好 地 解释 现实 中 某 些 决策 行为 的 原因 所 在 。 另 外 , 效 
用 是 因 人 、 因 时 、 因 地 而 变化 的 ,同样 的 商品 或 劳务 对 不 同人 ,在 不 同时 间或 不 同 地 点 具有 
不 同 的 效用 。 同 时 还 应 注意 , 同 种 商品 或 劳务 对 不 同人 来 说 ,一 般 是 无 法 进行 比较 的 。 一 
瓶 酒 对 爱 喝酒 和 不 爱 喝酒 的 人 来 说 ,其 效用 是 无 法 进行 比较 的 。 

上 面 的 例子 及 分 析 表 明 : 

1. 同一 货币 量 , 在 不 同 风险 情况 下 ,对 同一 决策 者 来 说 具有 不 同 的 效用 值 ; 

2. 在 同等 风险 程度 下 ,不 同 决策 者 对 风险 的 态度 是 不 一 样 的 , 即 相 同 的 贷 币 量 在 不 
同人 看 来 具有 不 同 的 效用 。 


二 、 效用 曲线 的 确定 及 分 类 


如 前 所 述 ,可 以 用 效用 来 量化 决策 者 对 风险 的 态度 。 对 每 一 个 决策 者 来 说 ,都 可 以 测 
定 反 映 他 对 风险 态度 的 效用 曲线 。 通 常 假定 效用 值 是 一 个 相对 值 ,如 假定 决策 者 最 偏好 、 
最 倾向 、 最 愿意 事物 (方案 ) 的 效用 值 为 1; 而 最 不 喜欢 、 最 不 倾向 、 最 不 愿意 的 事物 的 效用 
值 为 0( 当 然 也 可 假定 效用 值 在 0 一 100 之 间 ,等 等 )。 确 定 效用 曲线 的 方法 主要 是 对 比 提 
问 法 。 

设 决策 者 面临 两 个 可 选择 的 方案 A, 和 A: ,其 中 Ai 表示 他 可 无 风险 地 得 到 一 笔 收益 
Z,A; 表示 他 可 以 概率 已 得 到 收益 y, 以 概率 1 一 已 得 到 收益 ,其 中 xz 二 yy 或 yy 全 二 >。 
设 U(z) 表 示 收 益 z 的 效用 值 , 则 当 决 策 者 认为 方案 A, 和 A 等 价 时 ,应 有 

PU(y) 十 (1 一 P)U(Cz) 一 UCz) (13. 19) 
式 (13. 19) 意 味 着 决策 者 认为 zx 的 效用 值 等 价 于 y 和 xz 的 效用 的 期 望 值 。 由 于 式 (13. 19) 
中 共有 xz,y,z,P 4 个 变量 , 铬 其 中 任意 3 个 确定 后 , 即 可 通过 向 决策 者 提问 得 到 第 4 个 变 
量 值 。 提 问 的 方式 大 体 有 3 种 : 

(1) 每 次 固定 zx,y,z 的 值 , 改 变 己 的 值 , 并 癌 决 策 者 提问 :“P 取 何 值 时 ,您 认为 A， 
和 A: 等 价 ?” 

(2) 每 次 固定 P,y,z 的 值 ,改变 工 的 值 ,并 向 决策 者 提问 :“x 取 何 值 时 ,您 认为 Al 
和 A 等 价 ?” 

(3) 每 次 固定 P,r,y( 或 x) 的 值 ,改变 xz( 或 y) 的 值 ,并 向 决策 者 提问 :“xz( 或 y) 取 何 
值 时 ,您 认为 A! 和 A; 等 价 ?” 

实际 计算 中 ,经 常 取 PP 二 0. 5, 固 定 y,z 的 值 ,利用 式 (13. 20) 求 得 xz 的 值 。 

0. 5U(y) 十 0.5U(z) = U(Zzx) 人 
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将 y,z 的 值 改 变 3 次 ,分 别提 问 3 次 得 到 相应 的 xz 值 , 即 可 得 到 效用 曲线 上 的 3 个 点 ,再 
加 上 当 收 益 最 差 时 效用 为 0 和 收益 最 好 时 效用 为 1 这 两 个 点 ,实际 上 已 得 到 效用 曲线 上 
的 5 个 点 ,根据 这 5 个 点 可 画 出 效用 曲线 的 大 致 图 形 。 
以 下 分 别 记 二 和 < 并 为 所 有 可 能 结果 中 决策 者 认为 最 有 利和 最 不 利 的 结果 , 即 有 
U(x*)=1, U(x)=0 
例 7 构造 一 个 效用 因数 ,已 知 所 有 可 能 收益 的 区 间 为 L 一 100 元 ,200 元 」, 即 
TX" 二 200,7Xx 二 一 100, 故 U(200)= 二 1,U( 一 100)= 二 0。 现 用 “五 点 法 ”确定 效用 曲线 上 其 他 
3 个 点 。 
(1) 请 决策 者 在 “Ai : 稳 获 z 元? 和"“A:: 以 50% 的 机 会 得 到 200 元 ,50% 的 机 会 损失 
100 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 先 取 zz 一 25, 若 决策 者 的 回答 是 偏好 于 Ai , 则 适量 
减少 工 的 值 ,例如 取 x 二 10; 硅 决 策 者 的 回答 还 是 偏好 于 Ali, 则 可 将 工 的 值 再 适 量 减 少 ， 
例如 取 zx 二 10。 这 时 ,假设 决策 者 的 回答 是 偏好 于 方案 A;, 则 应 适量 增加 xz 的 值 ,例如 取 
xX 二 0。 假 设 当 X= 二 0 时 决策 者 认为 方案 A, 和 Ai 等 价 , 则 有 
U(0)= 0.5 XU(200) 十 0.5 XU(— 100) 
一 0.5X1 十 0.5X0 一 0.5 (13. 21) 
(2) 请 决策 者 在 “Ai: 稳 获 zx 元 ”和 “As,: 以 50% 的 机 会 得 到 0 元 ,50% 的 机 会 损失 
100 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 当 z= 一 60 时 决策 者 认为 方案 Al 和 A 等 价 , 则 有 
U(— 60)= 0.5XU(0)++0.5 XU( 一 100) 
一 0.5X0.5 十 0.5X0 一 0.25 (13. 22) 
(3) 请 决策 者 在 “Ai : 稳 获 工 元 ?和 ”“A:: 以 50% 的 机 会 得 到 0 元 ,50% 的 机 会 得 到 
200 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 当 z=80 时 决策 者 认为 方案 A, 和 A; 等 价 , 则 有 
U(80) 一 0.5XU(O) 十 0.5 XU(C200) 
二 0.5X0.5 十 0.5X1= 0.75 (13. 23) 
这 样 便 确定 了 当 收 益 为 一 100 元 、 一 60 元 .0 元 .80 元 和 200 元 时 的 效用 值 分 别 为 0， 
0.25,0.5,0.75 和 1, 据 此 可 画 出 该 效用 曲线 的 大 致 图 形 , 见 图 13-2。 
从 以 上 癌 决 策 者 的 提问 及 其 回答 的 情况 来 看 ,不 同 的 决策 者 的 选择 是 不 同 的 ,这 样 可 
得 到 不 同形 状 的 效用 曲线 ,表示 决策 者 对 风险 的 态度 不 同 。 效 用 曲线 的 形状 大 体 可 分 为 
保守 型 .中间 型 .冒险 型 3 种 , 见 图 13-3。 具 有 中 间 型 效用 曲线 的 决策 者 认为 他 的 实际 收 
入 和 效用 值 的 增长 成 等 比 关 系 ; 具有 保守 型 效用 曲线 的 决策 者 对 实际 收入 的 增加 的 反应 
比较 迟钝 , 即 认为 实际 收入 的 增加 比例 小 于 效用 值 的 增加 比例 ; 具有 冒险 型 效用 曲线 的 
决策 者 则 对 实际 收入 的 增加 的 反应 比较 敏感 ,认为 实际 收入 的 增加 比例 大 于 效用 值 增加 
的 比例 。 以 上 是 3 类 具有 代表 性 的 曲线 类 型 。 实 际 中 的 决策 者 效用 曲线 可 能 是 3 种 类 型 
兼 而 有 之 ,反映 出 当 收 入 变化 时 ,决策 者 对 风险 的 态度 也 在 发 生变 化 。 


U(x) 


图 13-2 例 7 的 效用 函数 图 13-3 不 同类 型 的 效用 曲线 


三 、 风 险 规 避 度 的 衡量 


如 前 所 述 ,消费 者 在 具有 风险 的 环境 下 进行 决策 时 ,通常 会 表现 出 对 风险 的 不 同 态 
度 , 称 之 为 风险 规避 度 。 消 费 者 的 风险 规避 程度 与 他 的 效用 哺 数 u(。) 的 曲率 相关 。 效 
用 孔 数 越 弯 曲 , 风险 规避 程度 越 高 。 因 此 ,我 们 可 以 简单 地 用 效用 函数 的 二 阶 导 数 
ww(。) 来 表示 风险 规避 程度 。 线 性 效用 了 晴 数 具有 和 零 风 险 规避 度 (。) 王 0, 四 的 效用 本 数 
具有 负 风 险 规避 度 ww (。，) 二 0, 凸 效用 函数 具有 正 风 险 规 避 度 wx (。) 二 0。 

1. 局 部 风险 规避 度 

阿 罗 (Kenneth Arrow) 和 普 拉 特 (John Pratt) 给 出 了 一 种 应 用 广泛 的 衡量 消费 者 风 
险 规避 度 的 方法 , 称 为 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 , 其 定义 为 

ue 

二 
由 于 关于 效用 函数 弯曲 程度 的 信息 都 包括 在 了 二 (。) 中 ,因此 >(。) 并 没有 丧失 描述 曲 
率 的 信息 ; 而 同时 ,在 对 效用 上 男 数 进行 正 线性 变换 时 ,x(。) 值 保持 不 变 。 对 风险 规避 型 
(Crisk-averse) 消 费 者 来 说 ,wx(。) 二 0, 且 >(。) 值 越 大 ,表示 消费 者 对 风险 起 厌恶。 

例 8 保险 需求 

假设 某 消费 者 具有 初始 财物 W, 他 可 能 的 损失 数量 工 的 概率 (比如 他 的 房子 被 
烧毁 的 可 能 性 ) 为 p。 该 消费 者 可 以 购买 保险 ,在 他 壹 受 损失 的 时 候 , 得 到 g 元 的 文 付 。 
购买 g 元 保险 而 必须 支付 的 保费 为 xq ,这 里 x 为 每 1 元 保险 金额 对 应 的 保险 费 。 那 么 ， 
该 消费 者 愿意 购买 多 少 保 险 呢 ? 我 们 来 考察 效用 最 大 化 问题 : 

max 思 x(WW 一 了 十 9gC1L 一 rr)) 十 (人 1 一 轧 )KWY 一 7g) 
对 gg 求 一 阶 俩 导数 ,并 令 其 等 于 零 , 得 到 
pu (WO—L+gqg (1 一 rr))(1 一 x) 一 (1 一 四 )x (一 丰 “)r 一 0 


Fe (13. 24) 


整理 得 到 
uw (WO—L+—x)g*) (1—p) x 
et ed 2 3. 25 
pe pe T 一 一 C13. 25) 


如 果 保 险 标 的 发 生 了 损失 ,保险 公司 的 所 得 为 rg 一 g; 如 果 损 失事 件 没 有 发 生 , 保 险 
公司 的 所 得 为 xqg。 因 此 ,保险 公司 的 期 望 利 润 为 
(1— 力 )7zig 一 轧 (] — x)a 
我 们 假定 保险 公司 之 间 的 竞争 使 得 利润 为 0, 这 意味 着 
(1 一 思 )rg 一 思 (1 一 rr)9g 一 0 
由 此 得 到 r 王 之 。 

因此 我 们 看 到 ,在 零 利润 假设 下 ,保险 公司 实际 上 是 按照 一 个 "公平 费 率 ” 提 供 保 险 
的 , 即 每 张 保 单 收 取 的 保费 恰好 等 于 保险 人 承担 的 损失 财 付 的 期 望 值 。 

2. 全 局 风险 规避 度 

阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 仅 仅 是 对 消费 者 在 某 一 局 部 对 风险 规避 程度 的 解释 。 然 而 
在 很 多 情况 下 ,我 们 需要 了 解 消费 者 在 全 局 意义 下 对 风险 规避 的 程度 , 即 需要 说 明 一 个 消 
费 者 是 否 比 另 一 个 消费 者 对 所 有 风险 活动 都 具有 更 高 的 风险 规避 倾 问 。 

一 般 说 来 ,可 以 用 三 种 方式 来 表示 这 种 全 局 意义 下 的 风险 规避 度 。 

第 一 种 方式 是 用 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 来 对 全 局 风险 规避 度 进行 描述 , 即 假设 
ra(w) 为 消费 者 A 的 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 ,rs(w) 为 消费 者 B 的 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 
度 。 如 果 对 任何 zi, 都 有 ma) 二 raeCw) (ra(w) 三 ra(w)), 则 称 消费 者 A 比 消费 者 B 
具有 更 强 ( 不 弱 ) 的 全 局 风险 规避 倾 癌 。 

第 二 种 方式 是 比较 两 个 消费 者 的 效用 卫 数 曲线 弯曲 (上 四) 的 程度 , 即 设 wa 和 us 分 别 为 
消费 者 A 和 消费 者 B 的 效用 困 数 ,如 果 存 在 递增 (严格 递增 ) 的 止 国 数 g, 使 得 对 所 有 忆 , 都 
有 ua(w) 三 g(usp(w)), 则 称 消费 者 A 比 消费 者 B 具 有 不 弱 ( 更 强 ) 的 全 局 风险 规避 倾向 。 

第 三 种 方式 是 比较 两 个 消费 者 对 所 有 风险 行动 愿意 付出 的 风险 金 的 大 小 。 令 s 为 一 
个 期 望 值 为 0 的 随机 变量 。 定 义 风 险 金 ( 亦 称 为 风险 报酬 .风险 淤 价 、 保 险 费 等 )ra(s) 为 
消费 者 A 为 了 避免 随机 变量 e 所 带 来 的 风险 而 愿意 放弃 的 财富 的 最 大 数量 , 即 应 有 

ua(w— xa(e)) = Eua(we) (13. 26) 

如 果 对 所 有 tw, 都 有 ra(e) 二 rae(e)(Cra(Ce) 三 ra(s)), 则 称 消 费 者 A 比 消费 者 B 具有 
更 强 ( 不 弱 ) 的 全 局 风险 规避 倾向 。 

普 拉 特 定理 表明 ,上 述 表 示 全 局 风险 规避 度 的 三 种 方式 是 等 价 的 。 

3. 相对 风险 规避 度 

前 面 定义 的 风险 规避 度 为 绝对 风险 规避 度 (absolute risk-aversion) ,衡量 的 是 消费 者 
在 财富 水 平 为 w 或 收入 水 平 为 y 的 情况 下 ,愿意 持 有 风险 资产 的 态度 。 但 实际 当中 我 们 
经 常会 看 到 ,消费 者 的 风险 收入 和 财富 水 平成 一 定 的 比例 ,比如 投资 回报 一 般 是 相对 于 投 
资 规模 而 言 的 。 例 如 有 一 个 赌博 , 参 赌 者 以 概率 p 获得 现 有 财 宣 水 平 w 的 工 倍 ,以 概率 
1 一 户 获 得 现 有 收入 水 平 训 的 > 信 。 如 果 参 赌 者 以 期 望 效 用 孔 数 w 对 赌博 的 结果 进行 评 
价 ,那么 该 赌博 的 期 望 效用 为 

Dw (lL— pju(yw) 《13. 27) 


人 
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4. 财 宦 水 平 对 风险 规避 度 的 影响 
关于 风险 规避 度 是 如 何 随 财 宣 水 平 变 化 而 变化 的 问题 ,是 一 个 非常 有 意义 的 问题 。 
但 一 般 来 说 ,这 种 变化 关系 是 不 确定 的 , 表 13-8 给 出 了 一 些 效 用 好 数 以 及 相应 的 绝对 风 
险 规 避 度 和 相对 风险 规避 度 。 
表 13-8 常见 的 效用 函数 形式 
绝对 风险 规避 度 


pe ee 的 风险 次 


和 愿意 持 有 的 风险 资产 不 随 财富 四 
不 变 绝 对 风险 规避 度 恋 化 而 变化 u(tw) ev ,rr(w)=c 
递减 的 绝对 风险 规避 度 re 的 风险 页 wa) 一 In(a sr(a) 一 一 


way 一 ww ro 一 wei-H2inw) 一 二 


相对 风险 规避 度 
风险 规避 度 类 型 效用 函数 举例 
递增 的 相对 风险 规避 度 ee uCz) 一 ze so(z) 一 z2(1 十 2lnro) 十 ] 
不 变相 对 风险 规避 度 pad PO 
递减 的 相对 风险 规避 度 ape “wo 一 一 时,o(w 一 到 + 记 


第 五 和 ”层次 分 析 法 


层次 分 析 法 Canalytic hierachy process,AHP) 是 国外 20 世纪 70 年 代 末 提出 的 一 种 
新 的 系统 分 析 方 法 。 这 种 方法 适用 于 结构 较为 复杂 决策 准则 较 多 而 且 不 易 量 化 的 决策 
问题 。 由 于 其 思路 人 简单 明了 ,尤其 是 紧密 地 和 决策 者 的 主观 判断 和 推理 联系 起 来 ,对 决策 
者 的 推理 过 程 进 行 量化 的 描述 ,可 以 避免 决策 者 在 结构 复杂 和 方案 较 多 时 逻辑 推理 上 的 
失误 ,使 得 这 种 方法 近年 来 在 国内 外 得 到 广泛 的 应 用 。 

层次 分 析 法 的 基本 内 容 是 : 首先 根据 问题 的 性 质 和 要 求 ,提出 一 个 总 的 目标 ; 然后 
将 问题 按 层次 分 解 , 对 同一 层次 内 的 诸 因素 通过 两 两 比较 的 方法 确定 出 相对 于 上 一 层 目 
标的 各 上 自 的 权 系 数 。 这 样 层 层 分 析 下 去 ,直到 最 后 一 层 , 即 可 给 出 所 有 因素 (或 方案 ) 相 对 
于 总 目标 而 言 的 按 重 要 性 (或 俩 好 ) 程 度 的 一 个 排序 。 具 体 步 又 如 下 : 

第 1 步 明确 问题 ,提出 总 目标 。 

第 2 步 ”建立 层次 结构 ,把 问题 分 解 成 硅 干 层次 。 第 一 层 为 总 目标 ; 中 间 层 可 根据 


问题 的 性 质 分 成 目标 层 ( 准 则 层 ) .部 门 层 ( 子 准则 层 ) 等 ; 最 低层 一 般 为 方案 层 或 措施 层 。 
层次 的 正确 划分 和 各 因素 间 关 系 的 正确 描述 是 层次 分 析 法 的 关键 , 需 慎 重 对 待 。 经 过 充 
分 的 讨论 和 分 析 , 最 后 夯 出 相应 的 分 层 结 构图 ,如 下 面 的 例 图 (图 13-4) 。 


目标 屋 确定 开发 比例 
Ns 二 开采 条 件 
投 || 投 
资 || 资 || 了 还 
准则 层 后 || 后 了 
效 || 水 || 高 
六 || 平 
SN SN 
方案 层 发 展 和 


第 3 步 求 同 一 层次 上 的 权 系 数 ( 从 高 层 到 低层 )。 假 设 当 前 层次 上 的 因素 为 
Ail,…,A, ,相关 的 上 一 层 因 素 为 C( 可 以 不 止 一 个 ), 则 可 针对 因素 C, 对 所 有 因素 Al,…,A， 
进行 两 两 比较 ,得 到 数值 a; ,其 定义 和 解释 见 表 13-9。 记 A 二 (ai),xn， 则 A 为 因素 
A1l,… ,A 相应 于 上 一 层 因 素 C 的 判断 矩阵 。 记 A 的 最 大 特征 根 为 Xmx ,属于 Amx 的 标准 
化 的 特征 癌 量 为 w= 二 (wr tr) ; 则 or,… ,vw 给 出 了 因素 A1,…,A， 相应 于 因素 CC 的 
按 重 要 (或 偏好 ) 程 度 的 一 个 排序 。 


表 13-9 

相对 重要 程度 a; 解 释 
1 同等 重要 目标 i 和 目标 7 同样 重要 
3 略微 重要 目标 i 比 目 标 7 略微 重要 
5 相当 重要 目标 i 比 目 标 7 重要 
7 明显 重要 目标 i 比 目 标 7 明显 重要 
9 绝对 重要 目标 i 比 目 标 7 绝对 重要 

2,4,6,8 介 于 两 相 邻 重要 程度 间 


第 4 步 求 同 一 层次 上 的 组 合 权 系数 。 设 当前 层次 上 的 因素 为 A ,……,A, ,相关 的 上 一 
层 因素 为 Cl ,…,C, 则 对 每 个 C; ,根据 第 3 步 的 讨论 可 求 得 一 个 权 癌 量 w= 二 (wl ,… ,tw )。 
如 果 已 知 上 一 层 mm 个 因素 的 权重 分 别 为 a1,… ,a, 则 当前 层 每 个 因素 的 组 合 权 系数 为 : 


> vaaroi，>，airos , Pans (13. 28) 
如 此 一 层 层 目 上 而 下 求 下 去 ,一 直到 最 低层 所 有 因素 的 权 系数 (组 合 权 系数 ) 都 求 出 来 为 
止 ,根据 最 低层 权 系 数 的 分 布 即 可 给 出 一 个 关于 各 方案 优先 程度 的 排序 。 
由 式 (13. 28) 可 知 , 硅 记 Bi 为 第 k 层次 上 所 有 因素 相对 于 上 一 层 上 有 关 因 素 的 权 癌 
量 按 列 组 成 的 矩阵 , 则 第 & 层 次 的 组 合 权 系数 向 量 克 满足 : 
W*=B* Be .….B:.B (13. 29) 
其 中 Bi 二 (1)。 
第 5 步 ”一致 性 检验 。 在 得 到 判断 矩阵 A 时 ,有 时 免不了 会 出 现 判 断 上 的 不 一 致 
性 ,因而 需要 利用 一 致 性 指标 来 进行 检验 。 作 为 度量 判断 矩阵 偏离 一 致 性 的 指标 ,可 以 用 


CI 一 tmx—7 (13. 30) 
7 一】 


来 检查 决策 者 判断 思维 的 一 致 性 。 为 了 度量 不 同 判断 矩阵 是 否 具 有 满意 的 一 致 性 ,还 
需要 利用 判断 矩阵 的 平均 随机 一 致 性 指标 RI。 对 于 1 阶 到 9 阶 的 判断 矩阵 ,RI 的 值 分 
别 为 


判断 矩阵 的 一 致 性 指标 CI 与 同 阶 平 均 随 机 一 致 性 指标 RI 之 比 , 称 为 随机 一 致 性 比 

率 , 记 为 
Re RI 

通常 要 求 CR 三 0. 1, 此 时 可 以 认为 判断 矩阵 具有 满意 的 一 致 性 ,否则 需要 对 判断 矩阵 进 
行 调 整 。 

对 于 判断 矩阵 的 最 大 特征 根 和 相应 的 特征 回 量 ,可 利用 一 般 的 线性 代数 的 方法 进行 
计算 。 但 从 实用 的 角度 来 看 ,一般 采用 近似 方法 计算 。 主 要 有 方 根 法 和 和 积 法 。 

1. 方 根 法 

wi; 一 a (i1 = 1,*,n) 13. 31) 
(2) 将 ww; 规范 化 ,得 到 ww; 


(2 一 ] ,** ,nn) (13. 32) 


w; 即 特 征 向 量 w 的 第 i 个 分 量 。 


Cay An 
如 Se 
_ j 二 1 
Amx 一 之 -一 
2. 和 积 法 


(1) 按 列 将 A 规范 化 ,有 


TU; 一 bys (一 1,…)72) 


(3) 将 w; 规范 化 ,得 到 rw 


wi 一 (i1 = 1,.…,n) 


w; 即 特征 向 量 w 的 第 ; 个 分 量 。 
(4) 计算 Amx 


天 2 asw; 
Amax 一 > 二 -一 一 


一 ] 


NUO si 


例 9 


(13. 33) 


(13. 34) 


(13. 35) 


(13. 36) 


(13. 37) 


菜单 位 拟 从 3 名 干部 中 选拔 1 人 担任 领导 职务 ,选拔 的 标准 有 政策 水 平 、 工 作 


作风 、 业 务 知识 口才 写作 能 力 和 健康 状况 。 把 这 6 个 标准 进行 成 对 比较 后 ,得 到 判断 算 


阵 A 如 下 : 


健康 状况 | 1 ] 1 4 

业务 知识 | 1 1 2 4 
~ 写作 能 力 | 1 1/2 1 5 3 

口才 1/4 1/4 1/5 1 

政策 水 平 | 1 1 1/3 3 

3 


工作 作风 | 2 2 2 1 


矩阵 4 表明 ,这 个 单位 选拔 干部 时 最 重视 工作 作风 , 而 最 不 重视 口才 。A4 的 最 大 特 


征 值 为 6. 35, 相 应 的 特征 向 量 为 : 


B; = (0.16,0.19,0.19,0.05,0.12,0. 30)7 
类 似 地 可 用 特征 向 量 法 去 求 3 个 干部 相对 于 上 述 6 个 标准 中 每 一 个 的 权 系数 。 用 


A、B.\C 表示 3 个 干部 ,假设 成 对 比较 的 结果 为 : 


s68 运筹 学 教程 (第 5 版 ) 
健康 情况 业务 知识 写作 能 力 
A B C A B CC A B C 
A(l 1/4 1/2 A(l 1/4 1/5 A(l 3 1/3 
BI4 1 3 | BI4 1 1/2 BIl/3 1 1 | 
cl2 1/3 1 cl5 2 1 cl3 1 1 
口才 政策 水 平 工作 作风 
A B CcC A B C A B C 
A[(l 17 3 和 A[ 1 1 AI 1 7 9 
B| 3 1 7 B| 1 1 7 Bill/[/7 1 5 
Cll/5 1/7 1 CT /7 4 Cll/9 1/5 1 


由 此 可 求 得 各 属性 的 最 大 特征 值 ( 见 表 13-10) 和 相应 特征 向 量 , 按 列 组 成 矩阵 B;。 
表 13-10 各 属性 的 最 大 特征 值 
特征 值 健康 水 平 “业务 知识 ”写作 能 力 口才 政策 水 平 工作 作风 


人 max 3. 02 3.02 3. 50 3. 095 3. 00 


A 
及 ;一 日 
CE; 


0.63 0.33 0.22 0.65 0.47 0.17 


0.14 0.10 0.32 0.28 0.47 0.77 
0.24 0.57 0.40 0.07 0.07 0.05 


从 而 ,有 
W’ = BsB; = (0. 40,0. 34,0. 26) 7 


即 在 3 人 中 应 选拔 A 担任 领导 职务 。 


第 六 证” 多 目标 决策 分 析 简 介 


一 、 多 目标 决策 问题 的 提出 


客观 世界 的 多 维 性 使 得 人 类 需求 具有 多 重 性 ,从 而 导致 了 为 满足 这 些 需 求 所 进行 的 
社会 经 济 活动 的 多 准则 性 (多 目标 性 、 多 目的 性 )。 例 如 ,在 经 济 管理 工作 中 ,往往 要 考虑 
“费用 “质量 ”和 “利润 ”等 评价 准则 ,并 依据 这 些 准 则 建立 管理 工作 的 目标 ,如 “费用 最 少 ” 
“质量 最 好 ”和 “利润 最 大 ”等 。 如 果 客 观 环 境 可 以 满足 所 有 的 目标 ,这 当然 是 理想 的 状态 。 
然而 这 种 “理想 状态 一般 说 来 是 不 可 能 达到 的 ,或 者 说 人 类 社会 活动 的 多 重 目 标 之 间 一 
般 是 具有 冲突 性 的 ,经 常 是 一 个 目标 的 改进 会 导致 男 一 些 目 标的 下 降 。 正 是 由 于 这 种 多 
目标 间 的 冲突 性 , 才 使 得 人 们 去 认真 研究 科学 的 决策 理论 和 方法 。 从 这 个 意义 上 可 以 说 ， 
人 类 真正 的 决策 活动 正 是 为 解决 多 目标 间 的 冲突 性 所 进行 的 努力 。 下 面 是 几 个 多 目标 决 


策 问题 的 例子 。 

例 10 企业 生产 不 同 企业 的 经 济 活动 评价 指标 一 般 是 不 同 的 ,但 不 外 乎 经 济 、 技 
术 和 社会 效益 等 方面 的 指标 , 且 经 济 方面 的 指标 一 般 就 不 止 一 个 ,如 产值 ,利润 ,成 本 、 资 
金利 用 等 方面 的 指标 都 是 生产 决策 时 经 常 要 兼顾 的 。 众 多 企业 管理 决策 人 员 的 长 期 实践 
表明 ,同时 兼顾 上 述 各 方面 的 指标 ,使 它们 同时 都 达到 最 优 一 般 是 很 难 实现 的 。 

例 11 国民 经 济 如 在 制订 国民 经 济 发 展 计 划 时 , 不 能 仅 把 国民 生产 总 值 或 生产 的 
发 展 速度 当成 一 个 国家 一 个 地 区 或 一 个 部 门 经 济 发 展 的 唯一 指标 ,而 应 同时 考虑 经 济 增 
长 .物价 水 平 、 就 业 程度 和 国际 收文 等 方面 的 因素 。 

例 12 商务 活动 中 的 多 准则 性 多 准则 性 (多 目标 性 ) 几 乎 发 生 在 商务 活动 的 每 一 
个 领域 ,这 样 的 例子 不 胜 枚 举 。 如 在 进行 鳃 亏 分 析 时 ,不 能 只 集中 在 一 种 产品 上 , 某 一 产 
品 的 投入 和 产 出 只 是 企业 整个 投入 和 产 出 的 一 部 分 。 因 此 ,需要 用 多 产品 的 人 盘 亏 分 析 来 
处 理 具 有 多 个 (一 般 是 相互 让 盾 的 ) 鳃 亏 平衡 点 的 决策 问题 。 

本 书 第 四 和 草 目 标 规划 中 讨论 了 比较 简单 的 线性 多 目标 规划 的 建 模 和 求解 ,本 节 中 将 
讨论 更 一 般 的 多 目标 决策 的 模型 与 求解 。 


二 、 多 目标 规划 的 基本 概念 


多 目标 规划 是 多 目标 决策 的 重要 内 容 之 一 ,在 进行 多 目标 决策 时 , 当 和 希望 每 个 目标 都 
尽 可 能 的 大 (或 尽 可 能 的 小 ) 时 ,就 形成 了 一 个 多 目标 规划 问题 ,其 一 般 形 式 为 : 


V= min| f(z) , f(z)| 
(VP) | (13. 38 ) 
gi) 0 (= Lent) 


其 中 及 (x),…,fp(z) 为 目标 函数 ,gi;(X) 宇 0,i1 二 1,…,m 为 约束 条 件 ,x 为 决策 变量 。 记 
R= 二 (rz|gi(ZX) 宇 0,i1 二 1,…,m,XT€EE"), 称 尺 为 问题 (VP) 的 可 行 解 集 ( 决 策 空间 ) ,F(R) 王 
(f(z)1zr€ER}) 为 问题 (VP) 的 像 集 ( 目 标 空 间 )。 

定义 1 设 zER, 若 对 任意 :一 1.…:,m 及 任意 XER, 均 有 

am fe) (13. 39) 
则 称 z 为 问题 (VP) 的 绝对 最 优 解 , 记 问 题 (VP) 的 绝对 最 优 解 集 为 Rs 。 

一 般 来 说 ,多 目标 规划 问题 (VP) 的 绝对 最 优 解 是 不 常见 的 , 当 绝 对 最 优 解 不 存在 时 ， 
需要 引入 新 的 “ 解 ” 的 概念 。 多 目标 规划 中 最 常用 的 解 为 韭 劣 解 或 有 效 解 ,也 称 为 Pareto 
最 优 解 。 

Pareto 最 优 是 一 个 经 济 学 上 的 概念 。 意大利 经 济 学 家 Pareto 提出 : 当 一 个 国家 的 
资源 和 产品 是 以 这 样 一 种 方式 配置 时 , 即 没 有 一 种 重新 配置 ,能 够 在 不 使 一 个 其 他 人 的 生 
活 亚 化 的 情况 下 改善 任何 人 的 生活 , 则 可 以 说 处 于 Pareto 最 优 。 从 数学 上 来 看 , Pareto 
最 优 解 定义 见 定义 2。 


定义 2 考虑 多 目标 规划 问题 (VP) , 设 TER, 若 不 存在 zER, 使 得 
filr) fr) G= 1,*,p) 
且 至 少 有 一 个 
方 (Z) = fj;(z) (13. 40) 

则 称 工 为 问题 C(VP) 的 有 效 解 (或 Pareto 最 优 解 ), f(x) 为 有 效 点 。 分 别 记 问题 (VP) 的 有 
效 解 集 和 有 效 点 集 为 R% 和 下 。。 

不 难看 出 ,大 XE Ro , 即 找 不 到 可 行 解 x ,使 得 六 (xz),…,fp(z) 中 的 每 一 个 值 都 比 x 
相应 的 目标 值 f(z),…, f(z) 要 坏 , 且 至 少 在 一 个 目标 上 ,x 比 x 要 好 。 

为 求 多 目标 规划 问题 (VP) 的 有 效 解 ,党 需要 求解 如 下 形式 的 加 权 问 题 P(X): 


p 

nd 

ea 2 Ia (13. 41) 
TER 


其 中 
p 
,a (24€E |N>0,2M=1 (13. 42) 


加 权 问 题 P(4) 的 最 优 解 和 问题 (VP) 的 有 效 解 具有 以 下 关系 : 

定理 1 设 z 为 问题 PQ) 的 最 优 解 。 硅 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立 , 则 x ER 。， 

1) A;>0,7=1,.…,p; 

2) 工 是 PC) 的 唯一 解 。 

定理 2 设 广 (z),…:, 户 (z) 为 凸 困 数 ,giCz) ,gw(Cz) 为 止 困 数 。 若 工 为 问题 CVP) 
的 有 效 解 , 则 存在 和 AEA* ,使 得 + 是 问题 PQ) 的 最 优 解 。 

上 述 两 个 定理 的 重要 意义 在 于 提供 了 一 种 用 数值 优化 的 方法 求 多 目标 规划 有 效 解 的 
方 丢 。 


三 、 权 系数 的 确定 


在 多 目标 决策 问题 中 ,一 般 可 用 每 个 目标 的 权 系数 来 反映 各 目标 间 的 相对 重要 性 , 越 
重要 的 目标 ,相应 的 权 系 数 就 越 大 。 在 许多 具体 问题 中 ,决策 的 基本 问题 实际 上 可 归结 为 
权 系 数 的 确定 问题 。 例 如 ,不 妨 假 设 决策 者 是 根据 综合 效用 ( 即 效用 号 数 ) 最 大 来 进行 决 
策 , 而 且 假 定 决策 者 的 效用 函数 具有 可 加 性 , 即 


p 
ul(zT) 一 Af;(z) (13. 43) 
7 一 1 


其 中 , 方 为 每 个 属性 的 效用 困 数 ,是 可 测算 出 来 的 。 因 此 ,如 果 能 确定 效用 困 数 wx(Cz) 中 
的 权 系 数 A1，"… ,入 。， 则 邻 u(X) 一 max, 即 可 求 出 决策 者 最 满意 的 方案 。 
那么 ,如 何 确定 权 系 数 呢 ?从 权 系 数 本 号 来 看 ,具有 两 重 性 。 一 方面 , 它 应 从 客观 的 角 


第 十 三 章 ”决策 分 析 


度 反 映 每 个 评价 指标 的 相对 重要 性 ; 男 一 方面 , 它 又 应 反映 决策 者 对 各 类 评价 指标 主观 
上 的 相对 偏好 程度 。 因 此 ,确定 权 系 数 的 方法 也 大 致 可 分 为 两 类 : 一 类 是 非 交 互 式 的 , 另 
一 类 是 交互 式 的 。 所 谓 非 交 互 式 方法 ,一般 是 在 决策 前 通过 分 析 人 员 和 决策 者 进行 协商 
对 话 , 给 出 一 个 权 系 数 的 分 布 , 然 后 , 据 此 进行 决策 。 而 交互 式 方法 一 般 并 不 要 求 在 决策 
前 给 出 权 系 数 , 而 是 在 决策 过 程 中 ,通过 分 析 者 与 决策 者 的 不 断 对 话 , 最 终 确定 决策 者 最 
为 满意 的 方案 ,同时 也 就 自然 确定 了 最 优 的 权 系数 。 因 此 ,这 后 一 类 方法 实际 上 就 是 一 类 
交互 式 多 目标 决策 方法 本 身 。 下 面 ,介绍 几 种 比较 简单 实用 的 在 决策 前 确定 权 系 数 的 
方法 。 

1. 专家 法 

所 谓 专家 法 ,就 是 邀请 一 批 有 经 验 的 专家 ,请 他 们 对 权 系 数 的 取 值 发 表意 见 。 为 了 让 
他 们 能 独立 地 发 表意 见 ,一 般 是 将 事先 准备 好 的 调查 表 送 给 他 们 ,让 他 们 分 别 填写 ,然后 
将 专家 们 的 意见 汇总 如 表 13-11 的 形式 。 


表 13-11 
属 性 
专 家 A1 Fw A 
yl1 2 > 
] All A12 Al1 
2 A21 A22 A2 
K AK!1 AK?2 。…。 Akn 


表 13-11 中 的 如 表示 第 i 个 专家 对 第 7 个 目标 给 出 的 权 系 数 。 在 得 到 了 专家 们 的 意 
见 后 ,算出 每 个 目标 的 权 系数 的 平均 值 4;: 


K 
= N/K GG = 1,.,n) (13. 44) 
i 一 1 


并 算出 每 个 专家 的 意见 与 4; 的 偏差 A;: 
Ai 一 | 1 一 人 | GG=1,.,n) (13. 45) 

确定 权 系 数 的 下 一 步 是 开会 进行 讨论 。 首 先 让 那些 有 最 大 偏差 的 专家 发 表意 见 , 通 
过 充分 讨论 以 达到 对 各 目标 重要 性 比较 一 致 的 认识 。 专 家 法 是 目前 国际 上 在 进行 决策 分 
析 时 经 常用 的 一 种 简单 有 效 的 方法 ,具有 一 定 的 科学 合理 性 。 

2. 特征 向 量 法 

这 种 方法 是 把 问题 的 目标 (n 个 ) 根 据 重 要 性 进行 比较 ,这 种 比较 可 以 由 决策 者 来 进 
行 , 也 可 像 专 家 法 那样 由 专家 们 来 进行 ,但 都 是 要 对 所 有 目标 进行 两 两 比较 。 将 第 i 个 目 
标 对 第 7 个 目标 的 相对 重要 性 的 估计 值 记 成 a; ,并 认为 
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ay ~ 和 (13. 46) 
其 中 , 和 4; 为 目标 y 和 的 权 系数 。 经 过 全 部 比较 后 ,可 得 到 一 个 矩阵 : 
Ql Cl2 。。 Cln Ai/A1 Ai/Az … AI/A。 
Po 9 0 人 ~ We el a i (13. 47) 
an dn2 dm An/A1 Ax/Az An/An 
且 有 a; 二 1/aj;x 和 a; 二 airaw ,及 aa 一 1。 由 式 (13.47) 可 知 
AAA Ai … As (A A 
Ral Malds “ws Malden] (As An 


即 4A 二 nA 。 根 据 正 矩阵 的 有 关 理 论 , 当 判定 矩阵 A 具有 a5 二 1/ai 和 aiza 二 a5 的 性 质 
时 ,其 最 大 特征 值 Mnsx 一 ?2 ,而 一 般 有 Meax 二 ?2。 但 当 4 的 元 素 有 微小 摄 动 时 ( 即 判断 上 可 
能 出 现 不 一 致 情形 时 ) , 仍 可 先 求 出 Amax, 然 后 根据 式 (13. 26) 计 算 一 致 性 指标 C1。 一 般 
地 ,只 要 CI 和 0. 1, 就 可 认为 判断 矩阵 4 是 满意 的 。 从 而 可 由 
4A 一 Amox A (13. 49) 
确定 参考 的 权 系数 A 。 实 际 上 ,也 可 由 式 (13. 31) 式 (13. 32) 和 式 (13. 33) 近似 计算 出 权 
采用 特征 回 量 法 需要 首先 确定 判断 矩阵 4,4 中 的 元 素 oz 是 第 :个 目标 对 第 7 个 目 
标的 相对 重要 性 的 估计 值 ,可 由 决策 者 或 专家 给 出 。 一 般 , 可 按照 层次 分 析 法 ( 表 13-9) 中 
的 描述 将 a; 的 值 规定 为 由 1 到 9 的 整数 值 。 


、 有 限 方案 多 目标 决策 方法 


从 数学 模型 上 看 ,有 限 方案 的 多 目标 决策 问题 是 一 类 较为 简单 .特殊 的 问题 。 而 从 实 
际 应 用 上 看 ,这 类 问题 显然 具有 重要 的 意义 。 这 类 问题 的 特点 是 : 可 行 方案 只 有 有 限 个 ， 
评价 准则 (或 目标 ) 多 于 一 个 。 

1. 决策 矩阵 及 其 规范 化 

对 有 限 方 案 的 多 目标 决策 问题 ,可 以 把 不 同方 案 相 对 于 不 同属 性 (准则 ) 的 结果 用 一 
个 矩阵 来 表示 ,这 个 矩阵 称 为 决策 和 矩阵 。 

设 X 一 {Xi,，…Xw)} 为 多 目标 决策 问题 的 可 行 方 案 集 ,Y={y1,……,y")} 为 属性 集 , 每 
个 方案 X; 关于 属性 y; 的 结果 记 为 

yi = f(T) (一 1 72 1) 一 1 77) (13.50) 
于 是 可 得 决策 矩阵 ,如 表 13-12 所 示 。 
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表 13-12 有限 方 案 的 多 目标 决策 矩阵 


属 性 
方 案 
I y2 > 
Xl V11 VY12 VIn 
入 : .y21 V22 V2n 
XX Vml Vm2 Vm 


这 个 矩阵 为 各 种 有 限 方 案 的 多 目标 决策 分 析 方 法 提供 了 最 基本 的 信息 。 

由 于 实际 问题 中 各 种 属性 值 的 背景 和 量 纲 往往 是 不 一 致 的 ,因而 不 易 进 行 方 案 间 的 
比较 。 所 以 ,需要 将 各 属性 值 规 范 化 ,例如 限制 在 L0,1j 内 。 规 范 化 的 方法 有 很 多 ,可 根据 
具体 情况 选择 不 同 的 方法 。 和 常用 的 方法 有 以 下 几 种 : 

(1) 向 量规 范 化 , 令 


Vo 
的 
i 一 1] 
(2) 线性 变换 , 设 > 六 一 maxyr 例如, 如果 布 望 y; 越 大 越 好 , 则 令 
zi 二 之 三 (13. 52) 
和 
如 果 布 望 y; 越 小 越 好 , 则 令 
zy 一 工 一 -了 (13. 53) 
yji 
(3) 其 他 变换 
2 3 一 曙 CE 54) 
i Yi 
或 
之 太 一 D7 Ys (13. 55) 
» 


上 述 各 种 变换 的 基本 目的 都 在 于 使 各 属性 值 规 范 化 ,从 而 可 进行 数值 上 的 相互 比较 。 

2. 简单 线性 加 权 法 

这 是 一 种 形式 上 最 简单 的 方法 ,不 仅 适 用 于 有 限 方案 ,而 且 也 适用 于 无 限 方案 及 连续 
情况 下 的 多 目标 决策 问题 。 其 基本 内 容 是 : 设 R 为 可 行 方 案 集 ( 有 限 或 无 限 ),u;(。，。) 为 
第 7 个 目标 (或 属性 ) 的 效用 值 ,和 1 ,… ,4 为 反映 各 目标 间 相 对 重要 性 的 权 系 数 。 然 后 , 通 
过 求解 问题 : 


maxu 一 > MAjuj (7) (13. 56) 
7 一 1 
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选择 使 综合 效用 值 u 最 大 的 方案 作为 最 优 方案 。 

不 难看 出 ,人 简单 线性 加 权 法 的 依据 是 多 属性 效用 孔 数 理论 。 因 此 ,如 果 能 够 正确 测算 
出 有 关 单 属性 效用 晴 数 uj(。), 并 恰当 地 估计 出 反映 决策 者 主观 偏好 的 权 系 数 A1 ，… ,4,， 
则 在 一 定 的 独立 性 条 件 假 设 下 ,根据 式 (13. 56) 选 择 最 优 方案 就 是 合理 的 。 然 而 ,问题 也 
正在 于 独立 性 条 件 不 是 经 并 满足 的 ,而 且 更 重要 的 是 ,很 难 恰当 地 找到 所 需 的 权 系 数 。 这 
些 问 题 使 简单 线性 加 权 法 在 应 用 时 具有 一 定 的 困难 和 局 限 性 。 

例 13 茶 人 拟 购 买 一 套 住房 ,有 四 处 地 点 (方案 ) 可 供 选 择 , 有 关 信 息 如 表 13-13 
所 示 。 

表 13-13 


方案 (地 点 ) 
Xi 


100 10 
A: 80 8 
XX; 50 20 1] 
X, 70 12 9 


这 是 一 个 具有 5 个 目标 的 决策 问题 ,其 中 : 使 用 面积 、 设 备 和 环境 为 效益 型 目标 , 越 
大 越 好 ; 价格 、 距 工作 地 点 距离 为 成 本 型 目标 , 越 小 越 好 。 不 难看 出 ,所 给 的 四 个 方案 都 
是 有 效 的 ( 非 劣 的 ) ,下 面 用 简单 线性 加 权 法 求解 此 问题 。 
首先 求 权 系数 , 设 决 策 人 对 各 属性 作成 对 比较 后 的 判断 矩阵 为 
价格 (1] 1/3 1/2 1/4 1/5 
面积 |3 1 2 1 1/2 
A 二 距离 |2 1/2 1 1/2 1/2 (13. 57) 
设备 |4 1 2 1 1 
环境 (5 2 2 1 1 
注意 到 这 个 矩阵 中 的 元 素 满足 a; 二 1/aj; ,但 并 不 总 满足 aira 二 a;。 采 用 特征 向 量 法 ,用 
第 五 节 介 绍 的 层次 分 析 法 时 介绍 的 方 根 法 ,由 此 得 到 的 权 系 数 为 A 二 (0. 059 8,0. 194 2， 
0.118 1,0. 236 3,0. 391 6)'", 青 分别 根 据 式 (13. 54) 和 式 (13.55) 把 表 13-13 中 的 数据 规 
范 化 ,得 到 : 


0 1.000 .0.833 1.000 0.333 
0. 417 0.600 1.000 0 0 

7 一 (13.58) 
1.000 0 0 0.500 1.000 


0.667 0.400 0.667 0.500 0.667 


5 
然后 计算 出 每 个 方案 入 ; 的 综合 效用 (Ai) 一 ,得 到 
2 一 】 
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U(X1) = 0.6593, ww(Xs) = 0.2596, 

ul(Ks) = 0.5696, MX 一 0.5757。 
因此 ,根据 简单 线性 加 权 法 ,第 1 个 方案 Xi 为 最 优 。 


即 练 即 测 


习 右 


13.1 某 企 业 准 备 生 产 甲 、 乙 两 种 产品 ,根据 对 市 场 需求 的 调查 ,可 知 不 同 需求 状态 
出 现 的 概率 及 相应 的 获 利 ( 单 位 : 万 元 ) 情 况 , 如 表 13-14 所 示 。 试 根据 期 望 值 最 大 原则 
进行 决策 分 析 , 并 进行 灵敏 度 分 析 和 算出 转折 概率 。 


表 13-14 
方 案 
ps —0.3 
甲 产品 4 3 
二 产品 7 2 


13.2 根据 以 往 的 资料 ,一 家 面包 店 每 天 所 需 面 包 数 (当天 市 场 需求 量 ) 可 能 是 下 列 
当中 的 某 一 个 : 100,150,200,250,300, 但 其 概率 分 布 不 知道 。 如 果 一 个 面包 当天 没有 卖 掉 ， 
则 可 在 当天 结束 时 以 每 个 0. 15 元 处 理 掉 。 新 鲜 面包 每 个 售 价 为 0. 49 元 ,成 本 为 0. 25 元 ， 
假设 进货 量 限 制 在 需求 量 中 的 某 一 个 ,要 求 : 

(1) 做 出 面包 进货 问题 的 决策 和 矩阵; 

(2) 分 别 用 处 理 不 确定 性 决策 问题 的 不 同 准则 确定 最 优 进货 量 。 

13.3 在 一 台 机 器 上 加 工 制造 一 批零 件 , 共 10 000 个 。 如 加 工 完 后 逐个 进行 修整 ， 
则 可 全 部 合格 ,但 需 修整 费 300 元 。 如 不 进行 修整 ,根据 以 往 资 料 , 次 品 率 情况 见 表 13-15。 
一 旦 装配 中 发 现 次 品 时 ,每 个 零件 的 返修 费 为 0. 50 元 。 要 求 : 

(1) 分 别 根据 期 望 值 和 期 望 后 悔 值 决定 这 批零 件 是 否 需 要 修整 ; 

(2) 为 了 获得 这 批零 件 中 次 品 率 的 正确 资料 ,在 刚 加 工 完 的 一 批零 件 中 随机 抽取 了 
130 个 样品 ,发 现 其 中 有 9 个 次 品 。 试 计算 后 验 概 率 , 并 根据 后 验 概率 重新 用 期 望 值 和 期 
望 后 悔 值 进行 决策 。 


表 13-15 
次 品 率 (S) 0. 02 0. 04 0. 06 0. 08 0. 10 
概率 P(S) 0. 20 0. 40 0. 25 0. 10 0. 05 


13.4 茶 食 品 公司 考虑 是 否 参 加 为 某 运 动 会 服务 的 投标 ,以 取得 饮料 或 面包 两 者 之 
一 的 供应 特许 权 。 两 者 中 任何 一 项 投标 被 接受 的 概率 为 40%。 公 司 的 获 利 情况 取决 于 
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天 气 ,车 获得 的 是 饮料 供应 特许 权 , 则 当 晴 天 时 可 获 利 2 000 元 ,雨天 时 要 损失 2 000 元 。 
硅 获 得 的 是 面包 供应 特许 权 , 则 不 论 天 气 如 何 , 都 可 获 利 1 000 元 。 已 知 天 气 晴好 的 可 能 
性 为 70%。 问 : (1) 公 司 是 否 可 参加 投标 ? 若 参 加 ,应 为 哪 一 项 投标 ? (2) 若 再 假定 当 饮 
料 投 标 未 中 时 ,公司 可 选择 供应 冷饮 或 咖啡 。 如 果 供 应 冷饮 , 则 晴天 时 可 获 利 2 000 元 ， 
雨天 时 损失 2 000 元 ; 如 果 供 应 咖啡 , 则 雨天 可 获 利 2 000 元 ,晴天 可 获 利 1 000 元 。 公 
司 是 否 应 参加 投标 ? 应 为 哪 一 项 投标 ? 若 当 投标 不 中 后 ,应 采取 什么 决策 ? 

13.5 某 石油 公司 考虑 在 某 地 钻井 ,结果 可 能 出 现 3 种 情况 : 无 油 (S1)、 油 少 (S;)、 
油 多 (Ss ) 。 公 司 估 计 ,3 种 状态 出 现 的 可 能 性 是 ; P(Si) 王 0. 5,P(Ss:) 王 0. 3,P(S:) 一 
0.2。 已 知 钻井 的 费用 为 7 万 元 。 如 果 油 少 , 可 收入 12 万 元 ; 如 果 油 多 ,可 收入 27 万 元 。 
为 进一步 了 解 地质 构 造 情况 ,可 先进 行 勘探 。 勘 探 的 结果 可 能 是 : 构造 较 差 (五 )、 构造 一 
般 (I2) 构造 较 好 (7 ) 。 根 据 过 去 的 经 验 , 地 质 构造 与 出 油 的 关系 见 表 13-16。 


表 13-16 
P(CT |S;) 构造 较 差 ( 了 i) 构造 一 般 (I;) 构造 较 好 (I;) 
无 油 (S1) 0.6 0.3 0.1 
油 少 (S;) + 于- 0. 4 0. 3 
油 多 (S;) 0.1 0.4 0.5 


假定 勘探 费用 为 1 万 元 , 求 : 

(1) 应 先进 行 勘探 ,还 是 不 进行 勘探 直接 钻井 ? 

(2) 如 何 根 据 勘 探 的 结果 决策 是 否 钻井 ? 

13.6 有 一 投资 者 ,面临 一 个 带 有 风险 的 投资 问题 。 在 可 供 选择 的 投资 方案 中 ,可 
能 出 现 的 最 大 收益 为 20 万 元 ,可 能 出 现 的 最 少 收 益 为 一 10 万 元 。 为 了 确定 该 投资 者 在 
某 次 决策 问题 上 的 效用 函数 ,对 投资 者 进行 了 以 下 一 系列 询问 , 现 将 询问 结果 归纳 如 下 : 

(1) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 20 万 元 ,50% 的 机 会 失去 10 万 元 ”和 “ 稳 获 0 元” 
二 者 对 他 来 说 没有 差别 ; 

(2) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 20 万 元 ,50% 的 机 会 得 0 元 ”和 “ 稳 获 8 万 元 ”二 
对 他 来 说 没有 差别 ; 

(3) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 0 元 ,50% 的 机 会 失去 10 万 元 ”和 “肯定 失去 6 万 
元 ”二 者 对 他 来 说 没有 差别 。 


要 求 : 
(1) 根据 上 述 询 问 结 果 , 计 算 该 投资 者 关于 20 万 元 、8 万 元 .0 元 、 一 6 万 元 和 一 10 万 
元 的 效用 值 ; 


(2) 画 出 该 投资 者 的 效用 曲线 ,并 说 明 该 投资 者 是 回避 风险 还 是 追逐 风险 的 。 
13.7 张 老师 欲 购 一 套 住 房 , 经 调查 初步 选 定 A、B.\C 三 处 作为 备 选 方案 , 表 13-17 
给 出 这 三 处 住房 各 属性 指标 值 及 权重 。 


表 13-17 
方案 价格 /万 元 ”| 离 单位 路 程 /km 环 境 
A 70 10 名 校 (9) 较 好 (7) 
B 56 6 区 重点 (7) 好 (9) 
人 48 3 中 等 (5) 较 差 (3) 
要 求 : 


(1) 先 对 表 中 数据 按 本 章 公 式 式 (13. 54) 和 式 (13. 55) 进 行规 范 化 处 理 ; 
(2) 用 简单 线性 加 权 法 选 定 理想 方案 。 
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第 一 六 ”局 发 式 方法 的 概念 


一 、 局 发 式 万 法 的 提出 


本 书 前 面 各 章 讨 论 了 一 些 常用 的 优化 模型 ,人 研究 了 相应 的 求解 算法 ,运用 这 些 模 型 和 
算法 能 有 效 地 解决 很 多 实际 问题 ,得 出 问题 的 最 优 解 。 但 这 些 标准 的 模型 和 算法 在 应 用 
上 常 受 到 很 大 局 限 , 它 们 主要 适用 于 解决 具有 良性 结构 的 问题 , 即 问题 的 结构 比较 清晰 ， 
所 含 各 元 素 之 间 的 关系 明确 ,边界 清楚 ,容易 为 人 们 所 认识 ,能 够 比较 方便 地 通过 建 模 和 
使 用 一 定 的 算法 求 得 解决 。 

良性 结构 问题 具有 以 下 特征 : 

(1) 能 建立 起 反映 该 问题 性 质 的 一 种 “可 接受 ”模型 ,与 问题 有 关 的 主要 信息 可 纳入 
模型 之 中 ; 

(2) 模型 所 需要 的 数据 能 够 获取 ; 

(3) 有 判定 解 的 可 行 性 和 最 优 性 (或 满意 性 ) 的 明确 准则 ; 

(4) 模型 可 解 ,能 拟订 出 求解 模型 的 程序 性 步骤 ,而 且 得 出 的 解 能 反映 解决 问题 的 可 
行 方案 ; 

(5) 求解 工作 所 需 的 计算 量 不 过 大 ,所 需 费用 不 过 多 。 

很 多 实际 问题 不 具有 和 良性 结构 , 当 套 用 传统 的 运筹 学 方法 去 处 理 时 ,就 难以 得 到 满意 
的 效果 。 这 时 ,与 其 偏离 事实 ,忽略 或 修正 某 些 重要 的 条 件 , 勉 强 使 用 某 种 标准 模型 而 使 
问题 得 到 简化 以 易于 求解 ,还 不 如 保持 问题 的 本 来 面目 ,建立 基本 符合 问题 实际 情况 的 非 
标准 模型 。 前 者 虽 可 用 已 有 的 标准 算法 求解 ,但 由 于 问题 的 模型 失真 ,得 到 的 解 通 常 难以 
付 诸 实施 ; 后 者 由 于 模型 涉及 因素 多 ,结构 复杂 ,而 与 传统 的 标准 模型 相去 甚 远 ,难以 套 
用 已 有 的 标准 算法 。 在 后 面 这 种 情况 下 ,为 得 到 可 用 的 近似 解 ,分 析 人 员 必 须 运 用 自己 的 
感知 和 洞察 力 , 从 与 其 有 关 而 较 基 本 的 模型 及 算法 中 寻求 其 中 的 联系 ,从 中 得 到 启发 ,去 
发 现 和 构想 可 用 于 解决 该 问题 的 思路 和 途径 ,人 们 称 这 种 方法 为 启发 式 方法 ,用 这 种 方法 
建立 的 算法 为 启发 式 算 法 (heuristic algorithm ) 。 


408 


第 十 四 章 ”运筹 学 中 的 启发 式 方法 


二 、 局 发 式 方法 的 特点 


由 上 可 知 , 启 发 式 方法 是 寻求 解决 问题 的 一 种 适宜 方法 和 策略 ; 当然 , 它 也 可 以 是 面 
问 某 种 具体 问题 的 一 种 求解 手段 。 启 发 式 方 法 建立 在 经 验 、 比较 和 判断 的 基础 上 ,体现 了 
人 的 主观 能 动作 用 和 创造 力 。 

用 局 发 式 方 法 解决 问题 时 强调 "满意 ”, 篆 币 是 得 到 "满意 解 ”, 决 策 者 就 认为 可 以 了 ， 
而 不 去 苛求 最 优 性 和 探求 最 优 解 。 之 所 以 如 此 ,其 原因 主要 是 : 

(1) 有 很 多 问题 不 存在 严格 意义 下 的 最 优 解 (例如 目标 之 间 相 互 予 盾 的 多 目标 决策 
问题 .一 般 的 多 属性 评价 问题 、 群 决策 问题 等 ) ,这 时 ,对 目标 和 属性 的 满意 性 已 能 足够 准 
确 地 描述 人 们 的 意愿 和 选择 行为 ; 

(2) 对 有 些 问题 ,要 得 到 最 优 解 需 花费 过 大 的 代价 , 既 难 以 做 到 ,也 不 合算 : 

(3) 从 决策 的 实际 需要 出 发 ,有 时 不 必要 求解 具有 过 高 的 精度 。 

假定 为 解决 某 类 问题 设计 了 一 个 算法 , 它 能 用 于 求解 所 有 这 类 问题 ,而 且 获 得 最 优 
(或 满意 ) 解 的 计算 工作 量 可 表示 为 这 类 问题 “大 小 ”的 多 项 式 函 数 , 就 称 这 个 算法 是 确定 
型 的 多 项 式 算法 ,简称 为 多 项 式 算法 或 有 效 算法 。 很 多 “组 合 优 化 ”问题 (如 设施 定位 问 
题 , 货 郎 担 问题 .多 个 工件 在 多 台 设 备 上 的 加 工 排序 问题 等 ) 不 存在 多 项 式 算法 ,欲求 其 最 
优 解 需要 花费 巨大 的 代价 。 

用 启发 式 方法 解决 问题 是 通过 迭代 过 程 实现 的 ,因而 需 拟订 出 一 套 科 学 的 解 的 搜索 
规则 。 为 能 得 到 满意 的 解 ,在 整个 迭代 过 程 中 要 不 断 吸 收 出 现 的 新 信息 ,考察 采用 的 求解 
策略 ,必要 时 改变 原来 拟订 的 不 合适 的 策略 ,建立 新 的 搜索 规则 ,注意 从 失败 中 吸取 教训 ， 
并 逐步 缩小 搜索 范围 。 

启发 式 方法 有 下 述 优点 : 

(1) 计算 步骤 简单 ,易于 实施 ; 

(2) 不 需要 高 深 和 复杂 的 理论 知识 ,因而 可 由 未 经 高 级 训练 的 人 员 实 现 ; 

(3) 与 应 用 优化 方法 相 比 ,可 以 减少 大 量 的 计算 工作 量 , 从 而 显著 节约 开支 和 节省 
时 间 ; 

(4) 易于 将 定量 分 析 与 定性 分 析 相 结合 。 

启发 式 方 法 在 解决 工农 业 商业、 社会 .管理 .工程 等 方面 的 很 多 复杂 实际 问题 时 常 具 
有 重要 的 作用 。 


三 、 局 发 式 方法 的 策略 


用 启发 式 方法 解决 问题 时 ,首先 应 认真 归纳 问题 的 条 件 和 正确 确定 问题 的 目标 和 要 
解决 的 关键 问题 ,建立 能 恰当 反映 问题 性 质 . 条 件 、 要 求 、 结 构 和 目标 的 模型 ,防止 问题 扭 
曲 和 表述 失真 。 其 次 还 要 采用 一 定 的 策略 ,以 便 得 出 理想 的 结果 。 下 面 举 出 几 种 常用 的 策 
略 ,在 使 用 时 可 根据 问题 的 性 质 和 要 求 选用 其 中 之 一 ,或 将 几 个 策略 结合 起 来 综合 运用 。 
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1. 逐步 构 解 策略 

一 般 来 说 ,实际 中 面临 的 问题 都 是 多 维 问题 , 它 的 解 是 由 多 个 分 量 组 成 的 。 当 使 用 该 
策略 时 ,应 建立 某 种 规则 ,求解 时 按 一 定 次 序 每 次 确定 解 的 一 个 分 量 ,逐步 进行 ,直至 得 到 
一 个 完整 的 解 为 止 。 

2. 分 解 合 成 策略 

在 解决 一 个 复杂 的 大 问题 时 ,可 首先 将 其 分 解 为 耕 干 个 小 的 子 问 题 ( 分 解 方法 视 问 题 
而 定 ) ,再 选用 合适 的 方法 (包括 优化 方法 .启发 式 方法 .模拟 方法 等 ) 按 一 定 顺 序 求 解 每 个 
子 问题 ,根据 子 问题 之 间 以 及 各 子 问 题 与 总 问题 之 间 的 关系 (例如 递 阶 关 系 、 包 含 关 系 、 平 
行 关系 等 ) ,将 子 问题 的 解 作 为 下 一 阶 子 问 题 的 输入 ,或 在 某 种 相 容 原则 下 进行 综合 ,最 后 
得 出 合乎 总 问题 要 求 的 解 。 

3. 改进 策略 

在 运用 这 一 策略 时 ,首先 从 问题 的 一 个 解决 方案 或 初始 解 ( 初 始 解 不 一 定 要 求 为 可 行 
解 ) 出 发 ,然后 对 方案 或 解 的 质量 (包括 其 可 行 性 .可 接受 程度 .目标 果 数 值 的 优 劣 对 环境 
的 适应 性 、 可 徘 性 等 ) 进 行 评 价 , 并 采用 某 种 启发 式 方法 设计 改进 规则 ,对 解决 方案 或 初始 
解 进行 改进 ,直至 满意 为 止 。 

4. 搜索 学 习 策 略 

本 策略 包括 确定 搜索 方向 ,拟订 搜索 方法 ,建立 发 现 和 收集 在 搜索 过 程 中 出 现 的 新 信 
息 的 机 制 ,并 根据 对 新 信息 的 分 析 结 果 , 重 新 确认 或 改变 原来 的 搜索 方向 和 搜索 方法 , 修 
正 搜索 参数 ,消去 不 必要 的 搜索 范围 。 其 目的 在 于 提高 搜索 效率 ,加 快 搜索 速度 ,尽快 获 
得 合乎 要 求 的 解决 方案 (问题 的 解 ) 。 


第 二 节 ”应 用 问题 举例 


下 面 结合 例子 说 明 如 何 使 用 启发 式 方法 解决 实际 问题 。 
一 、 多 个 工件 在 设备 上 加 工 的 排序 问题 


n 个 工件 在 m 台 设 备 上 加 工 的 最 优 顺序 问题 ,目前 尚 无 多 项 式 算法 。 为 便于 说 明 如 
何 用 启发 式 方法 解决 这 种 问题 ,此 处 仅 考 虑 两 台 设 备 A 和 B, 研 究 在 这 两 台 设备 上 顺序 
加 工 n 个 工件 (工件 7 二 1,2,… ,2) 时 ,应 如 何 排 列 这 些 工 件 的 顺序 ,才能 使 总 加 工时 间 
(从 在 A 上 开始 加 工 第 一 个 工件 起 到 在 B 上 加 工 完 最 后 一 个 工件 止 ) 尽 可 能 短 。 此 处 要 
求 每 个 工件 都 先 在 A 上 加 工 , 然 后 再 在 B 上 加 工 。 

如 果 在 A 上 加 工 各 工件 的 顺序 与 在 B 上 加 工 的 顺序 不 同 , 这 就 要 增加 等 待 时 间 ,从 
而 使 总 加 工时 间 延 长 ,因此 ,在 研究 该 问题 时 对 这 种 情况 可 不 子 考 虑 。 即 使 如 此 ,本 问题 
可 能 的 排序 方案 仍 有 2! 个 之 多 , 随 着 工件 数 nn 的 增多 ,其 计算 工作 量 增加 很 快 。 下 面 寻 
求 用 启发 式 方法 的 解决 途径 。 


例 1 表 14-1 中 列 出 了 6 个 工件 分 别 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 Ai Cmin) 和 
Bi (min) ,所 有 工件 都 先 在 A 上 加 工 , 再 在 B 上 加 工 。 要 求 确 定 使 总 加 工时 间 最 短 的 工件 
加 工 顺序 。 


为 得 出 这 一 类 问题 的 启发 式 算法 ,下 面 运用 逐步 构 解 策略 。 首 先 考 虑 工件 1 和 工件 2， 
其 可 能 的 排序 方案 共有 两 个 : 1 一 2 和 2 一 1( 见 图 14-1)。 在 本 例 中 由 于 Bi=B: ,Ai 一 A，, 故 
将 工件 1 排 在 前 面 进行 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 。 现 再 看 工件 2 和 工件 3, 由 于 
A;s 二 As,B; 二 B;, 故 将 工件 3 排 在 工件 2 的 后 面 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 (参看 图 14-2) 。 


工件 加 工 [i 时 间 /min 
的 顺序 


时 间 /min 
100 120 140 160 180 200 


虽然 上 面 只 分 别 比较 了 两 个 工件 的 不 同 加 工 顺序 , 且 依 据 的 是 一 些 特定 情况 ,但 可 由 
此 得 到 启发 ,将 其 推广 应 用 到 个 工件 在 两 台 设 备 上 的 一 般 加 工 顺序 问题 ,并 制定 出 有 关 
的 启发 式 规则 。 

多 工件 在 两 台 设 备 上 加 工 排序 的 启发 式 迭 代步 骤 如 下 : 

(1) 令 zi 一 1,& 一 0; 

(2) 找 出 最 小 加 工时 间 : 

t; = min {Ai,A;:,… ,A,,Bi,B:,.…,B,) CA 1) 

(3) 若 t; 二 Aj;, 则 将 工件 7 安排 为 第 i 个 加 工 工件 ,并 置 i : ==i 十 1; 车 t= 二 Bj; , 则 把 工 
件 7 安排 为 第 (n 一 &) 个 加 工 工件 ,并 置 &: ==k 十 1; 

(4) 将 A; 和 B; 从 式 (14.1) 表 示 的 工件 加 工时 间 表 中 删 去 , 即 不 再 考虑 已 排 好 加 工 
顺序 的 工件 7; 

(5) 返回 步骤 (2) .直至 式 (14. 1) 中 的 工件 加 工时 间 表 变 成 空 集 。 

现 用 上 述 迭 代步 又 求解 例 1。 

在 本 例 中 2 王 6。 开 始 迭 代 时 一 1,& 王 0。 由 式 (14. 1),t, 二 20 二 As, 故 将 工件 4 排 为 
第 1, 删 去 A, 和 B4 ,并 置 ; 王 1 十 1 一 2。 此 时 记 = 王 30 王 Ai 一 Bi ,将 工件 1 排 为 第 2, 工 件 5 
排 为 第 6(>” 一 & 一 6 一 0 一 6) , 删 去 Al,Bi,As 和 Bs, 置 i 二 2 十 1 二 3,k= 二 0 十 1 二 1。 如 此 继 
续 , 可 得 所 有 6 个 工件 的 加 工 顺序 为 : 

dl 
本 例 的 总 加 工时 间 等 于 370min, 具 体 情 况 参 见 图 14-3 。 


时 间 /min 


90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 


和 
和 | 告 | | 本 | 汪 | 交 本 和 


需要 指出 ,对 在 两 台 设备 上 加 工 半 个 工件 的 问题 来 说 ,用 上 述 方法 求 得 的 解 为 最 优 
解 。 但 是 ,如 将 这 种 思想 扩展 应 用 到 在 m 台 设 备 上 加 工 n 个 工件 的 一 般 加 工 顺序 问题 ， 
所 得 结果 一 般 就 不 青 是 最 优 的 了 。 然 而 用 这 种 方法 却 常 第 可 以 得 到 较 好 的 解 。 


二 、 货 即 担 问题 
货 妇 担 问题 也 称 旅行 售 货 员 问题 (traveling salesman problem,TSP), 它 指 的 是 ; 一 


个 售 贫 员 从 某 一 城市 出 发 ,为 售 货 访问 个 城市 各 一 次 且 仅 一 次 ,然后 回 到 原 城市 , 问 他 
走 什 么 样 的 路 线 才 能 使 走 过 的 总 路 程 最 短 ( 或 旅行 费用 最 低 )。 这 个 问题 就 是 寻求 总 权 最 
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小 的 汉密尔顿 (Hamilton) 回 路 问题 。 到 目前 为 止 , 对 TSP 问题 还 没有 提出 多 项 式 算法 ， 
对 于 较 大 的 这 种 问题 (例如 大 于 40) 常 需 借助 于 启发 式 算法 求解 。 

下 面 介 绍 较 典 型 的 两 种 启发 式 算法 。 

1.C-W 节约 算法 

该 方法 由 Clarke 和 Wright 提出 ,其 基本 思想 和 迭代 步骤 说 明 如 下 。 

假定 有 个 需要 访问 的 地 方 (例如 城市 ) ,把 每 个 访问 地 看 成 一 个 点 ,并 取 其 中 的 一 个 
点 作为 基点 (起 点 ), 例 如 以 点 1 为 基点 。 首 先 将 每 个 点 与 基点 相连 接 , 构 成 子 回 路 1 一 
J 一 1(01 一 2,3,…,2) ,这 样 就 得 到 了 一 个 具有 7? 一 1 条 子 回路 的 图 (这 时 尚未 形成 汉密尔顿 
回路 )。 旅 行者 按 此 线路 访问 个 点 所 走 的 路 程 总 和 (参看 图 14-5 ,该 图 中 以 点 A 为 基 
尽 ) 等 于 


Ee (14. 2) 
j=2 


其 中 ,oj 为 由 点 1 到 点 jj 二 2,3,…,n) 的 路 段 长 度 ,这 里 假定 cv 一 ci 对 所 有 点 7) 。 

若 连 接点 i 和 点 7(i,j 关 1), 即 令 旅 行者 走 弧 (i,7) 时 (这 时 当然 就 不 再 经 过 弧 (i,1) 和 
(1,7)), 所 引起 的 路 程 节 约 值 s(i,j) 可 计算 如 下 : 

s(197)= Zeus Zc — (cus tT cy TT cs) 
一 cu 十 cl 一 cg (14. 3) 

对 不 同 的 点 对 Gi, 站,s(i, 门 越 大 ,旅行 者 通过 弧 (i,j) 所 节约 的 路 程 越 多 ,因而 应 优先 将 这 
段 弧 插入 到 旅行 线路 中 去 。 

在 具体 应 用 该 方法 时 ,可 按 以 下 迭代 步骤 进行 : 

(1) 选取 基点 ,例如 选取 点 1 为 基点 。 将 基点 与 其 他 各 点 连接 , 得 到 ”一 1 条 子 回路 
1 一 ) 一 1(1 一 2,3，…，7); 

(2) 对 不 违背 限制 条 件 的 所 有 可 连接 点 对 (i,j) 计 算 其 节约 值 (i,j 不 为 基点 ) 

lss) = Cn Cs — Cs 

(3) 将 所 有 s(i,j) 按 其 值 由 大 到 小 排列 ; 

(4) 按 s(i,7) 的 上 述 顺 序 , 逐 个 考察 其 端点 i 和 j, 若 满足 以 下 条 件 , 就 将 弧 (i,j7) 插 入 
到 旅行 线路 中 。 其 条 件 是 : 

DO 点 i 和 点 7 不 在 一 条 线路 上 ; 

点 和 点 j 均 与 基点 相 邻 。 

(5) 返回 步骤 (4) ,直至 考察 完 所 有 可 搬 和 人 弧 (z7) 为 止 。 

通过 以 上 迭代 步骤 ,可 使 问题 的 解 逐步 得 到 改善 ,最 后 达到 满意 解 ( 也 有 可 能 是 最 
优 解 ) 。 

例 2 用 CW 节约 算法 求解 下 述 货 郎 担 问题 ,已 知 各 访问 点 的 位 置 如 图 14-4 中 所 示 。 

解 ” 先 按 图 14-4 给 出 的 数据 计算 各 点 之 间 的 欧 氏 距离 c(i,7) ,计算 结果 列 和 人 距离 表 
( 表 14-2) 中 。 由 于 已 假设 cy 一 cz, 故 该 表 中 各 元 素 的 值 以 主 对 角 线 成 对 称 。 


取 A 为 基点 ,构成 初始 旅行 线路 图 (图 14-5)。 再 用 式 (14.3) 计 算 将 弧 (i, 站 (i,j7 关 A) 插 
人 到 线路 中 时 引起 的 路 程 节约 值 ,并 按 节 约 值 由 大 到 小 的 顺序 将 它们 填 入 表 14-3 中 。 


(D.,E) 
(E,F) 
(C,E) 


(C,F) 
(D,F) 
(C.D) 
(上 ,Cr) 


第 十 四 章 


(E,G) 
(CC ,G) 
(D.,G) 
(B,F) 
(B,E) 
(B,CG) 
(B.D) 
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节约 值 
25. 
24. 
23. 
18. 
17. 
16. 
14. 


93 
25 
11 
13 
57 
70 
14 


(B,C) 


依 节约 值 从 大 到 小 的 次 序 , 对 每 条 弧 加 以 考察 ,看 是 否 应 将 其 插入 线路 中 去 。 厂 将 其 
插入 ,就 要 对 线路 作 相 应 的 改变 。 整 个 过 程 示 于 表 14-4 中 。 


表 14-4 
插入 该 弧 
0 | |A4>B>A,A>C>A, A>D>A, A>E>A,A—>F>A, A—>G—>A 
1 A—>B—>A, A>C—>A, A>D—>E—>A, A—>F—>A, A—>G—A 34.70 
3 E 点 与 基点 A 不 相 邻 ,不 插入 0 
4 A—>B—>A, A>D—>E—>F—>C_>A, A—>G—A 30.07 
(D,F) 
5 这 些 点 已 在 同一 条 线路 上 0 
7 F 点 与 基点 A 不 相 邻 , 不 插入 0 
9 ,10 四 E 点 .C 点 与 基点 A 不 相 邻 ,不 插入 0 
11 A>G—>D>E—>F—>C>B—>A 23. 11 


当 插 入 弧 (D,G) 之 后 ,线路 已 包含 所 有 要 访问 的 点 ,算法 终止 。 用 该 方法 得 到 的 线路 
(参看 图 14-6) 是 : 
A—~G—D—E—F—C—B— A 
该 线路 的 总 长 度 
z 二 2 X (14.14 十 24.70 十 23.71 十 19.24 十 17.03 十 13.00) 一 
(34.70 十 33.44 十 30.07 十 25.80 十 23.11) 
一 76. 52 


415 


2. 几何 法 

这 种 方法 由 J. P. Norback 和 R. FF. Love 提出 , 它 基 于 对 各 访问 点 构成 的 几何 图 形 的 
分 析 , 以 此 确定 初始 线路 和 不 在 初始 线路 上 的 各 点 的 插入 顺序 和 插入 位 置 。 

根据 对 一 般 几 何 图 形 的 观察 可 知 , 最 短 访问 线路 应 具有 以 下 直观 性 质 : 1) 线 路 自身 
不 相交 ; (2) 各 段 线路 应 处 于 由 所 有 访问 点 形成 的 凸 包 上 或 其 凸 包 内 部 (这 里 所 说 的 凸 包 
(convex hull) 是 包含 所 有 访问 点 的 最 小 凸 集 ) 。 

图 14-7 中 给 出 了 联结 同样 4 个 点 的 两 条 线路 ,显然 , 自 相 交 的 线路 (图 14-7 中 虚线 
所 示 者 )A 一 C 一 B 一 D 要 比 不 自 交 的 线路 A 一 B 一 CD 长 。 

根据 上 述 观 察 和 分 析 的 启发 ,可 拟订 出 求解 旅行 售货员 问题 
的 下 述 和 迭代 步骤 : 

(1) 找 出 由 欲 访问 各 点 构成 的 凸 包 ; 

14-7 (2) 在 凸 包 上 的 点 , 按 其 出 现 的 自然 顺序 访问 (不 要 使 访问 线 
路 目 交 ) ,从 而 形成 一 初始 访问 线路 ; 

(3) 将 不 在 初始 访问 线路 上 的 各 个 点 I( 位 于 凸 包 内 的 访问 点 ) ,与 已 在 访问 线路 上 的 
所 有 点 相连 。 设 PP 与 Q 为 已 在 访问 线路 上 的 任 两 个 相 邻 点 ,PoloQo 为 所 有 PTIQ 角 
度 中 的 最 大 者 , 则 将 I 插入 到 P 和 Q& 之 间 ; 

(4) 重复 进行 步骤 (3) ,每 次 在 访问 线路 上 增加 一 个 新 点 ,直至 所 有 和 欲 访问 点 都 被 引 
和 到 访问 线路 中 为 止 。 这 时 就 构成 了 一 条 汉密尔顿 回路 。 

下 面 用 这 种 方法 求解 例 2。 其 迭代 过 程 示 于 图 14-8 中 。 开 始 时 构成 凸 包 ABCDA 
(图 14-8(a)), 以 它 为 初始 访问 线路 ,然后 将 不 在 初始 访问 线路 上 的 FF 和 G 三 点 分 别 
与 A、B、C.D 四 点 相连 (图 14-8(b)), 考 查 以 EF 和 G 为 角 顶 ,分 别 以 AB、BC、CD 和 
DA 为 对 边 形成 的 各 个 角度 ,其 中 以 人 CED 为 最 大 , 故 将 点 巨 插入 在 C 和 DD 两 点 之 间 ， 
形成 新 的 访问 线路 ABCEDA( 图 14-8(c))。 现 不 在 访问 线路 上 的 点 为 政和 G, 连 接 EF 
和 EG ,考察 以 下 和 G 为 角 顶 的 各 角 , 以 DGA 为 最 大 ,将 G 点 插入 DD 点 和 A 点 之 间 , 这 
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时 的 访问 线路 变 为 ABCEDGA( 图 14-8(d))。 如 上 继续 进行 ,将 点 下 插入 到 DD 点 和 G 点 


之 间 , 这 就 得 到 了 本 问题 的 汉密尔顿 回路 ,可 以 它 作 为 本 问题 的 解 ( 图 14-8(e)), 其 线路 
总 长 等 于 : 
14. 14 一 13.04 一 12.65 一 8.20 二 10.77 二 412 十 13.00 一 5.97 
A A 
B 
C D 
(a) (c¢) 
A 
B B 
F 
8 本 D 人 Dp 


(d) (e) (f) 


该 问题 的 最 优 解 示 于 图 14-8(f) 中 ,其 线路 总 长 度 为 75.48。 它 可 以 通过 交换 线路 中 
两 个 相 邻 点 和 D 的 连接 顺序 而 得 到 。 

在 本 例 中 ,用 几何 法 虽然 未 得 到 其 最 优 解 ,但 它 的 精确 度 仍然 是 很 高 的 ,在 一 般 情况 
下 用 这 种 方法 稼 可 以 得 到 较为 满意 的 结果 。 

除 上 述 两 种 方法 外 ,还 有 不 少 其 他 算法 可 用 于 求解 旅行 售货员 问题 ,在 解决 实际 问题 
时 ,可 同时 用 几 种 算法 ,从 中 选取 最 好 的 结果 。 


三 、 车 辆 调度 问题 


车 辆 调度 问题 (vehicle scheduling problem,VSP) 是 由 Dantzig 和 Ramser 于 1959 年 
提出 来 的 ,后 来 虽 经 过 多 人 的 潜心 研究 ,但 由 于 其 复杂 性 大 ,目前 仍 未 找到 多 项 式 算法 。 

所 谓 VSP 问题 ,一 般 指 的 是 : 对 一 系列 发 贷 点 和 收 贷 点 ,组 织 调 用 一 定 的 车 辆 ,安排 
适当 的 行车 路 线 , 使 车 辆 有 序 地 通过 它们 ,在 满足 指定 的 约束 条 件 下 (例如 : 货物 的 需求 


量 与 发 货 量 , 交 发 货 时 间 , 车 辆 可 载 量 限制 ,行驶 里 程 限 制 , 行 驶 时 间 限 制 等 ) ,力争 实现 一 
定 的 目标 (如 车 辆 空 驶 总 里 程 最 短 ,运输 总 费用 最 低 ,车 辆 按 一 定时 间 到 达 , 使 用 的 车 辆 数 
最 小 等 ) 。 

车 辆 调度 问题 的 分 类 法 很 多 ,例如 根据 车 辆 满载 程度 分 为 满载 问题 与 非 满载 问题 ; 
根据 可 使 用 的 车 场 数 目 分 为 单车 场 问 题 与 多 车 场 问题 ; 根据 可 用 车 辆 的 车 型 数 分 为 单车 
型 问题 与 多 车 型 问题 ; 根据 决策 者 的 要 求 分 为 单 目 标 问题 与 多 目标 问题 等 。 

下 面 研 究 单车 型 .多 车 场 运输 问题 的 一 种 启发 式 算法 ,并 考虑 使 总 空 驶 里 程 极 小 化 这 
一 目标 ( 它 对 运输 企业 的 运输 效益 有 极 大 影响 ) 。 

1. 问题 说 明 

Ra 天 或 某 半天 ) 有 mm 项: Ai,A:,，…,A。， 

运 量 分 别 是 gi1 ,gz，* .…g ,完成 各 项 运输 业务 所 需 的 车 辆 数 (根据 代 者 物 类 型 和 车 辆 状 
况 而 定 ) 分别 为 ai,az,…',an; 此 外 ,该 企业 有 个 车 场 可 以 使 用 , 即 可 从 车 场 A。+i， 
Au+z,， An+n 发 出 空 车 和 接收 空 车 ,这 些 车 场 与 各 货运 业务 的 发 货 点 和 收 货 点 位 于 同一 
个 连通 着 省 路 网 上 ， 各 车 场 可 派出 区 空 车 数 分 别 是 bw+1 ,bm+z，… ,bm+a， 可 接收 的 空 车 数 分 
别 是 b%+1 ,bm+2，* 2 

2. 数学 模型 

按照 每 项 运输 业务 的 要 求 将 货物 由 发 货 点 运送 到 收 货 点 ,这 显然 均 为 重 车 行驶 , 且 必 
须 完 成 ,在 分 析 使 总 空 驶 里 程 极 小 化 这 一 问题 时 , 它 的 安排 对 目标 函数 值 不 产生 影响 ,可 
不 予 考虑 。 因 此 ,可 将 每 一 项 货运 业务 工作 i, 即 从 其 发 货 点 将 货物 运送 到 收 货 点 i ,看 
成 一 个 压缩 了 的 点 一 一 重 载 点 区 图 14-9)。 


对 于 每 一 个 重 载 点 i, 为 运 出 其 货物 量 g; 需要 a; 辆 空 车 ,它们 将 货物 运 抵 目 的 地 缉 
车 后 ,又 提供 出 a; 辆 空 车 ,然后 这 些 空 车 驶 向 其 他 货运 业务 的 发 点 (这 时 为 空 车 行驶 ) , 继 
续 装 货 执 行 运输 任务 。 由 此 可 以 看 出 ,执行 运输 任务 的 每 辆 货车 都 如 此 交替 地 进行 空 驶 
和 重 载 ,直至 完成 一 个 时 间 单 元 (一 天 或 半天 ) 的 货物 运输 任务 ,返回 某 一 车 场 为 止 。 

车 辆 在 道路 网 上 行驶 (不 管 是 空 驶 还 是 重 载 ) 时 ,可 选择 某 种 意义 下 的 最 短路 线 行走 ， 
也 可 根据 情况 选用 其 他 行车 路 线 。 

设 由 点 i 发 往 点 (i,j 为 车 场 或 重 载 点 ) 的 空 车 数 为 x; ,其 空 驶 里 程 为 cj; , 则 使 总 空 
驶 里 程 极 小 化 的 空 车 调度 问题 的 数学 模型 可 描述 如 下 , 见 式 (14. 4)。 
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min mtn 
min > 一 > > ,ci 
i=1 j=1 
min 
zs = (2 = 1] ,20% I) 
j=1 
min 
> zs bh (z= 2 
$1 j=】 (14.4) 
mn 
zs 一 Qi (1 = 1,2，……)777) 
i 二 1 
mn 
zs < Di (1 三 zm 十 l,m 十 2,…:,m 十 nn) 
i 二 1 
此 处 ai (或 ai ) 可 由 式 (14.5) 得 
ai = gi/Q 奇 gi/Q 为 整数 
(14.5) 


ju = 区 + 1 若 gi/Q 不 为 整数 


上 式 中 ,| 名 | 为 数值 不 大 于 g;/Q 的 最 大 整数 (Q 为 一 辆 车 的 可 载 量 )。 
价值 系数 ;根据 实际 情况 ,可 取 为 点 i 到 点 7 的 广义 最 短 距 离 ( 或 运费 ) 。 为 避免 由 
车 场 发 出 的 空 车 不 经 重 载 点 直接 台 辐 车场, 令 
cr 一 AM zi 一 MM 十 1:72 十 2 7 十 72 
其 中 ,M 为 一 足够 大 的 正 数 。 
运输 问题 式 (14. 4) 的 运输 表 如 表 14-5 所 示 。 表 中 将 重 载 点 和 车 场 分 开 ,形成 了 4 个 
EC Pp CCHF 
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3. 算法 

众所周知 , 表 上 作业 法 是 求解 运输 问题 的 一 种 很 有 效 的 标准 算法 ,而 且 能 很 方便 地 得 
出 整数 最 优 解 ,这 正 符合 本 问题 的 要 求 。 因 而 ,在 构造 求解 问题 式 (14.4) 的 启发 式 算法 
时 ,应 尽量 设法 利用 表 上 作业 法 的 优点 。 

首先 仅 考 虑 重 载 点 部 分 ,由 式 (14. 4) 得 到 : 


zs = Gs (1 Ly so) 

二 (14. 6) 
> 一 Cj (jy 一 1,2,.… ,7m) 

i 二 1 

ZT 三 0 且 为 整数 


显然 ,这 是 一 个 一 般 的 产销 平衡 运输 问题 ,可 直接 用 表 上 作业 法 求解 , 设 求 出 的 最 优 
解 为 头 '” 二 (zy?)。 由 于 模型 式 (14.6) 是 模型 式 (14.4) 的 核心 部 分 , 且 式 (14.4) 的 另 两 组 
约束 条 件 为 “三 ”型 约束 , 故 以 这 个 解 中 的 非 零 变量 的 值 作为 模型 式 (14.4) 中 对 应 变量 的 
值 , 令 其 他 变量 的 值 取 零 ,这 就 得 到 了 式 (14.4) 的 一 个 可 行 解 。 

然而 ,用 上 述 方法 得 到 的 解 无 法 以 它 为 根据 进行 派 车 ,因而 是 不 可 接受 的 。 为 此 , 需 
要 设计 一 套 解 的 判别 和 调整 规则 ,使 从 天 ”出 发 ,经 有 限 步 迭代 ,能 得 出 模型 式 (14. 4) 的 
可 接受 最 优 解 或 可 接受 满意 解 。 这 项 工作 可 采用 如 下 步骤 进行 。 


(1) 解 的 扩展 
对 解 X@ 中 的 每 一 个 非 零 分 量 xz 信之 00i,j 一 1,2,…,m) ,计算 
6; = min {cy |6>>0})+ min {cy 16; > 0}— es (14.7) 
mtl<i<mtn mtl<j<mtn 
式 中 
b; = 0; 一 >》 工人 (一 7 十 1]1.……:72 十 72) (14. 8) 
7 一 ] 
b; 一 0 一 ps (7 一 了 更 十 1 ,mn) (14.9) 
i=] 


由 式 (14.7) 算 出 的 6; 值 ,为 按 下 述 方法 调整 zj 一 个 单位 引起 的 空 驶 里 程 增加 量 。 
右 由 式 (14.7) 得 出 的 6; 来 日 行 和 7/ 列 (&,LELm 二 1mr 十 2), 则 把 x 六 扩展 至 xz? 和 
XY ,这 时 ,将 xz9 ,X27 和 zx? 三 个 变量 的 值 分 别 调整 为 : 


EE (0) 
.万 这 站 一 i 


一 min {x ,bb ) 
zy := z+ min {zh ,bi ,bi ) (14. 10) 
Ti “二 二 十 min {ze heh 


解 的 这 种 扩展 工作 按 6; 的 大 小 ,由 小 到 大 依次 进行 ,直至 找 出 要 求 的 可 接受 可 行 解 ， 
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即 在 表 14-5 中 的 C 一 下 区 和 Ff 一 C 区 含有 适当 的 非 零 解 分 量 ( 这 两 个 区 中 非 零 解 分 量 值 
m mt mt m 

之 和 》，》 zi 与 >，>,z 相等 ,其 值 的 大 小 可 根据 运输 任务 和 车 辆 情况 事先 估计 ,在 
i 二 1 j 二 m 十 ] i 一 Mi 十 17 一 1] 


求解 过 程 中 还 可 进行 调整 )。 如 此 得 到 的 解 记 为 关 ” 二 (zx 六), 显然 , 它 对 模型 式 (14.4) 是 
可 行 的 。 当 65 二 0 时 , 按 此 方法 调整 得 到 的 解 半 ” 优 于 解 和 ”。 

(2) 解 的 收缩 

本 步骤 是 步骤 (1) 的 逆 过 程 。 当 表 14. 5 中 C 一 Ff 区 或 fF 一 C 区 的 非 零 解 分 量 之 值 的 
和 比 派 车 数 要 大 时 , 需 将 解 的 非 零 分 量 的 值 由 C 一 下 区 和 一 C 区 加 C 一 C 区 收缩 。 为 
此 ,对 每 一 对 z 思 二 0 和 zy 记 0(k,1E[m 十 1,m 十 nj; iiE[L1,]) ,计算 


07 = min {cy —cy—c | zh > 0 >0) (14. 11) 
并 以 此 为 依据 进行 下 述 解 的 调整 : 
T := TH — min {zy ,zy } 
| :一 7 一 min {zh ,x9 ) ld 12) 
Ts := XH 十 min {zy ,TY 


对 解 按 式 (14. 10) 和 式 (14. 12) 进行 上 述 调 整 的 目的 ,在于 使 C 一 F 区 (和 FC 区 ) 
m mt-n min mm 
中 非 零 解 分 量 之 和 》 zs ( 和 5 Dz | 与 派 车 数 相等 ,在 具体 实施 时 , 解 的 调整 工 


i=] j= 二]1 z 一 Mi 十 1 7 二 1 

作 可 在 式 (14. 10) 和 式 (14. 12) 确 定 的 范围 内 分 步 进 行 , 不 一 定 都 取 这 两 式 中 给 出 的 最 大 
调整 量 。 

如 上 调整 后 得 到 的 解 记 为 X ”二 (x3 ) ,这 个 解 也 是 模型 式 (14.4) 的 可 行 解 。 

4. 安排 行车 路 线 

经 上 述 调整 得 到 的 解 环 “( 或 大 , 当 不 需 进 行 解 的 收缩 步骤 时 ) ,是 模型 式 (14. 4) 的 
可 接受 可 行 解 ,可 以 它 作 为 安排 行车 路 线 的 依据 。 

安排 行车 路 线 时 先 在 经 过 上 述 调整 后 得 到 的 可 接受 可 行 解 居 =(z) 的 非 堆 分量 中 
寻求 下 述 序列 : 

TI > O05Thhs > 0,Thh > 0 Tha >0 CL 

在 该 序列 中 变量 的 下 标 Ai 本 本 二 [Lm 十 1,m 二 nj， 即 Tk] ko 和 Tk 分 别 位 于 表 14-5 中 的 
F 一 C 区 和 C 一 F 区。 依据 解 的 序列 式 (14. 13) ,可 得 到 某 条 初始 行车 路 线 如 下 : 


A 让 “A A A A A 
车 场 车 场 


重 载 点 
有 了 初始 行车 路 线 (一 条 或 在 干 条 ) 之 后 ,再 根据 具体 的 约束 条 件 ( 例 如 每 条 行车 路 线 
的 长 度 限 制 ,在 一 条 行车 路 线 上 行车 时 间 的 限制 ,各 条 行车 路 线 的 均匀 性 要 求 ,派出 的 车 
辆 数 等 ) ,对 行车 路 线 进 行 调整 (包括 某 些 初始 线路 的 截 短 或 合并 ) ,最 后 由 调度 员 选 择 合 
适 的 罗 驶 员 执 行 。 
实践 证 明 , 这 种 启发 式 算 法 的 运算 速度 快 、 精 度 高 ,对 城市 货运 汽车 科学 调度 产生 了 
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很 好 的 效果 。 需 要 指出 , 解 的 调整 工作 (扩展 \ 收 缩 ) 应 和 行车 路 线 安 排 结 合 进 行 。 

由 本 草 上 面 的 论述 可 知 ,启发 式 方法 的 范畴 不 存在 严格 的 理论 限 
定性 , 它 春 重 于 对 相关 理论 和 方法 的 借鉴 以 及 对 已 有 方法 的 改进 ,着 眼 
于 实施 的 可 行 、 方 便 和 效果 的 提高 ,从 而 可 为 人 们 解决 复杂 实际 问题 提 
供 新 的 思路 和 途径 。 


习 铝 


14.1 什么 是 启发 式 方法 ? 试 说 明 用 启发 式 方法 解决 实际 问题 的 过 程 和 步骤 。 

14.2 在 解决 实际 问题 时 如 何 运 用 启发 式 策 略 ? 除 本 书 上 列 出 的 几 个 启发 式 策略 
之 外 ,你 认为 还 有 什么 样 的 有 用 策略 ? 

14.3 ”对 在 多 人 台 设 备 上 加 工 多 个 工件 的 工件 排序 问题 来 说 ,你 认为 应 如 何 衡量 不 同 
排序 方案 的 优 劣 ? 需 考虑 哪些 准则 ? 这 些 准 则 的 适用 条 件 如 何 ? 并 举 出 两 个 实例 加 以 详 


细 说 明 。 
14.4 说 明 C-W 节约 算法 的 基本 思想 ,你 认为 还 可 用 它 解 决 哪些 方面 的 问题 ? 举例 
加 以 说 明 。 


14.5 说 明 本 书 所 述 货 运 车 辆 优化 调度 算法 的 原理 和 求解 步骤 ,并 绘 出 求解 过 程 框 
图 。 请 简要 回答 以 下 问题 : 

(1) 若 有 两 种 车 型 的 车 可 用 , 书 中 提出 的 模型 应 怎样 修改 ?” 在 书 中 所 提 算 法 的 启发 
下 , 试 拟订 一 套 求解 的 迭代 步骤 。 

(2) 如 何 将 书 中 提出 的 模型 和 算法 推广 到 多 目标 的 情形 ? 

14.6 表 14-6 给 出 了 12 个 工件 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 , 要 求 : 

(1) 硅 所 有 工件 都 先 在 设备 A 上 加 工 , 再 在 设备 B 上 加 工 , 试 安排 使 总 加 工时 间 最 
短 的 工件 加 工 顺 序 ,并 计算 总 加 工时 间 。 

(2) 若 工 件 8 一 12 先 在 设备 B 上 加 工 ,再 在 设备 A 上 加 工 , 其 他 条 件 同 上 ,请 设计 一 
启发 式 算法 ,以 确定 尽 可 能 小 的 总 加 工时 间 和 安排 相应 的 工件 加 工 顺序 。 


14.7 有 4 个 工件 JJ 、 Js、 J4 ;在 三 台 设 备 A、B、C 上 顺 次 加 工 , 各 工件 在 各 设备 上 
的 加 工时 间 示 于 表 14-7 中 , 试 构造 一 启发 式 算 法 ,用 于 寻求 使 总 加 工时 间 最 短 的 工件 加 
工 顺 序 。 
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14.8 有 10 个 城市 ,它们 在 坐标 系 中 的 位 置 如 表 14-8 所 示 , 试 完成 以 下 工作 : 

(1) 用 C-W 节约 算法 求 出 经 过 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 的 一 条 最 短线 路 。 

(2) 用 Norback 和 Love 提出 的 几何 法 , 求 出 经 过 上 述 城市 一 次 而 且 仅 一 次 的 最 短线 路 。 

(3) 上 述 两 种 方法 得 出 的 结果 有 无 改进 的 余地 ? 如果 有 ,你 认为 可 通过 什么 方法 加 
以 改进 ? 试 写 出 改进 的 结果 。 


表 14-8 


14.9 有 一 具有 3 个 重 载 点 和 2 个 车 场 的 运输 问题 ,其 运输 表 如 表 14-9 所 示 。 表 中 
小 方 框 内 的 数字 为 两 点 间 的 车 辆 空 驶 距离 ,1、2 和 3 三 项 运输 业务 的 重 载 里 程 (已 将 装 御 
车 时 间 折 算 在 内 ) 分 别 为 7、8 和 9, 其 他 有 关 情 况 如 表 14-9 所 示 。 试 用 本 章 给 出 的 车 辆 优 
化 调度 启发 式 算法 , 求 出 满意 的 可 接受 可 行 解 。 


表 14-9 


发 车 数 
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附录 C 
测试 题 及 答案 
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[1] 


[2] 


L3] 


[4] 


[5] 


[6] 


[7] 
[8] 
L9j 
L10j 


[11] 
[12] 


L13j 
L14j 
[15j 


[16] 
[17] 


L18j 
L19j 
L20j 
[21] 
[22] 
[23] 
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附录 A ”运筹 学 应 用 软件 简介 


运筹 学 应 用 软件 的 开发 是 同 运筹 学 的 发 展 紧密 相连 的 。 因 为 即使 是 一 个 只 含 几 十 个 
到 上 百 个 变量 的 线性 规划 模型 ,通过 手工 求解 十 分 繁杂 甚至 不 可 能 。 而 实际 问题 的 数学 
模型 要 远 远 复杂 得 多 ,变量 个 数 甚至 多 达 几 十 万 个 .上 百 万 个 ,因此 必须 借助 计算 机 软件 
进行 求解 。 

目前 ,国内 教学 中 常用 的 求解 运筹 学 模型 的 软件 主要 有 LINDO、LINGO、WinQSB 
和 MATLAB 等 ,下 面 分 别 进 行 简单 介绍 。 


一 、LINDO 


LINDO 是 英语 Linear INteractive and Discreate Optimization 的 缩写 ,全 译名 为 “ 线 
性 交互 离散 最 优化 ”, 由 Linus Schrage 于 1986 年 开发 ,可 用 于 求解 线性 规划 整数 规划 和 
二 次 规划 模型 。 目 前 采用 的 LINDO 6. 1 版 本 可 人 处理 不 超过 300 个 变量 、150 个 约束 的 线 

LINDO 的 输入 十分 类 似 于 模型 的 书写 格式 。 以 线性 规划 为 例 , 目 标 男 数 分 别 为 max 
或 min, 紧 接着 一 行为 st( 即 subject to ,约束 于 ); 每 个 约束 单列 一 行 , 除 = 二 号 外 ,三 号 输入 
二 , 宇 号 输入 二 ,每 个 约束 中 变量 一 定 列 于 等 式 或 不 等 式 左 问 ,第 数 项 列 于 右 端 ; 变量 目 
动 假设 为 三 0 ,不 需 单独 输入 ,对 变量 过 0 的 情况 , 需 先 行 处 理 。 模 型 最 后 一 行为 send。 对 
变量 取 值 无 约束 的 ,在 end 语句 下 面 加 上 Free 和 变量 名 ,如 Free xl 等 。 

本 书 第 一 章 例 1 的 线性 规划 模型 ,其 LINDO 的 输入 为 

max 2XL + X2 

st 

Sy 15 

6xl1 + 2x2 < 24 

Xl + x2<5 


end 
求解 模型 时 ,只 需 用 鼠标 点 击 LINDO 主 窗口 箭头 打靶 的 图 案 ,并 弹出 一 个 对 话 窗口 
“DO RANGE (SENSITIVITY) ANALYSIS”, 如 点 击 “ 否 ”, 得 到 如 下 输出 结果 : 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
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1) 8.500000 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl 3.500000 0.000000 
X2 1.500000 0.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 7.500000 0.000000 
3) 0.000000 0.250000 
4) 0.000000 0.500000 


它 表 明 经 迭代 2 次 找到 最 优 解 。 从 输出 结果 中 看 到 决策 变量 、 松 弛 变量 及 对 应 三 个 
约束 的 对 偶 变 量 的 取 值 ,可 对 照 本 书 第 一 章 表 1-9 例 1 的 求解 结果 。 
如 进行 灵敏 度 分 析 , 则 得 到 如 下 输出 结果 : 


RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
OBJ COEFFICIENT RANGES 


VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 

Xl1 2.000000 1.000000 1.000000 

X2 1.000000 1.000000 .333433 


RIGHTHAND SIDE RANGES 


ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 

2 15.000000 INFINITY 7.500000 

3 24.000000 6.000000 6.000000 

4 5.000000 1.000000 1 000000 


它 表明 在 模型 最 优 计 划 不 变 情况 下 ,目标 肾 数 系数 的 允许 变化 范围 (参见 本 书 第 二 草 
例 5) 和 最 优 基 不 变 条 件 下 模型 中 各 右 端 项 的 允许 变化 范围 (参见 本 书 第 二 章 例 6)。 

用 LINDO 求解 整数 规划 时 , 同 求解 线性 规划 模型 的 区 别 为 end 语句 后 ,对 取 值 为 正 
整数 的 变量 ,添加 gin 和 变量 名 ,对 取 值 为 0-1 的 变量 添加 int 和 变量 名 。 如 本 书 第 五 章 
的 例 4 模型 的 LINDO 输入 为 : 


max XL + 4x2 
st 

= 
Xl + 2x2<8 
end 

gin xl 

gin x2 


用 LINDO 求解 目标 规划 模型 时 ,可 参照 本 书 第 四 章 第 三 节 之 三 的 优先 级 分 层 优化 
计算 方法 ,并 参照 该 部 分 列 出 的 例子 从 第 一 层级 到 第 N 层级 ,分 N 次 按 LINDO 输入 格 
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式 运 行 即 可 。 

蒋 绍 忠 编著 的 “管理 运筹 学 教程 ”*( 浙 江 大 学 出 版 社 2005 年 ) 一 书 附 录 3 中 给 出 了 
LINDO 6. 1 用 户 手 册 ,比较 详细 介绍 了 LINDO 6. 1 的 版 本 信息 、 菜 单 和 工具 图 标 、 基 本 
语法 规则 、LINDO 模型 的 编译 求解 等 ,可 供 参 阅 。 


一 、LINGO 


LINGO 是 一 种 较 之 LINDO 具有 更 强大 功能 的 软件 工具 ,可 应 用 于 求解 线性 规划 、 
非 线 性 规划 .整数 规划 ,图 与 网 络 模型 及 存储 排队、 对策 等 模型 。 

用 LINGO 编写 的 语句 中 ,人 允许 包括 各 种 数学 运算 和 表达 式 , 如 插 号 、 对 数 、 分 数 、 指 
数 和 三 角 函 数 等 。 各 种 运算 符号 的 表示 为 加 (十 ) 、 减 (一 ) 、 乘 (x )、 除 (/)、 等 于 (三 )、 指 数 
(^) .小 于 等 于 ( 硅 ) 、 大 于 等 于 ( 达 ) ,但 不 支持 严格 小 于 (二 ) 或 严格 大 于 (二 )。 

LINGO 包含 各 种 逻辑 运算 符号 ,如 #not# 表 示 否 定 该 操作 数 的 逻辑 值 ,# eq# 表示 
若 两 个 运算 数 相等 则 为 true, 和 否则 为 false, #1t# 表 示 若 左边 运算 符 严 格 小 于 右边 运算 符 
时 为 true, 否 则 为 false 等 。 

集 是 LINGO 建 横 语 言 的 一 个 基础 构件 ,借助 集 能 够 用 一 个 单一 的 .长 的 .简明 的 复 
合 公 式 表 示 一 系列 相似 的 约束 ,从 而 可 以 快速 方便 地 表达 规模 较 大 的 模型 。 在 LINGO 
中 使 用 集 之 前 , 需 对 集 部 分 事先 定义 。 集 部 分 以 “sets” 开 始 , 以 “endsats” 结 束 。 

模型 中 数据 部 分 用 “data” 语 句 开 头 , 以 “enddata” 为 结束 。 

LINGO 中 函数 用 @ 开 头 , 如 数学 阴 数 @sin(x) 、@@exp(x)、(@1log(x) 等 。(@ sum 表达 
一 个 指定 集 的 和 ,@for 用 于 对 集成 员 的 约束 ,@min 和 @max 表达 对 集成 员 取 最 小 值 与 
取 最 大 值 等 。 

一 个 LINGO 程序 一 般 以 model 作为 开始 语句 ,以 end 为 结束 语句 (一 些 人 简单 模型 中 
也 有 省 略 的 )。 对 所 有 注释 语句 开头 加 “1” 号 ,每 个 语句 以 “;” 号 结束 ,各 语句 中 各 变量 及 
变量 同和 常数 之 间 的 乘积 均 添 加 “x ”号 。 

LINGO 程序 中 允许 数据 来 日 Spreadsheet 或 从 数据 库 中 读 取 , 并 将 运算 结果 送 回 原 处 。 

下 面 举 几 个 应 用 LINGO 求解 运筹 学 模型 的 例子 。 

1. 本 书 第 六 章 习 题 6. 18 用 LINGO 编写 的 程序 语句 为 : 

min=2xxl^2— 4xxlxx2+4xx2^2-6xxl— 3*x x2; 

Xl+ x2<= 3; 

4xxl+x2<=9; 


xl>=0; 
x2>=0; 


经 运算 后 的 输出 结果 为 : 


Local optimal solution found. 
Objective value : 一 11.02500 


Infeasibilities: 0.000000 
Extended solver steps: 5 
Total solver iterations: 88 

Variable Value Reduced Cost 

Xl1 1.950000 0.000000 

X2 1.050000 0.000000 

Row Slack or Surplus Dual Price 

1 一 11.02500 一 1.000000 

0.000000 2.400000 

3 0.1500000 0.000000 

4 1.950000 0.000000 

5 1.050000 0.000000 


2. 本 书 第 六 章 习 题 6. 23 用 LINGO 编写 的 程序 语句 为 ; 


nmin= (xl 一 1)^2+ (x2— 2)^2 


xX2 一 XL=0 
xl+x2<=2 
xl>=0 
x2>=0 
经 运算 后 的 输出 结果 为 : 
Local optimal solution found. 
Objective value: 0.5000000 
Infeasibilities: 0.000000 
Extended solver steps: 5 
Total solver iterations: 46 
Variable Value Reduced Cost 
Xl1 0.5000000 0.000000 
X2 1.500000 0.000000 
Row Slack or Surplus Dual Price 
1 0.5000000 一 1.000000 
2 0.000000 0.000000 
3 0.000000 1.000000 
4 0.5000000 0.000000 
5 1.500000 0.000000 


3. 第 三 章 模型 (3. 1) 所 示 的 运输 问题 模型 展开 后 共有 (十 2) 个 约束 。 即 使 如 该 章 
例 1 这 样 简单 的 运输 问题 也 有 7 个 约束 和 条件。 下面 用 LINGO 编写 该 例 的 程序 语句 。 模 
型 以 “model? 语 名 开始, 以 “end? 语 句 结束 。 中 间 含 3 个 部 分 : (1) 设 置 部 分 。 从 语句 第 2 
行 至 第 6 行 ,以 “sets” 开 始 ,“endsets” 结 束 , 说 明 这 是 一 个 含 3 个 产地 (producers) 和 4 个 
销 地 (markets) 的 运输 问题 。(2) 给 出 模型 的 目标 痕 数 和 约束 条 件 ,从 第 7 一 第 11 行 ,其 
中 第 7 行为 目标 函数 ,第 8 一 第 9 行为 产销 平衡 表 中 的 列 的 约束 ,第 10 一 第 11 行为 产销 
平衡 表 中 的 行 的 约束 。(3) 给 出 问题 中 的 产量 、 销 量 和 单位 运 价 表 , 从 第 12 一 第 18 行 , 以 
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“data” 开 始 ,“enddata” 结 束 。 第 13 行为 各 产地 产量 ,14 行为 各 销 地 需求 量 ,15 一 17 行为 
单位 运 价 表 中 各 行 数 字 。 


model] : 

sets: 

producers/Al, A2, A3/:capacity; 

markets/Bl1, B2, B3, B4/ :demand; 
links(producers, markets) :cost, volume; 
endsets 

min= (@sum(links:cost x* volume) ; 
(@for(markets(J) ) : 

(sum(producers(I) :volume(I,Jj)) = demand(J); 
(for(producers(I)): 
@sum(markets(J):volume(I,J)) = capacity(I); 
data: 

capacity = 16 10 22; 

demand =8 14 12 14; 


cost =4 12 411 
2 10 3 9 
8. 5 11 6: 

enddata 

end 


模型 运行 后 的 输出 结果 表明 : 目标 函数 的 最 优 值 为 244, 产 销 地 之 间 的 调运 方案 为 : 
Ai 一 B; 为 12,Al 一 B, 为 4,A: 一 Bi 为 8,A: 一 B, 为 2,A: 一 B: 为 14,A: 一 B, 为 8, 其 他 均 
为 零 。 输 出 结果 最 右边 一 列 “Reduced Cost” 为 对 应 (A(TD),B(J)) 格 的 检验 数 。 具 体 结果 
可 对 照 本 书 第 三 章 表 3-11。 


Global optimal solution found. 


Objective value: 244.0000 
Infeasibilities: 0.000000 
Total solver iterations: 7 

Variable Value Reduced Cost 

CAPACITY( Al) 16.00000 0.000000 

CAPACITY( A2) 10.00000 0.000000 

CAPACITY( A3) 22.00000 0.000000 

DEMAND( Bl) 8.000000 0.000000 

DEMAND( B2) 14.00000 0.000000 

DEMAND( B3) 12.00000 0.000000 

DEMAND( B4) 14.00000 0.000000 

COST( Al, Bl1) 4.000000 0.000000 

COST( Al, B2) 12.00000 0.000000 

COST( Al, B3) 4.000000 0.000000 

COST( Al, B4) 11.00000 0.000000 

COST( A2, Bl1) 2.000000 0.000000 

COST( A2, B2) 10.00000 0.000000 

COST( A2, B3) 3.000000 0.000000 
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COST( A2, B4) 9.000000 0.000000 

COST( A3, Bl1) 8.000000 0.000000 

COST( A3, B2) 5.000000 0.000000 

COST( A3, B3) 11.00000 0.000000 

COST( A3, B4) 6.000000 0.000000 
VOLUME( Al, Bl1) 0.000000 0.000000 
VOLUME( Al, B2) 0.000000 2.000000 
VOLUME( Al, B3) 12.00000 0.000000 
VOLUME( Al, B4) 4.000000 0.000000 
VOLUME( A2, Bl1) 8.000000 0.000000 
VOLUME( A2, B2) 0.000000 2.000000 
VOLUME( A2, B3) 0.000000 1.000000 
VOLUME( A2, B4) 2.000000 0.000000 
VOLUME( A3, Bl1) 0.000000 9.000000 
VOLUME( A3, B2) 14.00000 0.000000 
VOLUME( A3, B3) 0.000000 12.00000 
VOLUME( A3, B4) 8.000000 0.000000 


本 例 用 LINGO 编程 可 能 优点 并 不 突出 ,但 如 果 是 一 个 含 50 个 产地 、80 个 销 地 的 运 
输 问 题 ,约束 条 件 就 有 130 个 ,用 上 述 方法 ,程序 语句 (1) 和 (2) 无 多 大 变化 ,只 有 第 (3) 部 
分 数据 规模 大 一 些 。 

4. 本 书 第 八 草 例 13 求 网 络 最 大 流 问 题 。 为 编程 需要 ,图 8-35 中 用 wi 代 换 , 原 图 
中 vw 一 vw 分 别 变换 为 v, 一 vi ,wv 变换 为 vs。 用 LINGO 编写 的 程序 如 下 : 


model: 
sets: 
point/1. . 8/ ; 
dis(point, point):f,c; 
endsets 
max= @sum(point(j)|j#ne#1:f(1,j)); 
@for(dis:f <= c); 
(@for(point(i)|i#ne#1#and#i#ne#8): 
@sum(dis(i,j):f(i,j)) = @sum(dis(j,i):f£(j,1i)); 
data:c=05430000 

00005300 

00000320 

00000020 

00000004 

00000003 

00000005 

0000000 0; 
enddata 
end 


程序 共 19 个 语句 ,以 “model” 语 句 开 始 ,“end” 语 句 结 束 。 中 间 共 含 3 部 分 。(1) 设 置 
部 分 : 从 第 2 句 至 第 5 句 , 以 “sets” 开 始 ,“endsets” 结 束 。 表 明 这 是 一 个 求 含 8 个 点 的 最 
大 流 问 题 。(2) 给 出 了 求 最 大 流 的 运算 过 程 ,运算 符 “#ne# ”表明 “ 若 两 个 运算 符 不 相等 ， 
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则 为 true, 否 则 为 flase”。(3) 从 第 10 句 至 第 19 句 为 数据 部 分 ,以 “data” 开 始 ,“enddata” 
结束 。 数 据 给 出 的 为 依次 两 点 间 的 弧 的 容量 C。 数 字 对 应 的 各 弧 容量 分 别 为 : 第 1 行 
(1,1)(1,2)…(1,8), 第 2 行为 (2,1)(2,2)…(2,8), 依 此 类 推 。 

本 例 用 LINGO 程序 运算 的 优化 结果 ,为 简化 起 见 只 列 出 流量 为 非 去 的 部 分 : 


Global optimal solution found. 


Objective value : 11.00000 
Infeasibilities: 0.000000 
Total solver iterations: 3 

Variable Value Reduced Cost 

了 立 ) 5.000000 0.000000 

F(1,3) 4.000000 0.000000 

F(1,4) 2.000000 0.000000 

{2.3) 4.000000 0.000000 

F(2,6) 1.000000 0.000000 

F(3,6) 2.000000 0.000000 

EF(3,7) 2.000000 0.000000 

F(4,7) 2.000000 0.000000 

F(5,8) 4.000000 0.000000 

F(6,8) 3.000000 0.000000 

F(7,8) 4.000000 0.000000 


上 述 结果 可 对 照 本 书 第 八 章 图 8-37 中 得 到 最 优 解 时 的 各 弧 旁 的 数字 。 

由 徐 家 旺 、 王晓波 主编 的 4 实用 管理 运筹 学 实践 教程 》( 第 2 版 ) (清华 大 学 出 版 社 ， 
2014 年 ) 一 书 中 比较 详细 介绍 了 LINGO 软件 的 基础 知识 和 应 用 案例 。 由 张杰 等 编著 的 
“运筹 学 模型 及 其 应 用 ”( 清 华 大 学 出 版 社 2012 年 8 月 ) 一 书 中 则 分 别 列 出 运筹 学 各 类 模 
型 应 用 LINGO 求解 的 编程 。 将 两 本 书 结合 起 来 学 习 , 有 利于 较 快 税 握 运筹 学 模型 的 
LINGO 编程 。 


二 、WinQSB 


QSB 是 Quantitative System for Business( 商 务 数量 分 析 ) 的 缩写 ,WinQSB 是 指 该 
系统 在 Window 环境 系统 下 运行 。 该 系统 由 美 籍 华人 开发 ,是 一 种 求解 OR 的 专用 软件 。 
软件 界面 为 英文 ,但 比较 直观 ,使 用 方便 。 它 是 一 种 教 SR 
学 软件 ,对 非 大 型 问题 一 般 都 能 计算 ,对 较 小 的 问题 还 


U3 


WinQSB 应 用 程序 ,用 户 可 根据 不 同 问题 选择 子 程 序 。 

以 本 书 第 八 章 例 7 求 最 小 生成 树 问题 进行 说 明 ( 见 》 
图 A-1)。 因 本 例 属 Network Modeling, 用 WinQSB 时 mm 3 
调用 子 程 序 Network Modeling, 再 在 问题 类 型 中 选 


机 | 
安装 WinQSB 软件 后 , 在 系统 程序 中 自动 生成 | 多 
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Minimal Spanning Tree, 输 入 节点 数 为 9, 参照 表 A-l 输入 两 点 之 间 的 权 数 (只 在 表 的 上 
三 角 输 入 一 次 )。 
表 A-l 


oo ID | DD ~ 
a 
[5 
CD 
cn 上 上 | 中 一 已 | 


点 击 菜 单 栏 Results 一 Graphic Solution ,可 显示 最 小 部 名 
分 树 的 图 形 如 图 A-2。 | 
假如 仍 末 用 该 例 求 vi 至 v; 之 间 的 最 短路 (shortest ws 
path problem) 。 如 为 有 回 图 需 按 弧 的 方 回 输入 数据 , 因 本 
例 为 无 回 图 ,每 条 边 必须 输入 两 次 ,即将 每 条 边 看 作 两 条 方 。”; 
回 相 反 的 弧 , 见 表 A-2, 表 中 上 下 三 角 数 字 均 需 填 写 。 点 击 
“Solve and Analyse” 后 ,系统 提示 用 户 选择 图 的 起 点 和 终点 
(本 例 中 假定 起 点 为 vi ,终点 为 vs)。 用 户 选 择 后 ,系统 不 仅 输 出 v 至 vs 的 路 长 ,而 且 还 
显示 vi 至 图 中 各 点 的 最 短路 长 , 见 表 A-3。 


表 A-2 表 A-3 


A-2 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 From To Distance Cumulative 
2 | 4 1 1 区 5 
3 1 1 3 号 6 
4 1 b 4 
Ul Us 6 
5 5 2 4 
6 2 7 2 J- 4 
7 7 5 Ul Ur 6 
8 4 UI Usg 1 1 
9 2 1 4 4 pe 5 4 Ul Uy 2 2 
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点 击 Result-~>~Graphic Solution 可 显示 出 到 各 点 的 
最 短路 长 , 见 图 A-3。 

能 伟 编 著 的 《运筹 学 》( 第 2 版 )( 机 械 工 业 出 版 社 ,2009 
年 ) 中 除 附 有 WinQSB 的 软件 操作 指南 和 实验 指导 书 外 ,还 
在 各 章 中 均 列 出 一 节 比 较 详 细 介 绍 了 WinQsSB 软件 用 于 求 
解 运 筹 学 各 个 分 校 的 具体 操作 步骤 和 案例 。 


、 MATLAB 


MATLAB 是 Matrix Laboratory( 和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 ,是 一 种 很 好 的 科学 计算 软件 ， 
由 美国 Math Works 公司 于 20 世纪 80 年 代 中 期 推出 。 其 数据 计算 能 力 、 特 别 是 在 数据 
的 可 视 化 方面 比较 突出 。 

MATLAB 有 大 量 事先 定义 的 数学 邯 数 ,还 有 很 强 的 用 户 自 定义 函数 的 能 力 以 及 强 
大 的 绘制 二 维和 三 维 图 的 功能 。MATLAB 还 租 有 多 个 成 熟 的 由 各 行 各 业 专 家 编写 的 用 
于 解决 各 种 应 用 领域 的 工具 箱 , 如 优化 工具 箱 、 金 融 工 具 箱 等 。 用 户 可 直接 利用 这 些 工具 
箱 , 按 相关 命令 的 输入 要 求 即 可 得 到 相应 结果 。 

MATLAB 的 Desktop 操作 桌面 是 一 个 高 度 集成 的 工作 界面 ,利用 MATLAB 进行 
编程 .计算 调用 MATLAB 自 带 的 命令 都 在 指令 窗 中 输入 。MATLAB 对 和 矩阵 的 输入 、 基 
本 运算 符号 、 各 种 函数 表达 、 对 各 种 数字 篆 数 预定 的 变量 名 数据 显示 的 格式 控制 命令 . 篆 
用 操作 指令 .指令 窗 中 实施 指令 行 编辑 的 篆 用 操作 键 等 均 有 明确 规定 。 

当 利 用 MATLAB 求解 比较 简单 问题 时 ,可 以 通过 指令 窗 直 接 输入 一 组 指令 求解 。 
但 当 要 解决 的 问题 所 需 的 指令 较 复 杂 时 ,引进 脚本 编写 进行 。 由 于 MATLAB 是 一 种 功 
能 强大 的 计算 应 用 软件 ,应 用 时 需要 熟悉 MATLAB 的 有 关 基 础 。 

李 工 农 编著 的 《运筹 学 基础 及 其 MATLAB 应 用 ) 一 书 ( 清 华 大 学 出 版 社 ,2016 年 ) 对 
运筹 学 中 的 线性 规划 、 对 偶 问 题 \ 目 标 规划 、 整 数 规划 、 非 线性 规划 、 排 队 论 等 问题 的 
MATLAB 的 编程 分 别 做 了 系统 阐述 。 张 建 林 编著 的 4MATLAB 定量 决策 五 大 类 问题 》 
(电子 工业 出 版 社 ,2013 年 ) 一 书 中 侧重 以 问题 为 导 癌 ,将 常见 的 定量 决策 问题 归结 为 资 
源 配置 .作业 安排 .库存 订货 .路 径 选 择 和 经 济 金融 五 大 类 ,给 出 50 个 案例 ,分别 对 案例 背 
景 、 模 型 建立 ,用 MATLAB 编写 脚本 文件 ,并 进行 求解 。 云 俊 等 编 善 的 4 运筹 学 : 原理 及 
应 用 》( 北 京 大 学 出 版 社 ,2012 年 ) 一 书 中 分 别 介 绍 了 MATLAB 在 运筹 学 的 线性 规划 、 整 
数 规划 、 目 标 规 划 排队、 存储 等 分 枝 中 的 应 用 。 


五 、Excel 局 发 式 算法 及 其 他 


Excel 是 计算 机 Office 软件 的 组 成 部 分 , 它 通过 建立 运筹 学 问题 的 电子 表格 模型 , 然 
后 应 用 Excel Solwer 求解 。 这 方面 可 参阅 丁 以 中 主编 的 《运用 Spreadsheet 建 模 与 求解 》 
(清华 大 学 出 版 社 ,2003 年 ) , 陈 士 成 主编 的 《实用 管理 运筹 学 一 一 基于 Excel》( 清 华 大 学 
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出 版 社 ,2011 年 ) 及 刘 春 梅 编 车 的 《管理 运筹 学 基础 .技术 及 Excel 建 模 实 践 》( 清 华 大 学 
出 版 社 ,2011 年 )。 

对 大 型 复杂 模型 ,通常 先 要 使 用 一 个 建 模 系 统 来 有 效 表 达 数 学 模型 并 将 其 输入 计算 
机 。 建 模 系 统 除 能 有 效 建 立 大 型 模型 外 ,还 可 用 于 对 模型 的 管理 ,包括 数据 存 取 、 将 数据 
转换 成 模型 参数 ,分 析 模 型 的 解 以 及 产生 决策 制定 者 内 部 的 总 结 报 告 等 。 国 外 这 方面 已 
开发 出 诸如 AMPL、MPL、OPL、GAMS 等 软件 。 

由 于 实际 问题 的 运筹 学 模型 存在 模糊 性 、 概 率 不 确定 性 、 动 态 、 非 线性 、 多 目标 等 ,以 
及 含有 一 些 特 殊 的 约束 , 带 来 优化 计算 上 的 复杂 性 ,使 寻找 问题 的 有 效 算法 成 了 运筹 学 应 
用 中 要 突破 的 一 个 重要 人 研究 方 回 。 目 前 已 出 现 很 多 局 发 式 或 称 之 为 软 计算 的 方法 。 这 种 
方法 通常 是 一 个 迭代 过 程 ,通过 每 次 迭代 一 步 步 对 解 进行 改进 。 迭 代 过 程 广泛 俯 助 于 生 
物 学 、 物 理学 及 其 他 自然 现象 的 运行 机 制 。 启 发 式 算法 中 著名 的 如 遗传 算法 、 模 拟 退 火 、 
禁忌 搜索 、 蚁 群 算法 、 粒 子 群 算法 等 ,类 似 算法 还 在 进一步 发 展 中 。 在 [ 美 ]F. S. Hillier 和 
G.J. Lieberman 所 著 《Introduction to Operations Research》 一 书 的 第 8、9、10 版 (清华 大 
学 出 版 社 , 英 文 影印 版 及 中 译本 ) 和 谢 金 星 编著 的 《现代 优化 计算 方法 》( 清 华 大 学 出 版 社 ) 
等 书 中 有 比较 详细 的 曾 述 。 


第 一 章 

一 、 选 择 题 

i. qd》 2. (cc) 3. (a) 4,. 《(c€) 5. (d) 

6. (b) 7. (d) 8. (c) 9. (b) 10. (a) (c) 
二 、 练 习题 


0 _ Gy 3 . 。 
1.1 (1) 无 穷 多 最 优 解 ,XX | 十 (1 一 c) (地 ,0) EYEO 1 2* = 9, 


(2) 无 可 行 解 ; (3) 唯 一 最 优 解 ,太一 (1,1.5)1I,z = 二 17.5; (4)X*= 二 (2,]1),z* 二 16。 


1.2 了 略 
| 
Tl T2 T3 Taq t 之 ” 
A 6 2 0 0 30 
4 上 0 b 0 pe 
4 b 0 0 = 42 
0 9 4 —b 0 45 
0 6 4 0 b 30 
0 0 4 12 18 0 
4 0 0 12 b 12 
b 0 — 12 0 18 
(2) 
Tl T2 T3 Ce -A 
和信 0 0 ] ] 9 
0 一 外 /之 0 2 5 
0 2 2 0 5 
一 2/6 0 0 11/6 2 
—1/3 0 10/3 0 25/3 
= 一 并 26 /5 0 0 9 


(1)、(2) 表 中 打 公 号 者 为 最 优 解 。 


1.4 0 过 c/d 志 3/4 时 为 Q@; 点 ; 3/4 达 cc/d 达 5/2 时 为 Q: 点 ; 5/2 过 c/d 一 co 时 为 Q， 
上 se-0,.d0 芒 E00d=0 时 为 ， O 点 

1.5 下 者 z 一 32/5, 上 界 z* 一 

1.6 (1) i X=(4/5,9/5,0)7,z"=7; 

(2) 无 可 行 解 。 

1.7 


a pb C d e - BC h i k l 


一 3 2 + -= 2 3 ] 0 9 一 9 一 3/2 0 


1.8 all 王 1,al 一 一 2,a2l 一 一 1,a2 一 3 cl 一 一 1 c2 一 5，0 王 1/2,02 一 1/2。 

1.9 (1) 略 ; (2) p=0 时 ,3 三 a 三 4 时 最 优 基 不 变 ; (3) a 二 3 时 ,一 1] 委 5 委 1 时 最 优 
基 不 变 。 

1.10 咯 

1.11 (1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 不 正确 。 

1.12 (1) XX* 仍 为 最 优 ,max Z 二 4CX* ; (2) 因 目 标 函 数 斜 率 变化 ,X 一般 不 再 是 
最 优 解 ; (3) 最 优 解 变 为 XX“ ,目标 函数 值 不 变 。 

1.13 用 zj(j 二 1,…,5) 分 别 代 表 5 种 饲料 采购 数 (kg) ,最 优 解 为 z 三 zz 一 zs 三 0， 
ri 一 39.74,z5 一 25.64,z ”一 32.44( 元 ) 。 

1.14 (1) 用 zi,…,zry 分 别 代 表 从 周一 至 周 日 那天 开始 上 班 职 工 数 , 最 优 解 为 
Wd 

(2) 对 这 23 名 职工 分 别 编号 0 ,@ ,… ,四 ,以 23 周 为 一 个 周期 ,这 23 名 职工 上 班 安 
排 见 下 表 。 


起 止 周 


每 周 上 班 时 间 

ar | mro [~| mr | mo [~ | wr 
周二 -周二 | 1~7 | 28 | | i122 | W233 | | 33 
周 =~ 网 六 | sn | 9 2 | | 33| 174 | | 7 
周三 - 同 | 1 | 1 | | 15 | 50 | | ni 
于 由 一下 周二 | 14 2 | 15~22 | | ol | 7 | | 13~2 
周 六 ~ 下 周三 | 22~23 | 51 | | 1~15 | 15~16 | | 21~22 


(3) 从 每 天 人 数 中 减 去 班长 . 副 班 长 与 当天 值班 人 数 , 其 他 同 (1)、(2)。 

1.15 用 i=1,2,3 分 别 代 表 商 品 A、B、C,;j= 二 1,2,3 代表 前 、 中 ,后 舱 ,x; 为 装 于 7 舱 
位 的 ;z 商品 数量 。 目 标 函 数 使 总 运费 收入 最 大 ,约束 条 件 分 别 考虑 舱位 载重 限制 ,舱位 容 
量 限 制 及 各 舱位 载重 平衡 限制 和 商品 数量 限制 。 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


1.16 设 za,zz 为 周一 至 周 五 对 大 学 生 和 商界 人 士 电 话 调查 人 数 ,zza,zzz 为 双休日 
对 上 述 人 员 电 话 调查 人 数 ,zis ,zazs 为 分 别 问卷 调查 人 数 , 则 数学 模型 为 
min 30z 让 2 52 十 和 0 站 3 520 十 3.020 535. 0r% 
ll 十 Zlz 十 zls 十 zzl 十 zzz 十 Zzs 一 600 
Zll 二 Xz 十 X13 之 250 
X13 十 Xz3 宇 180 


a SS 
X21 
X21 十 工 12 
| 
最 优 解 za 一 0,ziz 一 350,zls 一 0,zza 一 58.33,zzz 一 11. 66,zzs 一 180,z 二 2 014.17。 
1.17 设 节 为 二 种 产品 ) 月 正常 时 间 生 产 数 ,zi 为 加 班 时 间 生 产 数 ,模型 为 
5 6 6 了 


5 
了 03 有 达 一 > Css — Ce ) Ts 二 (sg —Ccij— 人 cy )x% |— 220 > 4 Ti 十 工 全 一 Da) 


i 一 1 j= 了 一 1】 & 一 


之 0.8 


5 


ayn 二 (j = 1,.….,6) 
c=]1 

5 

jayrye 学 (J = Lat ) 

9 

了 了 

> (zx 十 zh) > De GG = 1,.…,6) 
k=1 k=1 
i ~ 


1.18 用 zj (i 为 第 1,2,3 年 年 初 ,j 二 1,…,4) 分 别 表示 A、B、C、D 4 类 投资 数 ( 万 
元 》)。 最 优 方案 为 a 一 00,.zm 一 90y zw 一 20, Xp 一 170. 3957, Xm 一 7.211 ae， 
2002 年 年 底 至 少 筹集 到 资金 数 为 420. 395 7 万 元 。 

1.19 设 该 厂 每 月 初 拥 有 熟练 工人 数 zx,(t 二 1,…,6), 每 月 招收 培训 的 新 工人 数 y,， 
该 厂 月 末 库 存 为 1 ,一 月 初 库存 为 1,R, 为 各 月 对 时 疙 的 需求 数 , 则 数学 模型 为 


max z 一 (每 月 销售 收入 一 熟练 工人 工资 一 培训 工人 补助 一 原材料 费 一 库存 费 ) 


oO 
i J 0 Ti a 400 2 
Ti+l = 0.98z; 十 六 
Ws os 
求解 结果 为 z* 二 875 122 元 ,各 月 有 关 数 字 如 下 


] 2 3 1 9 6 
Xt 80 82. 47 106. 62 130. 93 128. 32 125.75 
Yi 4.07 25. 80 26.45 0 0 0 
Jp 559. 34 0 0 637. 38 970. 02 1 000 


1.20 设 z; 为 每 月 闫 进 的 杂粮 吨 数 ,y; 为 每 月 卖 出 的 杂粮 吨 数 ,数学 模型 为 
maxz 二 3 100~v1 二 3 250y2 -二 2 980 ys -— py 850x1 一 上 O050zx2» - 2 900x3 
约束 条 件 含 存 贷 限 制 、 库 容 限 制 、 资 金 限 制 和 期 末 库 存 限制 4 个 方面 。 


第 二 章 

一 、 选 择 题 

1.(a)(b)(c) 2 《dd) 3. (b) 4. (d) 5. (b) 

6. (c) 7. (a) 8. (d) 9. (d) 10. (b) 

二 、 练 习题 

2.1 略 

2.2 (1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 正 确 。 

2.3 略 

2.4 (LP2) 最 优 解 为 关 * = 二 (0.5,5),z* 二 550。 

2.5 

a b C d e 下 h i 了 Rk L 
2 10 3 1/4 5/4 = = = ld = 0 ] 


2.6 (1) 将 第 2 个 约束 改写 为 2zi 一 zz 十 zs 一 3z4 二 3, 写 出 对 偶 问 题 ; 
(2) 用 图 解法 求 得 最 优 解 为 yl 二 8/5, ys 二 1/5,z* 二 19/5; 
(3) 根据 互补 松弛 性 质 得 原 问 题 最 优 解 关 * 二 (7/5,0,1/5,0)。 
2.7 (1) 略 ; (2) 对 偶 问 题 最 优 解 为 Y* = 二 (22/15,2/15,0),w* 一 2 800/3。 
2.8 因原 问题 有 可 行 解 , 写 出 对 偶 问 题 ,而 判断 其 无 可 行 解 , 故 原 问题 目标 清 数 值 
无 界 。 
2.9 (1) 对 偶 问 题 为 
min w 二 8y1 十 6yz 十 6ys 十 9ya 
yl 十 2y2 十 y4 之 2 
3yi 十 yz 十 ys 十 y4 之 4 
-| 
| 十 ys 之 1] 
y1，…y4 之 0 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 合 


(2) 由 X* 一 (2,2,4,0) 代入 原 问题 ,第 4 个 约束 为 二 号 , 故 y= 二 0。 再 由 


V1 二 2y2 宇 2 
Sy YT 

ys 之 ] 
We ys 之 1] 


8vi 十 6yz 十 6vs 一 16 
解 得 Y” = 一 人 415 3/5 1 0)》 。 
2. 10 N= YY yy yy. 
3 1 I T2100) 2 = 
(oY Wt 0 2" 2 
2.12 可 参见 本 革 例 4 同 第 1 章 例 5 求解 的 表 进 行 对 照 。 
3 Ty "(00.007s 2) T= (000 7977 
(3 TO 002270) 


5 
2.14 (1) 略 ; (2) cs 夺 5,c4 夺 8; (3) 一 50 夺 4 夺 28; (4) ce 一 (2,3)| |<0, 所 以 


c < 雪 16。 
2.15 (1) 0<4<5， T= .07*。 有 (一 5 一 俊 
FA<1, 六” = 0, Z” (AMA) 一 3 
Ms bp OO ”人 (AM 一 2 十 2 
2 WI0/3,10/3)", z* (A) = (320— 10X)/3 
bp 三 = 5 0 zz”*(A) 一 40 十 5A 
31079， XX* = 二 (30 十 4,5 一 A,0)!， z* (A) = 二 160 十 34 
10/32 .70739, XX*==(0,(30—7A)/4,30 十 4)'，z* (4A) 二 165 十 3/24 
i170/3, 一 无 可 行 解 
La (CN ls 六 * 二 (10 十 24,10 十 24)7， z* (A) = 二 30 十 6A 
1 5s XX* (10++24,15—3A)!'， z* (XA) 二 35 十 4 
0 和 z” (A)=50— 2 


2.16 (1) 获 利 最 大 产品 计划 为 A 一 一 30,B 一 一 0,C 一 一 30,z* 一 2 700; 
(2) 产品 A 的 利润 变化 范围 为 L24,48j], 最 优 计划 不 变 ; 

(3) 新 产品 D 可 安排 生产 ; 

(4) 可 招收 劳动 力 150h。 


2.17 (1) ci 三 0:cz 王 一 2c3 王 10,a 一 0,aiz 三 1 ,a13 三 2,421 一 3,az 一 3,azz 一 一 ]， 
Qa23 一 1; (2) 一 6 委 三 和 8; (3) 一 51/3 委 如 委 15。 

2.18 (1) 现 有 生产 条 件 下 最 优 方 案 为 : 生产 原稿 纸 1000 捆 ,日 记 本 2000 打 ,可 获 
利 8 000 元 /天 ; (2) 从 市 场 招收 临时 工 200 人 /天 ,新 计划 只 生产 原稿 纸 9 000 捆 , 减 去 招 
收 临 时 工 费 用 每 天 可 获 利 10 000 元 。 

2.19 (1) 用 zi,zz,zs 分 别 代 表 产 品 工 IT、 焉 产量 ,有 天 ”一 (100/3,200/3,0); 
(2) XX* = 二 (175/6,275/6,25); (3) 6 委 c 和 受 15; (4) 一 4 委 委 5; (5) 值得 安排 生产 ; 
(6) X* 一 (95/3,175/3,10)。 


第 三 章 

一 、 选 择 题 

1. (d) 2. (b) 3. (c) 4. (a) (ce) 5. (Cc) 6. (a)(b) (d) 

二 、 练 习题 

3.1 正确 的 有 (1)(2)(3) 。 

3.2 表 3-24 和 表 3-25 给 出 的 调运 方案 不 可 以 作为 表 上 作业 法 迭代 时 的 基 可 行 
解 ,原因 是 : (1) 表 3-24 的 运输 问题 应 有 6 个 基 变 量 , 表 中 只 有 5 个 填 数 字 的 格 , 缺 1 
个 ; (2) 表 3-25 问题 应 有 9 个 基 变 量 , 而 表 中 有 10 个 填 数 字 格 ; 此 外 ,通过 空格 (A,,B;) 
可 找 出 两 条 闭 回 路 。 

3.3 一 3.5 上 略 

3.6 根据 运输 模型 的 特点 ,可 从 本 章 给 出 的 实例 中 进行 总 结 。 

3.7 表 3-26 运输 问题 的 最 优 解 为 ; ziz 一 5,zliy 一 3,zz 一 6,zoy 一 2,z3 一 3, zi 一 1， 
z" 二 39; 表 3-27 为 产销 不 平衡 运输 问题 ,应 添加 一 个 假想 销 地 Bi ,其 需求 量 为 3, 再 求解 
得 其 最 优 解 为 ; zi 一 3,zls 一 0,zu 一 2,zzsg 一 2,zsl 一 0,7zsz 一 3,z ”一 32, 产 地 A, 消 灸 产量 
3 个 单位 。 

3.8 设 三 为 第 ; 季度 生产 而 于 第 ) 季度 交 货 的 设备 数量 ,可 列 出 该 运输 问题 的 如 下 
产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 合 一 的 表 。 表 中 D 为 虚设 的 需求 地 ,M 为 任意 大 的 正 数 ,表明 
不 允许 后 面 季度 的 产量 用 于 前 面 季度 交 货 。 表 中 小 方 格 内 的 单位 运 价 为 i 季度 生产 于 j 
季度 交 货 的 每 台 设 备 消耗 的 费用 ,为 生产 成 本 和 保管 费用 之 和 。 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


3.9 最 优 分 配 计划 为 : zi1l 王 0,zls 一 20,zni 王 15,znz 一 5,Zzm2 一 20, 总 收益 zx ”一 
425。 因 面粉 三 的 总 产量 大 于 食品 广 的 总 需 量 , 故 面粉 广 开 的 产量 中 有 10 个 单位 面粉 

3. 10 (1) 为 最 优 解 ;(2) 不 再 是 最 优 解 ,新 最 优 解 为 : zz 一 3,zls 一 5,7za 一 8,7z2 一 
2,zs 王 1,zs 王 3,z 二 43; (3) 最 优 解 不 变 , 因为 这 样 做 不 改变 非 基 变量 检验 数 的 值 ; 
(4) 最 优 解 不 变 , 就 如 同 将 单位 运 价 由 元 /500g 变 为 元 /kg, 价 格 增加 为 原 2 倍 一 样 , 这 
样 做 不 会 改变 非 基 变量 检验 数 的 符号 ; (5) 可 参见 本 草 第 二 节 中 的 对 侦 变 量 法 部 分 的 
讲述 。 


3.11 最 优 分 配方 案 为 : 电站 工 供给 城市 1 150 单位 ,城市 2 250 单位 ; 电站 
供给 城市 1 一 一 140 单位 ,城市 3 一 一 310 单位 。 

第 四 章 

一 、 选 择 题 

1. (ec) 2. (b) (ec) (d) 3. (d) 4. (d) 5。 (b) 6. (a) (ce) 

二 、 练 习题 


4.1 (1) 不 正确 ,逻辑 不 合理 ; (2) 正 确 , 表 示 未 达到 的 目标 值 越 大 越 好 ; (3) 正 确 ， 
表示 离 目 标 值 正 负 偏 差 之 和 最 小 ; (4) 正 确 , 表 示 超 过 目标 值 越 大 越 好 。 

4.2 正确 的 有 (3) 和 (4) 。 

4.3 (1) zi 一 55,zz 一 40,di 一 di 一 0,dz 一 0,dz =15,ds =d3 一 0; 

(2) Zz1=25,7xs=15,di =di =0,ds =60,ds =5,d3 =0,ds 一 da 一 0。 

4.4 (1) xi=500,;zx;=300,sdi =di 一 0,d =ds =0sds 一 500,d =0; 

《23 =1000/3,2s=1 400/3,.d =A =0ds =2500/3.d7 0.ds ds =0, 

4.5 设 i 二 1,2,3 表 原 料酒 I 、I\、 寻 等 级 ,j= 二 1,2,3 表 红 、 黄 、 蓝 酒 ,zx; 为 7 种 酒 中 使 
用 第 i 种 原料 酒 的 数量 ,目标 规划 模型 为 


min {Pi(dt 十 dz 十 时 十 性 十 叶 十 ds), Pdy ,Psds ) 
(1) zll 十 Ziz 十 Zils 委 1 500 
Xzl 十 zz 十 zzs 去 2 000 原料 限制 (严格 条 件 ) 
2 | 
(2) 按 比 例 配制 ,如 对 红 商 标 酒 含 等 级 上 原料 少 于 10% 


< 过 0.1 可 整理 成 


Tu 十 Ta 十 Xa 、 
一 0. lz 一 0.1zz 十 0.9za 十 di 一 叶 王 0 
类 似 由 表 4-14 可 整理 出 6 个 约束 
s. t. <(3) 因 获 利 = 售 价 一 成 本 
一 5. 5(Xzn 十 Xzl 十 X31) 十 5.0(Xiz 十 Xzz 十 X32) 十 4.8(Czrls 十 Xzs 十 X33) 一 
6(Zll 十 Zlz 十 Zls) 一 4.5(Xzl 十 Xzz 十 X23) 一 3(Zsl 十 Zasz 十 工 3s) 
可 据 此 整理 出 约束 条 件 
一 0. 5zll 十 zz 十 2.5zsl 一 Zi2 十 0.5zz 十 2zsz 一 1.2zls 十 0.3zz 十 
1. 8zss 十 d7 一 cd7 = 2000 
(4) 红 商 标 酒 每 天 至 少 生产 2 000kg, 其 约束 为 
Zi 十 zz 十 zs 十 ds 一 ds 一 2000 
xy 宇 0(i,j = 1,2,3),di, dj 守 0(i = 1,.…,8) 
4.6 设 对 A、B、C 三 种 新 产品 开发 投资 分 别 为 zi,zz'zs 万 元 , 则 目标 规划 模型 为 
min {Pidi , Pao(di + d3 +d:),Psdi; ,Pds} 
Xl 十 di 一 dt 二 300 
Xi 二 dz —di = 350 
Xs 十 ds 一 d3 一 350 
s.t.<x3 十 di 一 dt 二 350 
Xl 十 Xz 十 Xs 十 ds 一 ds 一 900 
0. 05zl 十 0.07zz 十 0.1zrs 十 dr 一 di 一 100 
0G=1,2), drsdl >00 = 14%,6) 
4.7 略 
4.8 设 去 为 第 i 阶段 生产 产品 7 的 数量 ,ri 为 i 阶段 对 7 种 产品 需求 量 , 则 目标 规 
划 模 型 为 
min {Pi(dn + dit2dnstdatdzt 2da t+ da td t+ 2d3), 
Ps(dt +ad# +adat),Ps(dt++adt + dt)) 


z+ds—dy=ry 
2zi 十 zz 十 3.1zris 十 di 十 di 一 5000 


SS。 t. 


40za 十 20zxiz 十 55zis 十 cs 一 cs 一 93 000 


A 


第 五 章 
一 、 选 择 题 


1. (b)(c) 


2. (a)(d) 3. (d) 4. (d) 5。 


7. (a)(b)(ce) 
二 、 练 习题 


-| 


ey 


正确 的 有 (1) 和 (3) 。 
1， 队员 了 出 场 

六 二] 7 了 一] 5 
0， 否则 


(a)(b) 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 个 
(1.7 = 1,2,3) 


(1 Lz.3) 
(1 一 1 


6. (d) 


min zx 一 1.92zrl 十 1.90z* 十 1.88z3 十 1.80z4 十 1.85zr5 十 1.83zi 十 1.80zy 十 1.78zg 
TL1 gy 二 二 Zs 二 5 


Xl 十 Xz 一 (条 件 1) 
s. t | 
| (条 件 3) 
zi 十 ze 二 1| 


Ti 一 0 或 lyy 一 1 ,*…,8 


本 


S.4 


un 


1， 物品 装 入 背包 
设 zi 一 ( 
0， 否则 
(1) 是 Cl 一 7; (2 ) bb = 一 9 。 

1 可 石 解 和 (2 三 (1 092 


可 关闭 第 加 个 消防 站 。 

0， 选 条 件 (i=1,2,…,p) 
设 »| 

1， 否则 


| 0 一 My 


vy" Ty =p—a 
指派 i 完成 7 项 任务 


否则 


7 一 ] ,kt ,772 ) ,再 建立 数学 模型 。 


法 答 学 教程 (第 5 
人 运 竺 字 教 程 (第 5 版 ) 

(1 wn 二 X32 二 X45 二 1, 其 余 Xi =0; 

(2) Zz1s = =Zxs1==x6 = 二 0, 其 余 xXxi = 二 0。 

5.9 用 表 上 作业 法 求解 时 ,将 人 员 看 成 产地 ,业务 看 成 销 地 ,各 地 产量 和 销量 均 为 
1, 于 是 就 转化 为 运输 问题 。 

结果 为 zu 二 xzs 二 X34 二 X45 二 X52 二 1, 其 余 Ty 二 0, 总 得 分 6. 1。 

5. 10 ”例如 先 不 考虑 每 人 完成 一 项 任务 的 约束 , 按 谁 完 成 得 分 多 进行 分 配 。 当 不 满 
足 指派 问题 要 求 时 , 按 Al,…,As 中 指定 1 人 完成 B: ,其 余 4 人 再 按 得 分 多 的 进行 分 配 ， 
这 样 得 5 个 分 支 。 如 5 个 分 支 均 非 可 行 解 时 ,可 选 一 个 边界 值 最 大 分 支 , 并 指定 剩 下 4 人 
中 的 1 人 完成 任务 B: ,继续 分 支 ,依次 进行 。 

S. 1 〈1) 令 z 一 Zi 十 4zz 十 6zsyZzliyzzyZzs 一 0 或 1,zli 十 zz 十 zs 委 1,y 一 四 十 2y2 十 
4ys 十 ys 十 2ys ,y1，,"… ,ys 二 0 或 1, 将 x,y 表达 式 代入 模型 即 可 ; 

(2) 将 上 式 中 改 为 X= 二 zl 十 16xz 十 36x3,X1,X2z ,X33 二 0 或 1,X1 十 Xz 十 X3 志 1,y 表达 式 
不 变 , 再 将 z,y 表达 式 代 入 模型 。 

5.12 (1) 设 志 为 车 7 对 用 户 i 凶 货 (i 二 1,*…,5,j 二 1,*…,4) 


| 车 7 对 用 户 A 御 贷 
Vi (J] 三 1 ,**…* ,4) 
0， 车 7 对 用 户 C 件 货 
人 车 7 对 用 户 B 缀 货 
4 (J 三 1 ,*… ,4) 
0， 车 7 对 用 户 D 件 货 
1 第 了 车 出 古 
Tu; 一 (J] 三 1] ,*… ,4) 
Lo， 第 j 车 不 出 车 
则 数学 模型 为 


min tcivwi 十 cz 十 cs 十 czu4} 
5 
i 一 1 


i 之 下 ， (满足 i 用 户 需 求 ) 


二 
st 1 二 < diy} 
T3ij SQ dj(l1— yj) 


T2j S djzi 


| (各 车 不 能 同时 为 A.C 秃 货 ) 


( 不 能 同时 为 B.D 缀 货 ) 
i 各 村 3 a 


Ty 宇 0,wj,Yjszi 二 0 或 1 
(2) 收 附加 费 Kj 相当 于 固定 费用 ,因原 问题 不 涉及 费用 , 故 可 令 
| 一 和 一 0 


lg,, 当 zs>>0 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


个 


则 上 述 模型 的 目标 函数 变 为 


上 


min { Dow; 十 > DK sus ) 
=] i 了 

约束 条 件 中 增加 

| 

wj 二 0 或 1 
第 六 章 
一 、 选 择 题 
1. (d) a LC) 3. (b) 4. (a)(b)(c)(d) 5. (b)(d) 
6. (a)(c) 7. (b) (ec) 8. (d) 
二 、 练 习题 


6.1 正确 的 有 (1)(2)(3)(4) 。 

6.2 一 6.7 可 参阅 教材 有 关内 容 , 此 处 略 。 

6.8 设 中 心 混凝土 搅拌 站 的 位 置 为 (zx,y), 则 其 位 置 可 确定 如 下 : 

(1) 搅拌 站 到 各 工 点 的 道路 为 直线 时 可 表示 为 : 

min { > ,Q(z— zt (yo yj) 
(2) 道路 为 互相 垂直 或 平行 的 网 格 时 
min (OQ z— zi |+| y— y: |)! 

6.9 设 X=(Czzz zs) 为 任 一 近似 解 ,假定 它 不 正好 满足 该 方程 组 , 则 将 其 代入 
方程 组 中 必 出 现 误差 ,使 该 误差 平方 和 最 小 ,就 会 找到 该 方程 组 的 解 。 由 这 种 考虑 可 得 相 
应 优化 模型 如 下 : 

min f(X) = (zxi1 一 2xz 二 3Xx3 一 2)* 十 (3X1 一 2Xxz 十 Xs 一 7)? 十 (Xz 十 Xs 一 x3 一 1)? 
用 无 约束 极 小 化 方法 求解 ,其 精确 解 为 
RK* = (Car yi 2307 = (13/8,—3/2,—7/8)" 

6. 10 (1) (2) 均 为 凸 规划 。 

6.11 (1) 用 斐 波 那 契 法 所 得 结果 为 : n 二 8, 最 终 区 间 (ai ,0 ) 一 (2. 942,3. 236) , 近 
似 极 小 点 上 一 2.947 ,近似 极 小 值 F(2.947) 王 一 6. 997; 

(2) 用 0. 618 法 所 得 结果 为 : n 二 9, 最 终 区 间 [as ,ps]=[L2.918,3. 131] ,近似 极 小 点 
1 一 3.05 ,近似 极 小 值 f(3. 05) 王 一 6.998。 该 问题 的 精确 解 是 : 1* = 二 3.0,f(t*) 二 一 7.0。 

6. 12 其 迭代 过 程 见 下 表 。 


迭代 次 数 Ak Ey Vie) 
0 (2,—2,1) (4,—4,4) 
] 3/8 (1/2, 一 1/2, 一 1/2) (1 ,一 1 ,一 2) 
2 3/10 (2/10,—2/10,1/10) (4/10,—4/10,4/10) 
3 3/8 CA2050 —1/20.—17200 L110 TO —2/10 


最 速 下 降 法 的 搜索 方向 为 负 梯 度 方向 ,由 上 表 中 的 V f(x”) 值 ,可 知 相 邻 两 步 的 搜 
索 方 癌 正 交 。 


6.13 (1) 用 最 速 下 降 法 有 ; Xe 一 (jx2=( :XxX*=( ,Xx*=( 小 


1.4 
0 二 
了 (0) 一 ,多 ?二 、 二 \ 占 
(2) 用 牛顿 法 有 : X” 一 (0 ,Xm 一 (。/。) "此 点 为 极 小 点 
读者 很 容易 在 zi 一 zxz 平面 上 夯 出 这 两 种 方法 所 得 迭代 点 的 变化 路 径 。 
6.14 (1) 在 点 发 一 (2,2) 不 存在 可 行 下 降 方 向 ; (2) 在 点 半 ” 二 (3,2) ,其 可 行 
下 降 方 向 可 由 条 件 {di1 二 ds 及 4d: 一 0} 确定 ; (3) 在 点 必 ”一 (0,0)7 其 可 行 下 降 方向 可 由 


条 件 { 必 盖 一 与 da 及 ds 二 0) 确定。 读者 容易 在 二 维 空间 中 夯 出 该 问题 可 行 域 的 边界 ,并 


在 点 兰 ” 和 半分 别 按 上 述 给 出 的 di 和 az 的 关系 确定 其 可 行 下 降 方向 的 范围 。 
6.15 提示 : 首先 将 该 二 次 规划 在 形式 上 作 如 下 变化 : 中 目标 函数 变 为 极 小 化 ; 
四 约束 条 件 写成 “三 ”的 形式 。 然 后 即 可 运用 本 书 式 (6.50) 给 出 的 库 恩 - 塔 元 条 件 写 出 该 
问题 的 K-T 条件 。 
6.16 不 满足 K-T 条件, 原因 是 在 该 点 起 作用 约束 条 件 的 梯度 线性 相关 。 
6.17 其 K-T 条 件 为 
2(z* 一 4) 一 好 十 好 一 0 
| (Z 一]1) 一 0 
上 (6 一 过 ) 王 0 
Am ,pz 之 0 
最 优 解 为 : z 三 4, 此 时 他 三 60 二 0, f(x*) 二 0。 
6.18 提示 : 将 约束 条 件 写 成 “三 ”形式 ,再 按 本 书 式 (6. 50) 写 出 该 问题 的 K-T 条 件 。 


于 
6.19 最 优 解 一 (0,1) ;， 当 M=1 时 ,X = (0, 却 ) ; 当 M=10 时 ,X* = 


(0,107117)7 。 
6.20 ”最 优 解 羡 * = 二 (0,0)7 f(X*)==0。 
6.21 最 优 解 X 一 (1,2)I min f(X*)= 一 1,。 
6.22 《1) 最 优 解 琶 * 一 (CT 1 077 7(E 7 一 8/3。 
(2) 最 优 解 x* 一 0,FCz” ) 一 0。 
23 近 优 解 王 = oo y=t1/253/2) RE 


考 录 B “习题 参考 答案 与 提示 
附录 B 习题 邦 案 与 提示 (他 


第 七 章 

一 、 选 择 题 

1. (d) 2. (a) (b) 3. (b) 4. (b) 5. (b) 6. (a)(b) (ce) 

二 、 练 习题 

7.1 费用 最 低 为 11( 万 元 ) ,路 径 为 A 一 B3 一 Cs 一 Di 一 EE。 

7.2 使 用 顺序 解法 比较 简单 。 最 合理 停 乱 码头 为 Fi ,最 佳 航线 为 A 一 Bz 一 Cs 一 Di 一 
Fz ,总 路 长 为 120。 

7.3 最 优 决策 为 : 第 1 个 月 生产 600 件 , 第 2 个 月 生产 500 件 ,第 3 个 月 和 第 4 个 月 
不 生产 ,可 使 4 个 月 总 费用 最 小 ,为 68 000 元 。 

7.4 最 优 决策 为 : 癌 项 目 A、B、C 分 别 投资 1 万 元 .2 万 元 、1 万 元 ,最 大 总 收益 为 
155 万 元 。 

7.5 最 优 决 策 为 在 零件 Al 、A:z、As 上 分 别 装 1 个 1 个 .3 个 备用 零件 ,可 使 设备 运 
转 的 可 徘 性 最 高 ,达到 0. 042 。 

7.6 最 优 决策 为 : 第 1、2 年 年 初 把 全 部 完好 设备 投入 低 负 衙 下 工作 ,第 3、4、5 年 年 
初 把 全 部 完好 设备 投入 高 负 合 工作 ,5 年 产品 总 产量 最 高 为 23 700。 

7.7 使 用 逆序 解法 时 ,阶段 数 2 一 3, 状 态 变 量 s4 为 第 & 月 库存 量 , 决 策 变量 us 为 第 
k 月 产量 ,状态 转移 方程 $64 二 $4 十 wk 阶段 费用 di Csi sux) 二 1 000 十 4ux 十 0. 05u? 十 2s4。 

基本 方程 frlsi)=max{de sesur)t frri(se+t1)} ,k=3,2,1., 

边界 条 件 f4(s4) 二 0。 

最 优生 产 方案 为 : 第 1 个 月 生产 133. 33kg; 第 2 个 月 生产 333. 33kg; 第 3 个 月 生产 
533. 34kg, 最 低 费 用 为 10 267 元 。 

7.8 三 个 正 数 均 为 16 时 乘积 16’ 二 4 096 为 最 大 。 

7.9 (1) zi 三 1,z 一 2.,7z3 一 1., 了 一 4; (2) Zi 一 1,z 一 1.,zs 一 1., 了 一 一 4; 
0 一 31073 FF OOX27 

7.10 最 优 策略 为 : 第 1、2、3 周 价格 为 500 元 时 采购 ,第 4 周 价格 为 500 元 或 600 元 
时 采购 ,第 5 周 不 管 什 么 价格 都 要 采购 。 

7.11 (1) 该 问题 数学 模型 为 

max z = (8— ZX1)ZX1 二 + (10 27x,)zxs 
人 十 Zr 一 5 


4 ,Xz 宇 0 且 为 整数 
(2) 最 优生 产 方案 为 生产 Ai 一 一 3 件 ,As 一 一 2 件 , 总 利润 27( 千 元 )。 
7.12 最 优 采 购 方 案 , 第 1、2、3 周 价格 为 7 就 采购 ,第 4 周 价格 为 7 或 8 时 采购 ,第 5 
周 无 论 什 么 价格 均 和 采购 ,价格 期 望 最 小 值 为 7. 254。 
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7.13 最 佳 方案 为 每 年 都 投资 项 目 A, 三 年 末期 望 总 资金 为 1 440 万 元 。 

7.14 最 佳 更 新 计划 为 : 第 一 年 年 末 和 第 二 年 年 末 各 更 新 一 次 ,从 第 三 年 年 初 起 一 
直 用 到 第 四 年 年 末 , 总 租 利 63. 5 万 元 。 

7.15 参考 本 草 第 四 节 的 货 即 担 问 题 建立 动态 规划 的 数学 模型 再 求解 ,其 最 短路 径 
为 vi 一 vz 一 vy 一 v3 一 v1 ,最 短 距 离 23。 


7.16 略 。 

7.17 (1) 正确 ,(2)(3)(4) 均 为 错误 。 

第 八 章 

一 、 选 择 题 

1. (a)(d) 2. (a)(b) 3. (c)(d) 4. (a) (b) 5. (a)(b) 

6. (c) EE, 《by 8. (a)(c) 

二 、 练 习题 

8.1 用 点 分 别 标记 药品 A,B,…,HH, 两 种 药品 不 能 同 储 一 室 的 可 将 点 用 线 连接 , 则 
图 中 不 相 邻 的 点 (药品 ) 可 同 储 一 室 。 本 题 有 多 个 答案 ,其 中 之 一 为 : 下 列 药品 可 放 同 一 


室 ; {A,G,B}{D,H,F}){C,E}) ,至 少 需 3 间 储藏 室 。 

8.2 (1)(3) 正 确 ,(2)(4) 不 正确 。 

8.3 8-46(a) 有 6 个 点 ,每 个 点 的 次 均 为 4, 可 一 笔画 出 ,图 8-46(b) 有 10 个 点 ,其 
中 8 个 偶 点 ,2 个 奇 点 ,所 以 有 欧 拉 路 ,可 一 笔画 出 。 

8.4 图 中 有 8 个 奇 点 ,将 其 两 两 相连 任 两 点 间 重 复 边 最 多 为 一 条 ,使 之 成 为 欧 拉 图 ， 
且 保 证 图 中 每 个 圈 上 的 重复 边 总 权 不 大 于 圈 总 权 的 一 半 , 则 从 A 点 出 发 的 欧 拉 回路 就 是 


最 优 邮 递 路 线 。 
8.5 图 8A-1(a)、(b)、(c) 分 别 为 用 深 探 法 、 广 探 法 和 破 圈 法 得 到 的 图 8-48 的 生 
成 树 。 


8A-1 


8.6 如 图 8A-2 所 示 , 锅 炉 房 到 各 座 楼 铺设 暧 气 管道 总 长 度 为 最 小 。 
8.7 根据 本 章 定 理 6 之 (2) , 树 图 性 质 应 是 工 无 圈 , 且 树枝 数 x 等 于 图 中 节点 数 减 
1 , 故 本 章 例 7( 图 8-25(a)) 最 小 生成 树 的 数学 模型 为 
max z 一 2eu 十 le 十 3eo0s 十 … 十 2esse 十 3e6z 十 Dezs 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 人 


8A-2 


(Deo 十 eoz 十 … 十 es6 十 e607 十 ers 二 8 

@ 每 个 圈 在 最 小 生成 树 中 边 数 应 不 超过 该 圈 所 有 边 数 一 1 
Ss Ts 例如 在 一 也 一 也 圈 中 有 eol 十 elz 十 ez0 < HA 

在 Vo 一 V4 一 v3 一 vz 一 vo 圈 中 有 eo 十 ex3 十 esz 十 ez 委 3 等 

所 有 es 二 0 或 1 


8.8 图 8-48(a) 树 枝 总 长 为 29, 图 8-48(b) 树 枝 总 长 ;050 100 
y 
8.9 构造 一 棵 如 图 8A-3 所 示 的 最 优 二 又 树 , 其 叶子 
的 权 分 别 为 50,20,15,10,5, 最 小 总 权 数 为 195 二 50 X1 十 4 We ~ 
20X2 十 15X3 十 10X4 十 5X4。 C D E B A 
分 拣 过 程 按 A 一 BE 一 D>C 进行 。 po 
8.10 最 短路 径 有 6 条 ,分 别 是 veo 一 v1 一 vs 一 vo; 


- 一 一 一 一 2 - 一 一 和 一 = - 
(Ovo—>vs Us — Uo; vo Uv UU; (4 vo — vs Us” U4™* Uy; (vo U3 8 93 


@vo 一 v3 一 vy 一 vo。 最 短路 长 为 19。 


8. 11 


8. 12 


0 4 ls 24 ©01325 
D21 0 023 6254 225 
D… 一 |2 33 0 234 9325 
241 bu32 3413 0 445 
G531 252 45 454 0 
1 (i, 站 在 最 短路 人 径 上 


(1) 设 zx; 二 ; 则 数学 模型 为 
0 否则 
min z = 4Zzlz 十 6zls 十 5zz 十 4xz25 十 4x34 十 7X35 十 5z45 十 7x46 十 5x5e 
X12z 十 X13 二 1 Xz5 十 X35 十 XT45 一 工 56 
X12 一 X24 十 X25 x4 十 Xs6 二 1 
- X13 一 X34 十 X35 Xj 二 0 或 1 


TL24 二 一 X45 十 并 46 
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(2) 略 
8.13 将 题 8.11 所 得 两 点 间 最 短 距 离 的 矩阵 D 每 行 分别 乘 上 各 村 小 学 生 人 数 , 再 
将 每 列 数字 相 加 ,最 小 为 360, 即 小 学 应 建 于 vs 村 ,使 小 学 生 上 下 学 走 的 路 程 最 短 。 


0 160 40 80 240 


150 50 100 100 0 
>， 460 360 500 500 470 


8.14 如 图 8A-4, 用 vi,vz,v3,vs ,vs 表示 第 1、2、3、4 年 年 初 和 第 4 年 年 末 , 各 点 连 
线 数字 为 时 段 间 租 利 减 去 维修 费 和 更 新 支出 的 差额 。 最 长 路 为 v1 一 v2 一 v3 一 vs, 即 于 第 
1 、2 年 年 末 更 新 ,再 用 到 第 4 年 年 末 , 总 生 利 63. 5 万 元 。 


8A-4 


8.15 设 从 vv; 的 流 为 fi, 弧 (i,7 站 的 容量 为 Cj; , 则 问题 的 数学 模型 为 
max z= fa 二 fs 二 fa = fz fs 
约束 条 件 一 是 容量 限制 条 件 , 即 所 有 方 和 过 cj , 男 一 类 约束 条 件 为 节点 ( 除 s,t 点 外 ) 平 衡 条 
件 , 即 进入 某 一 节点 流量 和 等 于 流出 该 节点 流量 和 。 例 如 ,对 点 wz 有 万 ?十 .十 .三 
等 ,最 大 流 14。 

8. 10 可 增加 一 个 虚拟 发 点 $0 ,将 其 同 S19 32 连 线 ; 增加 一 个 虚拟 收 点 to ;将 其 同 1， 
tz 连 线 。 再 用 标号 算法 求 得 最 大 流 为 21。 

8.17 本 题 实质 上 是 求 w 至 vs 的 最 大 流 。 设 方 为 道路 (z,jJ) 上 通过 车 辆 数 ,结果 为 
fo 一 10,， foz = 10, fos =20, fu=10, fzs =10, fz 一 0， fs6=0, fs71=20, fs6 = 10, fss=10,， 
fes =0, fer=10,f7s=30,vo 至 vs 最 多 派 车 数 为 40 辆 。 

8. 18 参照 本 章 最 大 匹配 问题 ,将 甲乙 ` 丙丁 \ 戊 用 点 xz1,… ,xs 表示 ,将 俄 . 英 、 日 、 
德 .法 用 点 y1，… ,ys 表示 ,把 每 个 人 懂得 的 外 语 用 边 相 连 。 规 定 每 条 边 容 量 cy 三 1, 再 求 
出 该 网 流 最 大 流 。 结 果 为 最 多 4 人 能 被 聘 。 一 个 方案 是 : 甲 英语 , 乙 俄语 ， 
内 一 一 日 语 , 成 一 一 德语 , 丁 一 一 未 能 被 聘 。 

8.19 参照 上 题 匹 配 问题 ,建立 最 大 流 模型 ,注意 各 人 要 与 没有 联系 的 单位 用 边 相 
连 。 可 以 有 多 个 安排 方案 ,其 中 一 个 方案 为 : 甲 一 一 单位 1, 乙 一 一 单位 2, 丙 一 一 单位 3， 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 仓 


本 一 一 单位 5, 成 一 一 单位 4, 己 一 一 无 法 安排 。 
8.20 ” 见 图 8A-5, 各 边 上 数字 为 (cj , 方 ),{ 方 } 为 最 小 费用 流 , 流 量 为 6, 最 小 费用 为 35。 
8.21 如 图 8A-6 所 示 ,w uv 为 虚拟 发 点 和 收 点 ,各 边 上 数字 为 (ci ,fi),{fs) 为 最 
小 费用 流 。 满 足 各 配 货 中 心 需求 时 总 运费 为 105( 百 元 )。 


VI (60) 也 4 (8.8) B 


8. 22 见 图 8A-7, 图 中 各 边 数 字 为 (bi 9Cij ) o 


8.23 用 T;(i 二 1,…,5) 表 示 运 输 任务 , 做 二 部 图 (X,Y,E), 如 图 8A-8 所 示 , X,Y 
中 均 有 5 个 点 了 ,Ts,…,Ts。 凡 完成 T; 任务 后 可 继续 完成 T; 任务 的 , 则 在 X,Y 两 个 集 
的 T;,T; 间 连 一 线 , 再 求 此 二 部 图 的 最 大 匹配 。M: {(Ti,Ts)(Ts,Ts)(Ts,T3))。 所 以 
只 需要 两 条 船 ,分 别 完成 Ti .lly 


第 九 章 
一 、 选 择 题 
1. (a)(b) 2. (a)(d) 3. (a)(b)(c)(d) 4. (Ca)(b) 5. (a) 6. (b)(d) 


二 、 练 习题 


9A-2 9A-3 


9.3 (1) 关键 路 线 为 由 一 加 一 由 一 加 一 O 一 四 , 震 时 26 单位 ; 

(2) 关键 路 线 为 一 加 一 四 一 中 一 四 一 O/@ 一 四, 需 时 32 单位 。 

9.4 (1) 图 上 计算 法 见 图 9A-4, 关 键 路 线 四 一 回 一 四 一 由 一 @ 一 四 ; 表 上 作业 法 
( 略 ) 。 


中 学 参考 签 3 已 亲 
附 杂 B 避 题 办 答案 提示 ‘9 


(2) 见 图 9A-5, 关 键 路 线 一 @ 一 一 中 一 @ 一 四 。 


18| 9 SB Ls 
27| 6 46|0 


9.5 (1) 略 ; 
(2) 每 件 工作 的 工时 期 望 值 和 方差 如 下 表 所 示 。 


工作 1 0 工作 ， 0I2 
A 5 ] E 6 ] 
B 9 ] F 12 9 
C 13 4 (7 4 1 
D 8 ] 


(3) 期 望 完 工期 为 32 天 ,方差 (go?) 为 5; 

(4) 提前 3 天 完工 概率 为 9.1% ,推迟 5 天 完工 概率 为 98.7% 。 

9.6 关键 路 线 为 四 一 加 一 由 一 加 一 四 一 四 一 申 ,最 早期 望 工 期 41 天 ,完工 概率 
为 50%。 

9.7 最 短工 期 为 15 天 ,人 力 资 源 在 15 人 /天 之 内 较为 均衡 的 一 个 方案 如 图 9A-6 
所 示 。 

9.8 工期 为 25 天 时 总 成 本 最 小 。 

9.9 (1) 正常 计划 工期 为 19 天 ,最 小 工期 为 12 天; (2) 最 佳 工 期 为 15 天 ,每 项 工 
作 相 应 工时 为 : A 一 9,B 一 8,C 一 14,D 一 15 ,下 一 6 ,下 一 1。 

9. 10 ”随机 网 络 图 见 图 9A-7, 产 品 的 成 品 率 为 93.7%% ,平均 加 工时 间 为 36. 8h 。 

9.11 (1)(2)(4) 错 误 ,(3) 正 确 。 
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(0.7,6) (0.7,4) 


图 9A-7 
第 十 章 
一 、 选 择 题 
1. (d) 2. {dy 3.. Le) 4. (b) 5 《bhb) 
6. (c) 7. (c)(d) 8. (a) 
二 、 练 习题 


10.1 (1) 了 一 0.5; (2) P,=0. 312 5; (3) 1 一 了 一 0. 55 (4) L=1( 人 ) ; (5) L,= 
0.5 人 ; (6) W,=0. 166 7(h) ; (7) P(T>15) =e ”一 0. 472 4。 
10.2 (1) P=0.25; (2) 工 一 3( 人 )3 (3) W=1(h); (4) 1 一 3.2( 人 /hb)。 
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10.3 老 系 统 平均 队长 24.70 辆 ,新 系统 (增加 一 个 收费 装置 后 ) 空 闲 概 率 为 0. 25， 
所 以 采用 新 逆 置 合算 。 

10.4 (1) P,=0.615 8; (2) 工 一 0. 56016( 人 ); (3) L,=0.1774( 人 ); (4) W= 
0.146 2(h); (5) W,=0.046 2(h) 。 

10.5 4 台 。 

10.6 (1) 因 o=1, 队 长 将 无 限 增 大 ; (2) Pu,=1/3, 至 少 有 2 名 以 上 顾客 的 概率 为 
l/s (9) L=44/3CA)s Do = 1 人 NW=29(h), WS=1/180)., 

10.7 (1) 有 效 到 达 率 分 别 为 5.76 和 9. 45, 服 务 强度 分 别 为 0.6 和 1.5; (2) 平均 
顾客 数 分 别 为 1. 2064 和 8.0774;(3) 满足 率 分 别 为 0.04 和 0.37; (4) 当 到 达 率 再 增 大 
时 ,应 增加 服务 员 数 ,提高 服务 效率 。 

10.8 1.875( 人 )。 

10.9 (1) Po=0.2; (2) L=2.6( 人 ),Ls=1.8( 人 ),W=0.433 3,W, 二 0. 3。 


10.10 (1) Ca Tote p); (2) p* =1— Vcaycs 。 


10.11 本 章 式 (10.82) 一 式 (10.85) 中 , 令 于 =0 化 简 后 再 同 原 式 比较 。 

10.12 (1) 0.262 3; (2) 0. 179 。 

10.13 (1) 应 扩大 等 待 空间 ; (2) 应 提高 平均 服务 效率 。 

10.14 建造 两 个 外 位 可 使 印 位 处 的 砂 与 数 平均 减少 2. 13 辆 ,相当 于 用 14 万 元 的 投 
资 换 回 17. 04 万 元 的 运输 设备 ,因此 建 两 个 卸 位 合算 。 

10.15 P,=0.312,Pi= 二 0.347,P;,= 二 0. 225,P, 王 0. 090 ,相对 通过 能 力 Q@=1 一 P;== 
0.91 ,绝对 通过 能 力 A 二 4Q 二 0.728, 损 失 率 P; 王 0.090, 占 用 通道 平均 数 ;二 p(1 一 P;) 王 
1.09。 

10.16 (1) 0.387 4; (2) 0.467 2; (3) 3 台 。 


10.17 设 维修 工 看 管 m 台 机 需 , 比 较 不 同 m 值 时 ,使 二 [8 十 40L(m)] 为 最 小 ,经 比 


较 仍 为 看 管 3 台 。 
10.18 (1) 该 商店 可 以 人 盘 利 ; (2) 当 维 修 率 达到 4 二 7.2 件 /h 时 和 刍 亏 平衡 。 
10.19 (1)(2) 正 确 ,(3)(4) 不 正确 。 
10.20 上 略 


第 十 一 章 

一 、 选 择 题 

1, Cd) 2. (b) 3. (a)(d) 4. (d) 5. (d) 6. (b) 
二 、 练 习题 

11.1 最 佳 订 购 批量 Q* = 二 346t。 
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11.2 订购 费 1 000 元 时 经 济 订 购 批量 为 38 730 件 ; 订购 费 100 元 时 为 12 247 件 。 

11.3 OQ" = 一 1225 合 。 

11.4 生产 速率 20 件 / 月 时 ,经 济 生 产 批量 为 69 件 ,最 小 费用 69 元 ; 生产 速度 
40 件 /月 时 ,经 济 生 产 批量 为 20 件 ,最 小 费用 为 80 元 。 

11.5 (1) 不 允许 缺 贷 时 ,最 优 存 储 策 略为 每 阳 0. 45 月 订购 一 次 ,每 次 订购 1 789 
件 ,最 小 平均 费用 为 2236 元 ; (2) 允许 缺 货 时 ,最 优 存储 策略 为 每 阳 0. 48 月 订购 一 次 ， 
每 次 订购 1 918 件 , 最 小 平均 费用 2 085 元 。 

11.6 (1) EOQ 为 354 件 ; (2) 最 优 存储 策略 为 1* 二 2. 59 月 ,Q 三 388 件 。 

11.7 最 优 采 购 策略 为 1* ==0. 103 年 ,Q* = 二 1 549 个 。 

11.8 最 优 采 购 策略 为 每 隔 0.2 年 订购 2 000 单位 。 

11.9 经 济 订 购 批量 为 50 000 个 。 

11.10 可 比较 模型 一 与 模型 四 。 

对 模型 一 有 

Ci 二 V2C1CsR ( 见 式 (11. 5)) 
对 模型 四 ,将 式 (11.22) 代 入 式 (11.2) 有 


因 Czs/(Ci 十 Cs) 过 1, 故 Ci 二 Ci 。 

类 似 可 比较 模型 二 与 模型 四 .。 

11.11 进货 160 件 为 宜 。 

11.12 应 订购 100 件 。 

11.13 订购 策略 为 (90,100) , 即 期 初 库存 小 于 90 时 应 订货 ,补足 库存 100; 如 期 初 
库存 不 低 于 90, 则 不 订货 。 如 发 生 缺 货 , 则 上 自行 生产 。 

11.14 (〈s,S) 一 (30,40) 。 

11.15 (〈s,S) 一 (72.5,80) 。 

11.16 本 题 中 订货 量 (Q) 与 存储 量 (R) 变 化 的 关系 见 图 11A-1。 


[mn 


附录 B 习题 参考 


设 nn 为 两 次 订货 之 间 的 间隔 期 (以 月 为 单位 ) 
因 C(Q)= 芋 (V+c[#Q+(Q—R)+Q—2R)++ (Qn DR) | 


"1 ... 一 a 
cl 3Q+(Q Ry-Fan tO— tn DR) |= CR . 节 


To 


必 


a oR 


2V 2VR 
有 NCR’ NC 


11.17 因 有 C(Q) 十 C(Q) = PCD， DP 为 期 望 需求 量 , 为 常量 ,因此 


CCQ) 十 C (Q) = 平均 盈利 (常数 ) ,这 就 是 两 个 准则 下 结果 相同 的 原因 。 
11.18 (1)(2) (3) 正 确 ,(4) 不 正确 。 


第 十 二 

一 、 选 择 题 

1]. (c) 2. (d) 3。 (Cc) 4. (c) 了 6. (a)(c) 
二 、 练 习题 

12.1 儿童 甲 烹 得 矩阵 见 表 12A-1。 

表 12A-1 


12.2 甲乙 双方 策略 均 为 出 1 狂 2(1,2), 出 1 猜 3(1,3), 出 2 猜 3(2,3), 出 2 猜 


4(2,4), 甲 的 万 得 矩阵 见 表 12A-2。 


12A-2 


SP (1,3) (2,3) 
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12.3 (1) 最 优 策略 (az ,8) ,Ve 二 1; (2) 最 优 策略 (as ,8:) ,Ve 二 3。 
12.4 甲 企业 最 优 策略 为 推出 新 产品 ; 乙 企 业 最 优 策略 为 改进 产品 性 能 。 


12.5 (1) X* 一 (于 ,0, 三 ,0 sY: = (, 寺 ) ,Ve=8/3; 


3 
(2) XX" =(3/11,8/11)' ,Y* = (0,9/11,2/11)' ,Ve=49/11。 
by a 
i C1 C012 = WY (9 20 VE 
14/3; 
(2) X* =(1/3,0,2/3)',Y* = 二 (1/3,1/3,1/3)' 或 Y*==(2/3,1/3,0)' ,Ve 二 4/3。 
12.8 先 构造 两 名 健将 不 参加 某 项 比赛 时 甲 、 乙 两 队 的 得 分 表 如 下 : 
甲 队 得 分 表 乙 队 得 分 表 


王 健将 不 参加 该 项 比赛 王 健 将 不 参加 该 项 比赛 


器 攻 部 肛 车 吕 忆 奖 腐 和 
衣 开 六 陪 对 潜 当 六 亡 怀 


将 甲 队 得 分 表 减 去 乙 队 得 分 表 , 得 甲 队 万 得 矩阵 ,求解 得 
"= (1/2,0,1/2), Y* = (0,1/2,1/2), Ve 一 一 
结论 为 : 甲 队 李 健将 应 不 参加 仰泳 比赛 ,并 以 各 1/2 概率 参加 蝶泳 与 蛙泳 比赛 ; 乙 队 
王 健 将 不 参加 蝶泳 比赛 ,并 以 各 1/2 概率 参加 仰泳 与 蛙泳 比赛 。 比 赛 结 果 甲 队 输 2 分 。 
12.9 甲 有 4 个 纯 策 略 : 只 不 管 正面 或 反面 均 认输 ; 外 不 管 正 .反面 均 打赌 ; 凶 出 现 
正面 认输 ,反面 打赌 ; 由 出 现 正 \ 反面 均 打 财 ; 乙 有 2 个 纯 策 略 : D 较 真 ; 四 认输 ,可 据 此 
列 出 对 甲 的 最 得 矩阵 求解 结果 为 
”一 (0,1/3,0,2/3)， YY" = (2/3,1/3), c = 1/3 
12. 10 核心 为 (25 ,25,25,25)。 
12.11 (1) vy({(})=0,y((1})=y((2})=y(3}))=—2; v((l1,2})=y({42,3})=y((1, 
3)) 一 2; v(11,2,3)) 二 3。 
(2) 核心 为 (1 ,1,1)。 
(3) Shapley 值 为 每 名 游戏 者 1 元 。 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


第 十 三 章 
和 选择 题 
1.(〈c) 2. (b) 3. (a) 4. (d) 5. (d) 
6. (d) 7. (Cc) 8. (b)(c) 9. (d) 10. (d) 
二 、 练 习题 


13.1 应 选择 乙 产 品 , 转 折 概 率 P= 二 0. 25 。 
13.2 (1) 其 损益 矩阵 如 下 表 。 


方案 


(2) 等 可 能 法 : 进货 250; 最 小 最 大 法 ; 进货 100; 后 悔 值 法 : 进货 250; 乐观 系数 法 
(乐观 系数 为 0.3): 进货 300。 

13.3 (1) 两 种 方法 得 出 结论 均 不 需要 修整 ; (2) 两 种 方法 得 出 结论 均 需 要 修整 。 

13.4 (1) 应 参加 投标 , 投 面包 供应 特许 权 ;(2) 应 参加 投标 , 投 饮 料 , 不 中 时 ,再 投 
咖啡 。 

13.5 (1) 应 先进 行 勘探 ; (2) 勘探 结果 硅 基 础 较 差 , 则 不 钻井 ; 在 构造 一 般 和 较 好 
时 ,进行 钻井 。 

13.6 (1) wu(20)=1,u(8)=0.75,u(0)=0.5,u(—6)=0.25,u(—10)=0; 

(2) 该 决策 者 为 回避 风险 型 。 

13.7 (1) 数据 规范 化 处 理 后 如 下 表 。 


A 0 0.617 
0. 571] ] 
Es 1.0 0 


(2) 表 中 数字 分 别 乘 上 权重 再 按 行 加 总 ,有 A 一 一 0.4,B 一 一 0. 64,C 一 一 0. 55, 故 选 
定 方案 B。 


‘ 
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第 十 四 章 
一 、 选 择 题 
1. (a)(b)(e) 2. (a)(b) (ec) (d) 3. (a)(b) 4. (a) (b)(c)(d) 
二 、 练 习题 
14.1 一 14.5 请 参考 本 书 第 十 四 章 有 关内 容 。 
14.6 (1) 所 有 工件 先 在 设备 A 上 加 工 再 在 设备 B 上 上 加工, 最 优 工件 排序 为 : 


4 一 10 一 8 一 5 一 1 一 11 一 2 一 7 一 6 一 9 一 3 一 12 ,总 加 工时 间 为 84; (2) 可 先 将 工件 1 一 7( 先 
在 A 上 加 工 再 在 B 上 加 工 ), 工 件 8 一 12( 先 在 B 上 加 工 , 然 后 再 在 A 上 加 工 ) 分 别 排序 ， 
再 将 二 者 按 总 加 工时 间 尽 量 短 的 要 求 组 合 起 来 。 

14.7 按 相应 启发 式 规则 ,可 首先 分 别 考虑 工件 在 设备 A. 设 备 B 上 和 设备 了 B .设备 
C 上 的 最 优 加 工 顺 序 。 夺 二 者 加 工 顺 序 相同 ,就 采用 这 个 顺序 ,否则 ,对 加 工 顺序 不 同 的 
工件 加 工 顺序 按 结果 较 好 者 进行 调整 。 本 问题 采用 的 工件 加 工 顺序 为 : 有 一 J4 一 J3 一 J]:， 
总 加 工时 间 等 于 40。 

14.8 (1) 以 城市 1 为 基点 ,仿照 本 草 例 2 的 做 法 ,可 得 出 连接 各 个 城市 的 一 条 线 
路 ; (2) 首先 构成 凸 包 1 一 2 一 7 一 10 一 8 一 6 一 1, 再 将 凸 包 内 的 3、4、5、9 各 点 (城市 ) 分 别 
插入 到 其 邻近 的 二 点 (在 凸 包 上 ) 之 间 ,形成 包含 所 有 城市 的 一 条 线路 ; (3) 对 上 述 得 到 的 
线路 ,通过 交换 城市 间 的 连接 顺序 以 缩短 线路 长 度 , 最 后 得 到 线路 : 1 一 3 一 5 一 2 一 7 一 
10 一 9 一 8 一 6 一 4 一 1。 线 路 总 长 度 为 71. 291 6。 

14.9 其 满意 的 可 接受 可 行 解 见 下 表 。 


重 载 点 车 场 
本 , 
| | | 
4 加 


附录 C 目测 试题 及 答案 


自 测试 题 ( 一 ) 


一 、 填 充 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

1. 一 个 标准 型 的 线性 规划 问题 ,用 单纯 形 法 求解 时 ,判断 存在 无 穷 多 最 优 解 的 标志 
为 

2. 用 表 上 作业 法 求解 产销 平衡 的 运输 问题 ,判别 问题 存在 无 穷 多 最 优 解 的 标志 
为 i 

3. 一 个 人 的 效用 取 回 用 效用 曲线 表示 时 , 当 属 保守 型 时 ,效用 曲线 是 QW 形 , 属 冒 
进 型 时 ,效用 曲线 呈 _ 加 形 。 

4. 若 (ijJ) 是 网 络 图 关键 路 线 上 的 一 项 作业 , 若 tgs (i,7 站 为 作业 最 早 开 始 时 间 ,tr (i,]) 
为 作业 最 晚 必 须 完 成 时 间 ,ti(i,7) 为 完成 该 作业 所 需 时 间 , 则 三 者 之 间 存 在 以 下 关系 
式 : 

5. 求解 动态 规划 问题 的 最 优化 原理 可 叙述 为 : 

二 、 选 择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

以 下 各 题 (a)(b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 是 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 

1. 求解 具 求 极 大 值 的 线性 规划 问题 得 到 第 i 项 资源 的 影子 阶 格 为 &, 由 此 对 该 项 资 
源 多 投入 5 个 单位 , 则 该 问题 的 目标 孔 数 值 将 增加 

(a) DA (b) =5k (c) 二 5k (d) 其 他 

2. 右 图 G 是 树 图 ,下 列 说 法 中 正确 的 有 

(a) 图 无 圈 , 日 连通 

(b) 图 中 有 7 个 点 (2 一 1) 条 边 

(c) 图 中 任意 两 点 间 存 在 且 仅 存在 唯一 的 链 

(d) 当 有 5 个 点 时 ,各 点 的 次 为 3,2,1,1,1 

3. 目标 规划 的 目标 函数 其 中 表达 正确 的 有 

(a) max{c- 十 cd 》 (b) min{C- 十 C-》 

(c) mnax{Pi(d di) 二 +P,(ds 十 CD) } (d) min{3zx1 十 2 )} 

4. 一 个 含 m 个 产地 nn 个 销 地 产销 平衡 的 运输 问题 数学 模型 中 ,独立 的 约束 条 件 有 

(a) 加 十 7 一 ] (b) 握力 十 2 一 1 


(c) m+ 二 nO—1 (d) (a)(b)(c) 均 不 对 
5. 用 标号 算法 求 网 络 最 大 流 时 ,和 奎 找 出 一 条 从 发 点 到 终点 t 的 增 广 链 , 则 在 该 增 广 
链 的 所 有 弧 上 有 


(a) 正 回 弧 上 记 乏 ci; ” 反问 弧 上 fi; 二 0 
(b) 正 问 弧 上 三 三 ci 反问 弧 上 fj 宇 0 
(c) 正 同 弧 上 方 二 ch 反问 弧 上 方 三 0 
(d) 正 回 弧 上 方 二 cf 反问 弧 上 fy 二 0 
三 、 已 知 线性 规划 问题 (20 分 ) 


max z = 3ZXx1 十 5x2 对 偶 变 量 
ey | 十 Zs 一 4 yl 
2 十 Xs 一 一 12 V2 


i te i 
Ti 之 0 7 三 1,2,.…,5 
要 求 : (a) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (b) 用 单纯 形 法 求解 原 问题 最 优 解 ; 
(c) 由 (b) 的 结果 直接 写 出 对 偶 问 题 最 优 解 
四 、 用 图 解法 流域 下 述 目 标 规划 的 满意 解 (15 分 ) 
min z = Pd + Pdi + Psdz 
一 Xl 十 Xz 二 di 一 di=4 
zl 一 2z 十 cz 一 c 寺 一 4 
Zl 十 2zz 十 dz 一 dj 一 8 
Zi1y7s 之 disdi 之 0(i = 1,2,3) 


五 、 下 图 中 已 知 两 点 间 的 距离 如 图 中 所 示 , 奉 求 图 中 vv 至 vs 点 之 间 的 最 短 距离 大 用 
整数 规划 求解 , 试 列 出 其 数学 模型 。(15 分 ) 


UD» 6 Ua 
] 
S 
U3 8 Vs 


六 、 茶 城市 拟 铺设 一 条 从 A 一 王 的 管道 。 已 知 各 段 路 线 及 铺设 所 需 费 用 如 下 图 所 
示 。 试 用 动态 规划 方法 找 出 一 条 使 总 费用 最 省 的 路 线 。(20 分 ) 


附录 C 自 测试 题 及 答案 


自 测 试题 (二 ) 


一 、 填 充 题 ( 每 题 3 分 , 共 15 分 ) 
1. 线性 规划 可 行 域 中 任意 一 点 对 应 问题 的 一 个 “中 解 , 可 行 域 的 顶点 对 应 问题 的 


一 个 所 解 。 
2. 从 线性 规划 的 原 问 题 直 接 写 出 其 对 偶 问 题 , 硅 原 问题 目标 函数 为 min zx, 变量 zj 三 
0, 则 在 对 偶 问 题 中 对 应 的 第 7 个 约束 条 件 取 号 。 


3. 若 和 希望 产品 开 的 产量 zs 不 超过 产品 工 的 产量 x 的 1/3, 在 目标 规划 中 的 约束 应 
表 为 QD 和 min 多 


4. 下 图 中 各 弧 劳 数字 为 各 弧 的 容量 ,计算 * 一 上 的 最 大 流 时 可 得 出 图 中 最 小 割 集 
为 


5. 动态 规划 求解 的 思路 ,依据 利 。 别 尔 曼 提出 的 最 优化 原理 将 一 个 含 n 个 阶段 的 多 
阶段 决策 问题 转化 为 一 个 含 QD 个 阶段 回 的 单 阶段 的 决策 问题 。 

二 、 选择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

以 下 各 题 (a)(b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 

1. 已 知 y; 为 线性 规划 对 偶 问 题 的 最 优 解 , 若 yi 二 0 说 明 在 最 优生 产 计 划 中 


(a) 第 i 种 资源 已 耗 尽 (b) 第 i 种 资源 还 有 剩余 

(c) (a) 和 (b) 均 有 可 能 (d) (a)(b)(c) 均 不 正确 

2. 一 个 售 滩 个 产地 nn 个 销 地 产销 平衡 的 运输 问题 建立 的 数学 模型 中 含 全 
基 变 量 和 个 约束 

(a) mxXn,min—l1 (b) mXn.mttn 

(c) mmXn—1,m+in (d) mxXn, 三 m+n—1 

3. 分 配 问 题 的 效率 矩阵 中 做 如 下 变换 时 将 不 影响 问题 的 最 优 解 

(a) 效率 矩阵 某 一 行 加 笛 数 (b) 效率 和 矩阵 某 一 列 加 常数 

(c) 效率 矩阵 某 一 行 乘 上 负数 玉 (d) 效率 矩阵 某 一 列 乘 上 和 销 数 扫 


4. 一 个 网 络 的 关键 路 线 具 有 以 下 性 质 

(a) 任 一 网 络 存 在 唯一 的 关键 路 线 

(b) 关键 路 线 上 各 作业 的 总 时 差 与 自由 时 差 均 为 零 

(c) 关键 路 线 是 完成 一 项 工程 目 始 点 至 终点 用 时 最 省 的 一 条 路 径 

(d) 网 络 图 中 任 一 点 出 发 有 多 个 作业 时 ,其 中 用 时 最 长 的 作业 必 包 含 在 网 络 的 关键 
路 线 中 


今 
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5.。 


一 个 整数 分 成 n 个 整数 之 和 使 其 乘积 为 最 大 ,可 建立 下 列 数学 模型 求解 
(a) 线性 规划 


(b) 整数 线性 规划 
(c) 动态 规划 (d) 非 线 性 规划 
三 、 线 性 规划 问题 (20 分 ) 
1 wy 
es a 
号 二 | Xl 十 2x2 


zi 宕 0 © = 1,2,3) 
已 知 用 单纯 形 法 求解 时 得 最 终 单 纯 形 表 如 下 


过 6 
2 


i ee 3 Ld Ts 

zl 6 ] ] ] ] 0 
rs 10 0 3 ] ] ] 
cj 一 27 0 一 3 一 ] 一 2 0 


分 析 下 列 条 件 单独 变化 时 最 优 解 的 变化 
(a) 目标 图 数 变 为 max z 二 2Xx1 十 3Xxz 十 x 


Cb) 约束 右 端 项 由 | ，| 变 为 | | 


四 、 某 公司 有 5 个 可 供 选 择 的 投资 项 目 , 其 所 需 投资 额 与 预期 收益 如 下 表 所 示 


项 日 ] 1 3 4 5 
投资 额 ( 万 元 ) 180 210 130 95 135 
预期 收益 (万 元 ) 46 50 30 20 35 


公司 限定 投资 额 不 超过 600 万 元 ,预期 收益 将 在 今后 5 年 内 实现 。 投 资 选择 上 需 满 
足 : (1)1、2、3 项 目 中 至 少 选 一 项 ; (2) 项 目 3、4 中 最 多 选 一 项 ; (3) 项 目 5 选取 的 条 件 是 
项 目 1 必须 选中 。 为 使 预期 收益 最 大 , 试 建立 数学 模型 ,但 不 需求 解 。 


五 、 用 Dijkstra 算法 找 出 下 图 中 从 中 至 外 点 的 最 短路 径 及 最 短 距离 ,要 求 列 出 计算 
步 又 


附录 C 自 测试 题 及 答案 个 


六 、 要 求 用 动态 规划 方法 求解 下 述 非 线性 规划 问题 
max zx 一 Xi。X? 。 工 3 


全 十 Zrz 十 zs 和 0 
Bs Ve 


yy i 0 -一 Led 
要 求 写 出 动态 规划 的 基本 方程 ,说 明 各 符号 意义 ,给 出 边界 条 件 , 并 求 数值 解 。 


自 测 试题 (三 ) 


一 、 填 充 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 
1. 线性 规划 问题 L 和 LL， 


La : INaX 之 一 pa 对 偶 变 量 1L;: ma 一 >》 ,Cj 对 偶 变 量 
7 一 1 j 一 1 
>》 ,as 工 | 一 一 bi V1 : Yjayz 301 V1 
Ss. t. 4 i™! s。 t. 


Ti 之 0 1 一 1 工 ,nn Zij 之 0),1 一 1…)71 


据 此 有 六 三 1 
2. 利 。 别 尔 曼 提出 了 求解 动态 规划 问题 的 最 优化 原理 ,可 简要 概述 为 : 
3. 用 线性 规划 求解 得 第 i 种 资源 的 影子 价格 为 k, 则 在 问题 中 其 他 参数 不 变 的 条 件 


下 ,第 i 种 资源 增加 10 个 单位 ,目标 函数 的 增加 值 将 增 大 


4. 用 Ford-Fulkerson 标号 法 求 网 络 最 大 流 时 , 告 找 出 一 条 从 s 一 t 的 增 广 链 ,其 正 问 


弧 上 必 满 足 _Q@ , 反 回 弧 上 必 满 足 四 


束 ,大 用 


5。 m 个 约束 条 件 Dj as 之 bi(i 二 1,…,m), 其 中 只 有 上 个 条 件 (& 二 m) 真 正 起 到 约 
_ 假定 第 i 个 约束 不 起 作用 


假定 第 i 个 约束 起 作用 

又 设 M 为 任意 大 整数 , 则 上 述 假定 可 表 为 

二 、 选 择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

以 下 各 题 (a)(b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 是 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 

1. 对 取 值 无 约束 的 变量 x ,标准 化 时 通常 令 zj; 二 xz 一式 (xj,z 宇 0)。 用 单纯 形 法 求 


解 时 可 能 出 现 


(a) Zz;>0,2>0 
(b) Pj; 二 +P;=0 

(c) o>0,0>0 
(d) zx;>0,z;=0 
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2. 以 下 叙述 中 正确 的 有 
(a) 原 问 题 有 可 行 解 ,其 对 偶 问 题 一 定 也 有 可 行 解 
(b) 原 问 题 无 可 行 解 ,其 对 偶 问 题 一 定 也 无 可 行 解 
(c) 在原 问 题 有 无 界 解 ,其 对 偶 问 题 一 定 有 无 界 解 
(d) (a)(b)(c) 均 不 对 
3. 以 下 叙述 中 正确 的 有 
(a) 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 是 单纯 形 法 求解 运输 问题 时 的 简化 
(b) 可 以 用 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 求解 分 配 问题 
(c) 运输 问题 在 适当 变换 后 可 用 匈牙利 法 求解 
(d) 动态 规划 只 用 于 求解 动态 多 阶段 的 问题 ,不 能 用 于 求解 静态 的 优化 问题 
4. 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 线性 规划 时 ,出 现 以 下 情况 判别 问题 无 可 行 解 
(a) 基 变 量 列 5b; 二 0 在 i 行 全 部 a; 主 0 
(b) 基 变 量 列 5b; 二 0 ”在 i 行 全 部 4; 三 0 
(c) 基 变量 列 ;>0 ”在 i 行 全 部 4a; 主 0 
(d) 基 变 量 列 b; 二 0 在 i 行 全 部 aj 三 0 
5. 线性 规划 问题 


InaX 之 一 C1 袜 1 十 之 > 


Pe 

S。t。 ZI 十 2zs 魏 10 当 ao 的 取 值 范围 为 何 值 时 ,问题 有 无 穷 多 最 优 解 

| »T2 之 0 

(a) cl 一 ] (b) 1 一 c: 一 2 是 二 (d) 2 一 cl1<<co 


三 、 下 表 为 求 极 大 值 线性 规划 问题 的 初始 单纯 形 表 及 迭代 一 步 后 的 表 ,z4、 zs 为 松 
籽 变 量 , 试 给 出 表 中 ae 一 ! 值 及 变量 下 标 mr nn、s、t 的 值 (20 分 ) 


和 | 3 Ta TH 5 
2 6 b C d ] 0 
1 = 3 0 ] 
cj 一 27 a ] = 0 0 
f £ 2 = Le 0 
Tr + h 1 ] 1/2 ] 
Ci 一 2 0 7 了 尺 L 


四 、 甲 . 乙 \ 两 ` 丁 4 人 完成 A.B`C.D、E 五 项 任务 ,每 人 完成 各 项 任务 的 时 间 如 下 表 
所 示 , 若 规定 A、B 两 项 必须 完成 ,C.D、E 中 有 一 项 可 以 不 完成 。 若 规定 每 人 只 完成 一 项 
任务 , 问 如 何 分 配 用 时 最 少 ? (15 分 ) 


附录 C 上 自 测 试题 及 答案 ”个 

所 7》 

L 
A B 和 D 上 
由 25 29 31 42 37 
- 39 38 26 20 33 
内 34 27 28 40 32 
a 24 42 36 23 45 


(5,4) 


六 、 用 动态 规划 的 逆序 算法 求 下 述 非 线性 规划 的 最 优 解 ,(20 分 ) 
要 求 写 出 阶段 划分 ,状态 变量 .决策 变量 、 人 允许 决策 集合 .状态 能 够 方程 ,并 列 出 各 步 
计算 过 程 
max zx 一 4zl 十 9zs 十 2x3 
十 4zz 十 3zz 委 1]10 


SS t, 


1 Wy ya va 0 


自 测 试题 答案 


自 测 试题 (一 ) 答 案 


一 、 填 充 题 
. 全 部 oj 三 0, 其 中 至 少 一 个 非 基 变量 的 oj; 二 0 
. 全 部 检验 数 三 0, 其 中 至 少 一 个 为 零 
请 ”多 四 
tj; Ster (1,7)—teEs (17) 
5. 一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 : 即 无 论 初始 状态 及 初始 决策 如 何 , 其 以 后 
所 有 决策 应 构成 最 优 策略 
二 、 选 择 题 
1. (c) 2. (a)(b)(d) 3. (b) 4. (b) 5. (d) 


Nc 


三 、(a) 对 偶 问 题 为 
min 一 4 十 12v 十 18vs 
6 十 3ys 之 3 
Ss.t. < 2yz 十 2y3 宇 5 
| ya0 7= Lys5 
(b) 原 问题 最 优 解 


Z* = (2,6,2,0,0), y* = 36 
(c) 对 偶 问 题 最 优 解 
3 二 
Y* 一 (93 1,0,0)， w* = 36 
四 、 满 意 解 为 由 OABCD 围 成 的 多 边 形 内 


五 、 用 zi 表 (w1 ,vz) ,Xz 表 (vzyvs) ,zs 表 (vz ,v3) ,zi 表 (vVz ,v4) ,Xs 表 (vs,v4) ,XT6 表 


(zs ,vs ) ,XI 表 (v4 ,vs) 


则 数学 模型 可 表 为 
min zz = 二 7X1 十 5xz 十 4xs 十 6x4 十 9xs 十 8Xx6 二 3X7 
Zl 一 X3 十 X14 Xl 十 Xs 二 
| Te My 
Ss pe | 


ZX; 二 0 或 1 (1 一 1,……,/) 
7 费用 最 省 路 线 为 A 一 Bs 一 C1 一 Di 一 E, 总 费用 为 8 


自 测 试题 (二 ) 答 案 


一 、 填 充 题 

中 可 行 解 加 基 可 行 解 

之 

© 3z;— zi+d 一 Gd 一 0 @adT 
‘(A,D)(A,C)(S,B)} 

Dn 个 加 具有 递 推 基 系 的 


a 


附录 C 上 自 测试 题 及 答案 


二 、 选 择 题 

1. (c) 2. Dc) 3. (a)(b) 4. (b) 5. (c)(d) 

三 、(a) 最 优 解 变 为 Z* = 二 (8/3,10/3,0,0,0) xz* 二 46/3 
(b) 最 优 解 变 为 Z* = 二 (3,0,0,0,7) xz* 二 3/2 


1 i Aad 
0 不 投资 7 项目 


max z 一 46zl 十 50Zxz 十 30zs 十 20z4 十 357zz 
ye 
zs 十 Ta4 夺 1 
上 十 Ms i 
180zl 十 210zz 十 130xzs 十 95z4 十 135zs 委 600 
z= Rl QO= 1ym5) 
五 、 外 至 四 的 最 短路 为 中 一 加 一 @ 一 四 ,总 长 度 为 14 
六 、 阶 段 &=1,2,3 状态 变量 se 其 中 si 三 6 
决策 变量 Tz 0 三 zt 三 5 状态 转移 $4 二 $4 一 4 
基本 方程 frst) = max {pr lus) 。 feri(ser1)}, fals4)=1 


ES= = I 
0<7, 33 
k=2 时 三 (sz ) 一 Ia {TX2 fs (ss— x2)} = INax {TX (ss — To) )} 
0<7x, <s, 0<7, Ss 
令 9 呈 一 (一 za 一 3rza(s 一 za)2 一 0 
TL2 
uv 
当 zz 一 sz /4 时 使 fa(ss) 二 27 (学 达到 最 大 值 
当 k=1 时 fi(5)= max {zf * fi(6—z1)}= max (7 27 (一 二 2) | 
1 51 0 1 2 1 了 


0 委 z] <6 
$2 -27 (全 ) 一 二 。 27 (2) 


=27z (— 2) -x |=0 
当 rN 时 f1(s1)=108 为 最 大 值 


逆 推 得 Ll 一 2 一 一 4,7z 一 1 一 一 3, 7 一 8 


自 测 试题 (三 ) 答 案 


、 填 充 题 
1 3 


2. 一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 , 即 无 论 初 始 状态 及 初始 决策 如 何 , 对 先前 
决策 所 形成 的 状态 而 言 , 其 以 后 的 所 有 决策 应 构成 最 优 策略 

3. 10k 

4. Dfs=<cs fs>0 

i 过 bi 十 yiM， Si =m—k 


二 、 选 择 题 
1. (b)(d) 2. (d) 3. (a)(b)(c) 4. 5. (a) 


四 、 重 新 构造 一 个 效率 矩阵 ,增添 一 个 虚拟 成 , 因 A,B 任务 不 允许 由 成 完成 , 故 有 


A Bb C D 下 
由 25 29 31 42 37 
Ps 39 38 26 20 33 
内 34 27 28 40 32 
本 24 42 36 23 45 
成 M M 0 0 0 


用 匈牙利 法 求 得 最 优 分配 为 甲 -A , 乙 -C, 丙 -B, 丁 -D, 共 用 时 101 
五 、 求 得 网 络 最 大 流 如 下 图 所 示 


最 大 流 为 18 
最 小 割 为 {(z v4) (vz sv) (v2 vs) (vs ,vs)) 
TANA 上 一 一 阶段 变量 k=1,2,3; s 状态 变量 ; Xs 一 一 决策 变量 


SAH 一 Sk UTCh 
Fs (sp) INaxX { CETE 十 fu (TEL ) } 
0<7z EH /a 


当 & 一 3 时 fs(s3)= max {2zx3 二 Tf4(s4)) 


一 ~ 3 全 33 


附录 C 自 测试 题 及 答案 全 


NR- 
fal)=0 得 户 (ss) 一 2 (也有 一 二 5 Xi 一 本 
当 R& 王 2 时 f(s2)— max,(9T2t fs(ss— 4r2)) 
当 &= 王 1 时 四 


最 后 得 Xr 二 0,x2z 二 5/2,x3 二 0,z* 二 45/2 


教学 文 持 况 明 
上 课件 申请 
尊敬 的 老师 : 

您 好 ! 感谢 您 选用 清华 大 学 出 版 社 的 教材 ! 为 更 好 地 服务 教学 ， 我 们 为 采用 本 书 作 


为 教材 的 老师 提供 教学 辅助 资源 。 鉴 于 部 分 资源 仅 提 供给 授课 教师 使 用 ， 请 您 直接 手机 
扫 拉 下方 二 维 码 实时 申请 教学 资源 。 


任课 教师 扫描 二 维 码 
、 可 获取 教学 辅助 资源 


ww 
. 


>P> 样 书 申 请 

为 方便 教师 选用 教材 ， 我 们 为 您 提供 免费 赠送 样 书 服 务 。 授 课 教师 扫 拉 下方 二 维 码 

即 可 获取 清华 大 学 出 版 社 教材 电子 书目 。 在 线 填 写 个 人 信息 ， 经 审核 认证 后 即 可 获取 上 所 
选 教材 。 我 们 会 第 一 时 间 为 您 寄 送 样 书 。 


任课 教师 扫描 二 维 码 。 
\ 可 获取 教材 电子 书目 


Kf 
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